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Resumo

Neste trabalho é proposta uma estratégia para monitoramento de sistemas a

parâmetros distribúıdos (SPD) baseada em observadores do tipo Kalman. São con-

siderados SPD com atuação na borda de entrada, tal que, em condições normais

de operação, a medição da variável a ser monitorada esteja dispońıvel apenas na

borda final do processo. O objetivo principal é recuperar a informação do compor-

tamento dinâmico da variável de interesse em qualquer ponto intermediário do SPD.

Em particular, assume-se que o modelo fenomenológico do processo seja desconhe-

cido ou que seus parâmetros f́ısicos sejam dif́ıceis de serem estimados. Nesses casos,

propõe-se também uma metodologia alternativa baseada em técnicas de identifica-

ção de sistemas a parâmetros concentrados, para obtenção de modelos adequados

ao projeto de observadores. Para tanto, o SPD é aproximado por dois modelos li-

neares a parâmetros variantes (LPV) interconectados cuja configuração resultante

permite que a variável a ser monitorada seja conhecida ao longo do sistema, por

meio da dependência espacial dos seus parâmetros e do efeito desses na dinâmica

dos dois subsistemas interconectados. Sob essa perspectiva, as variáveis de sáıda de

cada subsistema são assumidas como variáveis de estado e um modelo geral LPV

no espaço de estados é obtido. Uma vez que um modelo adequado é constrúıdo,

observadores do tipo Kalman podem ser implementados. O uso dos observadores é

fundamental devido à sua propriedade de correção das estimativas e possibilidade

de acrescentar informações extras à dinâmica do modelo, tais como, a estimação em

tempo real de parâmetros e de distúrbios. Uma das principais vantagens da estra-

tégia de monitoramento proposta é que, embora o modelo final obtido mantenha a

caracteŕıstica espaço-dependente de um SPD, ele é, localmente, um modelo a parâ-

metros concentrados. Dessa forma, as técnicas de observação de estados aplicáveis

a sistemas pertencentes à classe dos sistemas a parâmetros concentrados podem ser

prontamente utilizadas. Outro ponto positivo, é que as informações das incertezas

obtidas no processo de identificação podem ser utilizadas para o cálculo dos ganhos

ótimos no projeto dos observadores. A estratégia de monitoramento proposta é apli-

cada a um sistema térmico real e o seu desempenho é validado a partir dos dados

experimentais.

Palavras-chave: Sistemas a parâmetros distribúıdos. Modelos LPV. Subsistemas

interconectados. Observadores de estado.
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Abstract

In this work, a strategy for distributed parameters systems (DPS) monitoring,

based on Kalman-like observers is proposed. We consider DPS with input edge

operation, such that, under normal operating conditions, the measurement of the

variable to be monitored is available only at the final edge of the process. The main

objective is to recover information about the dynamic behavior of the variable of

interest at an intermediate point of the DPS. Particularly, it is assumed that the

phenomenological model of the process is unknown or that its physical parameters

are difficult to be estimated. In these cases, an alternative methodology based on

system identification techniques for lumped parameter systems is proposed to ob-

tain suitable models for observer design. For that, the DPS is approximated by

two interconnected linear parameter varying models (LPV) whose resulting confi-

guration allows the variable to be monitored throughout the system, by the spatial

dependence of its parameters and their effect on the dynamics of two interconnected

subsystems. From this point of view, the output variables of each subsystem are

assumed as a state variable and a general LPV model in state-space is obtained.

Once a suitable model is constructed, Kalman-like observers can be implemented.

The use of observers is fundamental because of their estimation correction property

and the possibility of adding extra information to the model dynamics, such as real-

time estimation of parameters and disturbances. One of the main advantages of the

proposed monitoring strategy is that, although the final model obtained maintains

the space-dependent characteristic of a DPS, it is locally a lumped parameter model.

Thus, state observation techniques applicable to systems belonging to the class of

the lumped parameters systems can be readily used. Another positive point is that

the information of the uncertainties obtained in the identification process can be

used to calculate the optimal gains in the observer design. The proposed monitoring

strategy is applied to a real thermal system and its performance is validated from

the experimental data.

Key-words: Distributed parameter systems. LPV models. Interconnected sub-

systems. State observers.
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estados, parâmetros e perturbação). Em azul, observadores obtidos utilizando-se

modelos SS-LPV3 e em vermelho utilizando-se modelos SS-LPV9. . . . . . . . . 82

4.35 Comparação entre as estimações realizadas pelo observador de Kalman para es-
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L representa a distância máxima entre as bordas anterior e posterior do SPD
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Capı́tulo 1
Introdução

Sistemas a parâmetros distribúıdos (SPD) ocupam um papel importante na teoria de sistemas

de controle. Tal posição se deve, principalmente, à diversificação dos sistemas industriais em que

fortes acoplamentos entre dinâmicas multi-f́ısicas são consideradas em função de novos objetivos

de qualidade e economia. Para alcançar tais objetivos, diversas pesquisas tem sido desenvolvidas

nos últimos anos com a finalidade de monitoramento e controle para otimização dos processos

produtivos.

Diferente dos sistemas a parâmetros concentrados (SPC), cujas variáveis de interesse são

funções apenas do tempo, significando que suas dinâmicas são usualmente descritas por um

conjunto de equações diferenciais ordinárias (EDO), os SPD são sistemas em que as variáveis de

interesse são funções do tempo e de uma ou mais variáveis espaciais. Nesse caso, suas dinâmicas

são usualmente descritas por equações diferenciais parciais (EDP) [Chr01].

Com a vantagem de se obter descrições precisas dos fenômenos f́ısicos envolvidos em um

processo distribúıdo, as representações por EDP envolvem métodos sofisticados de modelagem

e solução podendo gerar alto custo computacional. Além disso, os modelos de dimensão infinita

resultantes, são, em geral, dif́ıceis de serem obtidos e seus parâmetros precisam ser estimados

através de experimentos ou a partir de testes espećıficos em laboratório, podendo tornar o

processo ainda mais trabalhoso e caro.

O projeto de controle para SPD requer, no entanto, modelos de baixa ordem, principalmente,

devido ao fato de que soluções de alta ordem, quase sempre, resultam em śıntese de controladores

não implementáveis em razão da falta de sensores e atuadores suficientes para caracterização

do sistema e, consequentemente, para implementação de tais soluções [Hoo01, Zhe02, Zhe04].

Os observadores de estado também compartilham de tal restrição devido ao fato de que quanto

maior a ordem do sistema, mais informações dispońıveis através de medições são necessárias

para recuperação dos estados.

Contudo, para objetivos de controle e observação, os modelos de ordem infinita que des-

crevem a classe dos SPD podem ser reduzidos a modelos de ordem finita que capturam o

comportamento dinâmico dominante de interesse. Nesse sentido, podem ser apontadas duas

linhas de pesquisa relacionadas à obtenção de tais representações. A primeira delas, baseia-se

no conhecimento do modelo fenomenológico do sistema e propõe métodos para transformação

das representações por sistemas de EDP e de suas condições de borda em sistemas de EDO que

1
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permitem a śıntese de controladores e o projeto de observadores. A segunda, é baseada na teoria

de identificação de sistemas dinâmicos e, ao contrário da anterior, se propõem a obter modelos

a partir de dados experimentais [PA09a].

Segundo Coca e Billings [CB02], na prática, e especialmente em se tratando de sistemas

não lineares, pode ser dif́ıcil determinar, com base em prinćıpios f́ısicos, a forma do sistema

de equações que descreve precisamente os fenômenos observados em processos distribúıdos.

As dificuldades associadas com a abordagem pela f́ısica do processo tem, portanto, motivado

pesquisadores para o desenvolvimento de técnicas de identificação de estruturas e estimação

de parâmetros para essa classe de sistemas. O presente trabalho, partilha desse sentimento e

propõe uma estratégia alternativa para monitoramento de SPD utilizando observadores.

O problema de projeto de observadores surge naturalmente em uma abordagem de sistemas

quando deseja-se obter informações internas ao processo a partir de medições externas, ou seja,

dos sinais de entrada e sáıda dispońıveis. No entanto, por razões que incluem, dentre outros,

o custo e restrições tecnológicas, não se pode utilizar tantos sensores quanto sinais de interesse

para caracterizar o comportamento de um sistema [Bes07]. No cenário dos SPD, essa é uma

situação inerente, principalmente, quando se trata de sistemas com atuação na borda. Nesses

casos, a utilização de observadores se torna uma alternativa interessante e promissora.

De acordo com Besançon [Bes07], a necessidade de informações internas de um sistema pode

ser motivada por diferentes propósitos, dentre eles, os principais são: modelagem (identifica-

ção), monitoramento (detecção de faltas) e controle. Todos esses propósitos podem, inclusive,

estarem presentes em uma única aplicação quando, por exemplo, deseja-se manter um processo

sob controle. Nesse sentido, e levando-se em consideração as restrições práticas citadas ante-

riormente, o problema de observação pode ser visto como o centro de um problema geral de

controle. Diante desse cenário, neste trabalho é proposta uma solução para o problema definido

a seguir.

1.1 Definição do problema

Considere um SPD cont́ınuo no tempo, t ∈ R
+, e no espaço, s ∈ R, tal que, 0 ≤ s ≤ L,

em que L é a distância máxima entre as bordas anterior e posterior do sistema. Suponha que

u(s,t)|s=0 ∈ R seja uma variável de entrada que atua na borda anterior de forma que a variável

de sáıda, y(s,t), seja alterada. Por se tratar de um SPD, podem ser definidas infinitas posições

de medição de y(s,t) entre s = 0 e s = L. No entanto, durante o funcionamento regular do

sistema, assuma que esteja dispońıvel apenas uma posição de medição na borda posterior, ou

seja, em y(s,t)|s=L. Sendo assim, supondo o conhecimento de u(0,t) e y(L,t) para t ≥ 0, estime

o valor de y(sℓ,t), em que sℓ indica uma posição do espaço escolhida arbitrariamente dentro do

domı́nio 0 < sℓ < L.

1.2 Objetivos

Neste trabalho é proposta uma estratégia para monitoramento de sistemas a parâmetros

distribúıdos com atuação na borda. Tal estratégia é baseada em técnicas de identificação de
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sistemas dinâmicos a parâmetros concentrados e observadores. O objetivo principal é estimar

o comportamento dinâmico de uma variável interna do SPD conhecendo-se apenas o sinal de

entrada aplicado a um atuador localizado em uma das bordas do sistema e a medição da variável

de interesse na borda oposta. Nesse sentido, podem ser definidos dois objetivos secundários: o

primeiro deles é obter um modelo em espaço de estados que represente de forma satisfatória o

comportamento dinâmico de uma variável interna de interesse a ser monitorada mantendo-se

a caracteŕıstica espaço-dependente do sistema original. O segundo objetivo, complementar ao

primeiro, consiste na implementação de observadores para estimação de estados e/ou parâmetros

do modelo identificado. Para alcançar tais objetivos é definida a metodologia descrita a seguir.

1.3 Metodologia

A estratégia de monitoramento de SPD desenvolvida no presente trabalho é fundamentada

em dois desenvolvimentos complementares: primeiramente, é realizada a identificação de um

modelo em espaço de estados adequado ao projeto de observadores, em seguida, utilizando o

modelo obtido são projetados os observadores propriamente ditos. Para tanto, foi definida a

metodologia descrita a seguir.

Para a obtenção de um modelo no espaço de estados foi utilizado uma estratégia baseada

em duas abordagens práticas usualmente empregadas para aproximação de SPD. A primeira

abordagem conhecida como modelagem por subsistemas espacialmente interconectados consiste

na discretização espacial do SPD através de conjuntos de sensores, ou pares de sensores e

atuadores, que dividem virtualmente o sistema original criando uma rede de subsistemas a

parâmetros concentrados interconectados.

A segunda abordagem, conhecida como modelos lineares a parâmetros variantes no espaço

(Spatial-LPV) é semelhante à primeira, porém, considera que os subsistemas identificados pos-

suem a mesma estrutura, sendo posśıvel, através da interpolação (ou do ajuste de curva) dos

parâmetros correspondentes de cada modelo local, obter uma função de parâmetros cont́ınua

que define um único modelo de entrada-sáıda capaz de representar o comportamento dinâmico

do sistema em qualquer ponto do espaço considerado. Dessa forma, no presente trabalho um

SPD é aproximado por dois modelos LPV interconectados.

Para a obtenção do modelo geral na representação de espaço de estados o SPD foi espacial-

mente discretizado através de sensores igualmente distribúıdos ao longo comprimento do sistema.

Em seguida, o sistema foi submetido a um teste dinâmico para coleta de dados aplicando-se um

sinal de excitação PRBS à entrada do mesmo e medindo-se a resposta de cada sensor. Posterior-

mente, utilizando-se a massa de dados dispońıvel, foram identificados um conjunto de modelos

locais relacionando a entrada do sistema com cada uma das sáıdas e outro conjunto de modelos

locais relacionando cada uma das sáıdas intermediárias com a sáıda no final do processo.

Utilizando-se a representação matemática ARMAX polinomial, os parâmetros de cada mo-

delo local foram obtidos através do método estendido de mı́nimos quadrados (EMQ). As estru-

turas dos modelos foram determinadas e os modelos foram validados através do critério do erro

final de predição (FPE) e do erro médio quadrático normalizado (NRMSE). Foram realizadas

também a simulação livre dos modelos locais. Uma vez obtidos os modelos locais para cada um
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dos conjuntos, os parâmetros correspondentes foram ajustados utilizando-se funções polinomi-

ais e o método dos mı́nimos quadrados ponderados. Nesse caso, a matriz de pesos utilizada foi

constrúıda a partir da covariância dos parâmetros obtidos na etapa de identificação dos modelos

locais.

Cada conjunto de modelos, após o ajuste polinomial dos parâmetros, deu origem a um

modelo LPV cujos parâmetros variam em função de uma variável espacial unidimensional. Tais

modelos foram então interconectados sendo que a sáıda do primeiro modelo se tornou a entrada

do segundo. Nessa configuração foi posśıvel interpretar a sáıda de cada modelo LPV como uma

variável de estado, dessa forma, um modelo geral no espaço de estados (SS-LPV) adequado ao

projeto de observadores foi obtido.

Finalmente, estratégias de observação de estados e/ou parâmetros foram implementadas, as

estruturas de observadores utilizadas foram o observador de Kalman, e o observador exponen-

cial com fator de esquecimento. Para as implementações envolvendo estimação de estados e

parâmetros, o modelo LPV em espaço de estados foi adequadamente reescrito como sistemas

afins nos estados com injeção da sáıda.

1.4 Organização do documento

Neste caṕıtulo foi feita uma pequena introdução ao tema estudado neste trabalho, seguido

da definição do problema para o qual se busca uma solução baseada em técnicas de identificação

de sistemas dinâmicos a parâmetros concentrados e observadores. Foram expostos os objetivos

do trabalho e a metodologia utilizada para implementação de uma solução. O restante do texto

está organizado como segue: no caṕıtulo 2, são apresentadas as ferramentas base utilizadas na

solução do problema proposto. O caṕıtulo é dividido em duas partes sendo que a primeira trata

de métodos para identificação de sistemas lineares a parâmetros concentrados, baseados em

mı́nimos quadrados (MQ), e a segunda parte trata do projeto de observadores do tipo Kalman.

No caṕıtulo 3, é apresentada uma metodologia para aproximação de SPD baseada em dois

conceitos principais, a representação de SPD por subsistemas interconectados e a representação

de SPD por modelos LPV espaço-dependentes. No caṕıtulo 4 é apresentado um estudo de

caso no qual a estratégia para monitoramento de SPD proposta é aplicatda. Para tanto, é

considerado um protótipo de um sistema distribúıdo em que ocorre o aquecimento de um fluxo

de ar transportado de forma forçada através de um tubo. Finalmente, no caṕıtulo 5 são feitas

as considerações finais e apontadas algumas perspectivas.



Capı́tulo 2
Fundamentos

Neste caṕıtulo são apresentadas as principais ferramentas utilizadas para o desenvolvimento

da estratégia proposta para o monitoramento de SPD. O caṕıtulo se divide em duas partes.

A primeira parte traz um conjunto de ferramentas utilizadas para identificação de sistemas di-

nâmicos lineares a parâmetros concentrados. Inicialmente, é feita uma pequena introdução as

etapas do processo de identificação. Em seguida são apresentadas algumas posśıveis estrutu-

ras de modelos lineares discretos no tempo, dando destaque a estrutura ARMAX polinomial.

Posteriormente, são apresentados três métodos para estimação de parâmetros: o método dos

mı́nimos quadrados (MQ), o método dos mı́nimos quadrados ponderados (MQP) e o método es-

tendido de mı́nimos quadrados (EMQ). Na segunda parte do caṕıtulo são apresentadas algumas

ferramentas para o projeto de observadores. Inicialmente, são apresentadas algumas estruturas

para implementação de observadores, dando destaque à estrutura de sistemas afins nos estados

com injeção da sáıda. Em seguida, dadas as condições de observabilidade, são apresentados

dois observadores, o observador de Kalman clássico e o observador exponencial com fator de

esquecimento.

2.1 Identificação de sistemas

O conceito de modelo matemático é fundamental em diversos ramos da ciência e da en-

genharia. Embora cada sistema seja composto por componentes distintos, se cada um desses

componentes é considerado como um sistema, com entradas e sáıdas que são relacionadas por

um comportamento dinâmico, então, eles podem ser descritos por uma representação mate-

mática. Por um caminho clássico, todos esses sistemas podem ser representados por algumas

operações básicas, envolvendo derivadas e integrais, combinadas de uma maneira apropriada

através de um conjunto coeficientes. O problema em questão é como um modelo matemático

de um sistema pode ser determinado [Bil13].

Segundo a literatura, modelos matemáticos podem ser desenvolvidos a partir de duas es-

tratégias (ou através da combinação das duas). A primeira delas, conhecida como modelagem

anaĺıtica, consiste em dividir o sistema em componentes cujas propriedades são bem entendidas

por meio de prinćıpios f́ısicos e reuni-los matematicamente a fim de construir uma representação

completa do mesmo. A segunda estratégia é diretamente baseada na experimentação do sistema

5
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em que sinais de entrada e de sáıda são gravados e submetidos à análise de dados com o objetivo

de inferir um modelo. Esse caminho, é conhecido com identificação de sistemas [Lju99].

A identificação de sistemas é, portanto, uma área do conhecimento que estuda técnicas

alternativas de modelagem matemática. Referida também como modelagem ou identificação

caixa-preta, ela abrange um conjunto de técnicas utilizadas para modelar sistemas onde pouco

ou nenhum conhecimento prévio do processo é necessário. O que se pretende de fato com

tais modelos é descrever como são as relações de causa e efeito entre as variáveis de entrada

e sáıda. Nesse sentido, o tipo de modelo, as técnicas usadas e os requisitos necessários são

bastante distintos dos análogos na modelagem pela natureza do processo, também conhecida

como modelagem caixa-branca [Agu07].

Em outras palavras, a identificação de sistemas consiste em um conjunto de métodos para

obtenção de uma descrição matemática de um sistema através do processamento das entradas e

sáıdas do mesmo. Ela é, portanto, o complemento do problema de simulação e parte do prinćıpio

de que os sinais de sáıda possuem, implicitamente, as dinâmicas do modelo matemático que os

produziram a partir de entradas conhecidas e se preocupa em como essas informações podem

ser extráıdas [Bil13].

2.1.1 Etapas do processo de identificação

Mesmo sendo uma área muito grande e que pode ser dividida em diversos ramos, depen-

dendo do tipo de aplicação a que se destina, a identificação de sistemas conserva uma estrutura

metodológica básica que, em linhas gerais, pode ser brevemente descrita em cinco etapas com-

plementares como segue [Agu07]:

1. Testes dinâmicos e coleta de dados: nessa etapa do procedimento de identificação, o

sistema deve ser experimentado através da aplicação de entradas adequadas e da obser-

vação das sáıdas correspondentes (e/ou das variáveis de estado observáveis). Os dados de

identificação assim obtidos serão utilizados na detecção de não linearidades e no ajuste dos

parâmetros do modelo escolhido. Os dados utilizados na identificação devem conter infor-

mações sobre os sistema que será modelado. Assim, o sinal de excitação deve apresentar

espectro suficientemente amplo em frequência e amplitude de tal forma que excursione o

sistema pelos regimes dinâmicos de interesse.

2. Escolha da representação matemática: uma das principais considerações a ser feita

em identificação diz respeito à classe a qual o modelo pertence ou como deseja-se aborda-

lo, podendo esse ser cont́ınuo ou discreto no tempo, linear ou não linear, variante ou

invariante no tempo, determińıstico ou estocástico, de dimensão finita ou infinita, suave

ou com singularidades, dentre outros, considerando também a combinação de várias dessas

caracteŕısticas. No entanto, uma vez que essa definição é feita, uma série de métodos e

técnicas são encontradas na literatura e podem ser empregadas para obtenção da estrutura

adequada.

3. Determinação da estrutura do modelo: a determinação de estrutura consiste em

encontrar dentre os termos candidatos pertencentes a uma famı́lia de modelos, aqueles
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que são mais importantes na descrição das dinâmicas de interesse. No caso de modelos

lineares, a escolha da sua estrutura se restringe, basicamente, à escolha do número de pólos

e de zeros, bem como à determinação do atraso puro de tempo. Na prática, obviamente,

considera-se fazer buscas em uma famı́lia de modelos relativamente pequena, contudo,

devido a tal restrição corre-se o risco de que a famı́lia de modelos utilizada não seja mais

adequada.

4. Estimação de parâmetros: a etapa de estimação dos parâmetros começa com a escolha

do algoritmo a ser utilizado. Determinada a estrutura do modelo, deve-se estimar seus

parâmetros para aproximar o comportamento dinâmico apresentado pelo sistema original.

Os parâmetros são responsáveis por ponderar a contribuição de cada termo determinado

na etapa de escolha de estrutura na resposta do modelo.

5. Validação do modelo: a etapa de validação consiste em verificar se os modelos obtidos

incorporam ou não as caracteŕısticas de interesse do sistema original. É interessante com-

parar os modelos entre si para decidir se existe algum candidato significativamente melhor

que os demais. Essa etapa é muito subjetiva pois o resultado da validação dependerá for-

temente da aplicação pretendida para o modelo e da quantidade de informação dispońıvel

sobre o sistema original.

Segundo Ljung [Lju99], sem dúvida alguma, as etapas de escolha da representação mate-

mática e determinação da estrutura do modelo são as mais importantes e dif́ıceis de serem

determinadas no processo de identificação. É nessa fase que o conhecimento prévio sobre o

processo e a intuição da engenharia devem ser combinadas com as propriedades formais das

representações matemáticas a fim de se obter uma estrutura satisfatória ao propósito para o

qual tal modelo é aplicável. Um bom modelo é, portanto, aquele que melhor descreve os dados

de acordo com os critérios de projeto estabelecidos.

Complementar à escolha da representação matemática e determinação de estrutura, a etapa

de validação é composta por um conjunto de procedimentos e testes que permitem analisar

como o modelo se comporta de acordo com os dados observados, com o conhecimento prévio

do sistema e com o uso pretendido. Um modelo que se comporta de forma deficiente nos faz

rejeitá-lo ao passo que um bom desempenho irá desenvolver uma certa confiança no mesmo

[Lju99].

Como é posśıvel perceber, o procedimento de identificação tem um fluxo natural, é fácil notar

que, dificilmente, o primeiro modelo irá passar nos testes de validação. Portanto, as diversas eta-

pas do procedimento de identificação devem ser revistas várias vezes (iterativamente), orientado

pelo conhecimento adquirido a priori e pelos resultados obtidos nas tentativas anteriores, até

que um modelo adequado seja alcançado. A Figura 2.1 mostra o diagrama esquemático do Loop

de identificação de sistemas. Nesse diagrama as etapas de escolha da representação matemática

e determinação da estrutura do modelo estão agrupadas no bloco “Escolha da Representação

Matemática” e a etapa de estimação de parâmetros é referida como “Escolha do Critério de

Ajuste”.

Definitivamente, um modelo nunca deve ser aceito como uma descrição final e verdadeira do

sistema. Ao invés disso, ele pode ser, na melhor das hipóteses, uma descrição suficientemente
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Projeto de

Experimentos

Aquisiç~ao de

Dados

Escolha da
Representaç~ao

Matemática

Escolha do
Critério de

Ajuste

Validaç~ao do
Modelo

Conhecimento
Prévio do
Sistema

Ok: Use

No Ok:

Cálculo do Modelo

Figura 2.1: Representação esquemática do procedimento de identificação de sistemas (Adaptado
de [Lju99]).

boa de certos aspectos que nos são de particular interesse [Lju99]. Neste trabalho, por exemplo,

estamos interessados nas representações lineares em tempo discreto. A escolha de tais repre-

sentações se deve ao fato de que são considerados sistemas dinâmicos auto-reguláveis analisados

em torno de um ponto de equiĺıbrio, em uma faixa de operação aproximadamente linear. Além

disso, as representações discretas no tempo, como será posśıvel perceber no procedimento de

estimação de parâmetros, são especialmente adequadas ao processo de identificação de sistemas.

2.1.2 Representações em tempo discreto

Modelos dinâmicos discretos no tempo representam a evolução do sistema em instantes de

tempo bem definidos, k, tal que, tk+1 − tk = Ts, sendo Ts o tempo de amostragem, e são

descritos por equações a diferenças. Dentre as representações em tempo discreto mais utilizadas

para modelagem de sistemas lineares podem ser citados os modelos ARX, ARMAX, modelos de

erro na sáıda e Box-Jenkins os quais serão brevemente apresentados seguir.
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Modelo geral em tempo discreto

Um modelo geral em tempo discreto pode ser representado pela seguinte estrutura geral

[Agu07]:

A(q)y(k) =
B(q)

F (q)
u(k) +

C(q)

D(q)
v(k) (2.1)

na qual q−1 é um operador de atraso, tal que, y(k)q−1 = y(k − 1), v(k) é um rúıdo branco e

A(q), B(q), C(q), D(q) e F (q) são polinômios definidos como

A(q) = 1− a1q
−1 − . . .− any

q−ny ;

B(q) = b1q
−1 + . . .+ bnu

q−nu ;

C(q) = 1 + c1q
−1 + . . .+ cnv

q−nv ;

D(q) = 1 + d1q
−1 + . . .+ dnd

q−nd;

F (q) = 1 + f1q
−1 + . . .+ fnf

q−nf .

(2.2)

Esse modelo pode ser reescrito como

y(k) =
B(q)

F (q)A(q)
u(k) +

C(q)

D(q)A(q)
v(k) (2.3)

ou ainda como

y(k) = H(q)u(k) +G(q)v(k) (2.4)

em que as funções H(q) e G(q) são referidas normalmente como sendo funções de transferência

do processo e do rúıdo, respectivamente. Nesse caso, H(q) é o resultado de se substituir q = z

na transformada Z unilateral da resposta ao impulso do processo, h(k).

Como será visto na sequência, as representações em tempo discreto citadas a pouco são

variações dessa representação geral e suas diferenças básicas estão nas considerações feitas a

respeito do modelo do rúıdo. É importante perceber que um modelo é uma aproximação que

consegue reproduzir apenas algumas caracteŕısticas do sistema real, portanto, normalmente,

uma serie de considerações simplificadoras podem ser feitas dependendo da aplicação desejada.

O modelo ARX

O modelo auto–regressivo com entradas exógenas ou ARX (do inglês – AutoRegressive with

eXogenous inputs) é o modelo discreto mais simples. Tal modelo é obtido da equação 2.1

tomando-se C(q) = D(q) = F (q) = 1 sendo A(q) e B(q) polinômios arbitrários, resultando em

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

1

A(q)
v(k) (2.5)

Como o rúıdo v(k) aparece diretamente na equação, o modelo ARX é normalmente classi-

ficado como pertencente à classe de modelos de erro na equação. As funções de transferência

G(q) = B(q)/A(q) e do rúıdo H(q) = 1/A(q) na equação 2.5 mostram que o rúıdo adicionado
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à sáıda é um rúıdo branco filtrado por um filtro auto–regressivo com pólos idênticos aos do

processo. O polinômio A(q) é um fator comum ao processo e ao rúıdo. Essa consideração torna

a representação pouco realista. A Figura 2.2 mostra a representação esquemática do modelo

ARX em duas formas posśıveis.

1
A(q)

1
A(q)

v(k)

e(k)
y(k)u(k)

+

+

(a) Modelo ARX forma 1.

B(q)

v(k)

y(k)u(k) +

+

1
A(q)

(b) Modelo ARX forma 2.

Figura 2.2: Representação matemática do modelo ARX (Retirado de [Agu07]).

O modelo ARMAX

O modelo auto-regressivo com média móvel e entradas exógenas ou ARMAX (do inglês–

AutoRegressive Moving Averege with eXogenous inputs), como o nome indica, considera o

rúıdo como um processo média móvel. Tal modelo é obtido da equação 2.1 tomando-se D(q) =

F (q) = 1 e A(q), B(q) e C(q) como sendo polinômios arbitrários, resultando em

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

C(q)

A(q)
v(k) (2.6)

em que e(k) = C(q)/A(q) é um rúıdo colorido. Como pode ser observado na Figura 4.4, o modelo

ARMAX também é um modelo de erro na equação. Nesse caso, o rúıdo adicionado à sáıda,

e(k), é modelado como um rúıdo branco filtrado por um filtro ARMA, C(q)/A(q). Apesar de

ser mais representativo que o modelo ARX, o modelo ARMAX ainda possui um termo comum

entre o processo e o rúıdo.

B(q)
A(q)

C(q)
A(q)

v(k)

e(k)
y(k)u(k)

+

+

(a) Modelo ARMAX forma 1.

B(q)

v(k)

y(k)u(k) +

+

1
A(q)

C(q)

e(k)

(b) Modelo ARMAX forma 2.

Figura 2.3: Representação matemática do modelo ARMAX (Retirado de [Agu07]).

O modelo ARMA é um caso particular do modelo ARMAX quando u(k) = 0. Contudo, é

posśıvel interpretar o processo aleatório v(k) como uma entrada e assim, uma parte da sáıda
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y(k) pode ser vista como uma contribuição da entrada v(k) filtrada através do filtro G(q) =

C(q)/A(q). Nesses casos, estima-se G(q) usando-se tal sinal e mais uma realização de v(k)

tomada em uma distribuição de probabilidade ou utilizando os reśıduos do modelo estimado,

ξ(k) no lugar de v(k).

O modelo de erro na sáıda

Ao contrário dos modelos de erro na equação, os modelos de erro na sáıda não possuem um

fator comum nas funções de transferência do processo e do rúıdo. Um modelo desse tipo pode

ser obtido tomando-se, por exemplo, A(q) = C(q) = D(q) = 1 e B(q) e F (q) como polinômios

arbitrários resultando em

y(k) =
B(q)

F (q)
u(k) + v(k) (2.7)

no qual o rúıdo v(k) é adicionado diretamente à sáıda. E importante observar a diferença entre

essa representação e os modelos ARX. Para tanto, basta tentar representar (2.7) na forma de

(2.5), chegando-se a

F (q)w(k) = B(q)u(k)
y(k) = w(k) + v(k)

(2.8)

em que w(k) é uma variável auxiliar sem rúıdo, que não é medida, como pode ser observado na

ilustração da Figura 2.4.

B(q)
F (q)

v(k)

y(k)u(k) +

+

w(k)

Figura 2.4: Representação esquemática do modelo de erro na sáıda (Retirado de [Agu07]).

O modelo Box–Jenkins

O modelo Box–Jenkins pode ser obtido a partir do modelo geral tomando-se A(q) = 1 e os

demais polinômios arbitrariamente, resultando em

y(k) =
B(q)

F (q)
u(k) +

C(q)

D(q)
v(k) (2.9)

Como nos modelos de erro nas sáıda, nos modelos Box–Jenkins as funções de transferência

do processo, H(q) = B(q)/F (q) e do rúıdo, G(q) = C(q)/D(q) não possuem fator comum, ou

seja, são independentemente parametrizados. Tal caracteŕıstica faz com que essa representação

seja mais realista. Conforme pode ser visto na Figura 2.5, o modelo Box–Jenkins também é do

tipo erro na sáıda.
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B(q)
F (q)

v(k)

y(k)u(k)
+

+

C(q)
D(q)

e(k)

Figura 2.5: Representação esquemática do modelo Box–Jenkins (Retirado de [Agu07]).

2.1.3 O estimador de Mı́nimos Quadrados Ponderados (MQP)

Para apresentar o método dos mı́nimos quadrados, primeiramente, é necessário gerar um

conjunto de equações. Considere, portanto, uma função vetorial da forma f(x) : Rn → R que

depende de um vetor de n parâmetros θ. Nesse caso, dizemos que a função f(x) é parametrizada

por θ ∈ R
n e pode ser representada por:

y = f(x,θ) (2.10)

sendo que x = [x1 x2 · · · xn]
T é um vetor formado por n variáveis dependentes conhecidas como

regressores. Para N aplicações de (2.10) é obtido um conjunto de equações da forma:

y1 = f(x1,θ)
y2 = f(x2,θ)

...
yN = f(xN ,θ)

(2.11)

conhecidas como restrições. Nesse caso, yi é a i-ésima observação de y e xi = [xi,1 xi,2 · · · xi,n]
T

é a i-ésima observação do vetor de regressores x.

Assumindo que a função f e o vetor θ não variam de uma restrição para a outra, ou seja,

o sistema é invariante no tempo e que f é linear nos parâmetros, podendo ser escrita como

y = xT θ, o conjunto de equações (2.11) pode ser reescrito na forma matricial como:








y1
y2
...
yn







=








x1,1 x1,2 · · · x1,n
x2,1 x2,2 · · · x2,n
...

...
. . .

...
xN,1 xN,2 · · · xN,n















θ1
θ2
...
θn








(2.12)

ou

y = Xθ (2.13)

Considerando que N = n, ou seja, que o número de restrições é igual ao número de regresso-

res, então, se X ∈ R
n×n for não singular, é posśıvel determinar o vetor de parâmetros invertendo

tal matriz, ou seja,

θ = X−1y (2.14)
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e nesse caso o sistema é posśıvel e sua solução é única. No entanto, considerando N > n

restrições (2.10) tem-se um sistema de equações sobredeterminado, ou seja, X ∈ R
N×n. Como

para essa situação X não é quadrada ela não será invert́ıvel. Contudo, pre-multiplicando (2.14)

por XT em ambos os lados da igualdade tem-se:

XTy = XTXθ (2.15)

sendo que XTX é uma matriz quadrada e invert́ıvel se X tem posto completo de colunas. Sendo

assim θ pode ser obtido por:

θ = [XTX ]−1XTy (2.16)

O sistema (2.16) é posśıvel, porém, admite infinitas soluções. Deve-se, portanto, buscar

entre as soluções uma que tenha algum sentido bem definido. Para isso, assuma que o vetor

de parâmetros estimados θ̂ seja conhecido e que ξ = y − ŷ seja o erro cometido pelo modelo

(ŷ = xT θ̂) ao tentar explicar y a partir do vetor de regressores e do vetor de parâmetros θ̂. Nesse

caso tem-se:

y = xT θ̂ + ξ (2.17)

Portanto, tomando-se N > n realizações de (2.17) e escrevendo o resultado na forma matri-

cial chega-se a:

y = Xθ̂ + ξ (2.18)

sendo que ξ ∈ R
N é o vetor de erros (reśıduos) cometidos ao se tentar explicar y por Xθ̂.

Observe a partir da equação 2.18 que um sentido intuitivo para solução do sistema da equação

2.16 seria encontrar θ̂, tal que, o módulo do vetor de reśıduos fosse minimizado. Nesse caso,

uma função custo pode ser definida como:

JMQ =

N∑

i=1

ξ(i)2 = ξT ξ = ‖ξ‖2 (2.19)

que pode ser interpretada como um ı́ndice que quantifica a qualidade do ajuste Xθ̂ ao valor

dos dados y [Agu07]. Nesse ponto, assumindo que, por algum motivo, as incertezas associadas

às medições em y sejam variáveis (por exemplo por haver ńıveis diferentes de rúıdo para cada

faixa de observação), seria interessante atribuir pesos diferentes para cada observação, ou seja,

para maior incerteza um menor peso deveria ser atribúıdo. Sendo assim, a função custo (2.19)

pode ser reescrita como:

JMQP =

N∑

i=1

ξ(i)wiξ(i) = ξTWξ (2.20)

em que W ∈ R
N×N é uma matriz diagonal, definida positiva, cujos elementos ponderam a

importância de cada observação na determinação de θ̂. A função custo (2.20) pode então ser

reescrita como:

JMQP = ξTWξ

= (y−Xθ̂)TW (y−Xθ̂)

= yTWy − yTWXθ̂ − θ̂TXTWy + θ̂TXTWXθ̂ (2.21)



14 Caṕıtulo 2. Fundamentos

Para minimizar JMQP em relação a θ̂ é necessário resolver ∂JMQP/∂θ̂ = 0. Sendo assim,

tem-se:

∂JMQP

∂θ̂
= −(yTWXT )−XTWy + (XTWX +XTWX)θ̂

= −2XTWy + 2XTWXθ̂ = 0 (2.22)

portanto,

θ̂MQP = [XTWX ]−1XTWy (2.23)

Contudo, para que θ̂ seja um mı́nimo, é necessário também que ∂J2
MQP/∂

2θ̂ > 0, ou seja,

∂J2
MQP

∂2θ̂
= 2XTWXθ̂ > 0 (2.24)

Como definido anteriormente, W é uma matriz diagonal definida positiva. Nesse caso, por

definição, 2XTWX , também o será e a inequação (2.24) é verdadeira. Portanto, tem-se:

θ̂MQP = argminθ JMQP = [XTWX ]−1XTWy (2.25)

ou seja, θ̂MQP é o argumento da função JMQP pertencente ao domı́nio θ que minimiza JMQP =

ξTWξ. Observe que se os pesos que compõem a matrizW forem iguais, a equação 2.25 torna-se:

θ̂MQ = argminθ JMQ = [XTX ]−1XTy (2.26)

e o resultado é o conhecido como estimador de mı́nimos quadrados clássico (MQ).

2.1.4 Polarização do estimador MQP

Para os resultados desenvolvidos até aqui, foi considerado um modelo geral da forma y =

f(x,θ) em que considerações quanto à invariância no tempo da função f e θ e a linearidade

de f nos parâmetros, possibilitaram a geração de um conjunto de equações parametrizadas e

a escolha de um critério de ajuste dos parâmetros. No entanto, para a obtenção de modelos

dinâmicos, tais como aqueles apresentados na subseção 2.1.2, uma representação mais espećıfica

deve ser determinada. Na literatura, é comum que um modelo dinâmico seja representado por:

y(k) = ψT (k − 1)θ + e(k) (2.27)

sendo que, ψT (k − 1) é um vetor de tamanho dim[θ̂] = nθ variáveis regressoras ψ(k − 1) =

[ψ1 ψ2 · · · ψnθ
]T tomadas até o instante k − 1. Como exemplo, para um modelo ARX (ver

subseção 2.1.2) ψT (k − 1) é definido como: ψ(k − 1) = [y(k − 1) · · · y(k − ny) u(k −

1) · · · u(k − nu)]
T . Sendo assim, tal como para o modelo geral, tomando-se o modelo (2.27)

sobre uma massa de dados, são gerados um conjunto de restrições que podem ser representadas

matricialmente por:

y = Ψθ + e (2.28)

sendo que Ψ é conhecida como matriz de regressores e e é conhecido como erro de regressão ou

rúıdo de processo.
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O rúıdo de processo (rúıdo dinâmico ou multiplicativo) representa o que é incerto no modelo,

podendo ser resultante de erros de medição, não linearidades e dinâmicas não modeladas que,

inevitavelmente, ocorrem em problemas reais. São esses erros que provocam no estimador um

efeito conhecido como polarização, tendência ou viés, que prejudica a estimação correta de θ̂,

como será brevemente apresentado na sequência tendo como exemplo o estimador de mı́nimos

quadrados ponderados (MQP).

Assuma, portanto, que θ seja um vetor de parâmetros e θ̂W seja o seu valor estimado pelo

estimador MQP. Nesse caso, θ̂W é uma variável aleatória e θ, ainda que o seu valor não seja re-

almente conhecido, é uma variável determińıstica. A polarização é então medida, pela diferença

entre o vetor de parâmetros estimados e o vetor de parâmetros real (hipotéticamente conhecido)

e a condição para que o estimador seja não polarizado é que essa diferença seja nula. Sendo

assim, a polarização é dada por:

b = E[θ̂W ]− θ (2.29)

em que vetor de parâmetros estimado, por ser uma variável aleatória, é melhor caracterizado

por sua esperança matemática.

Como visto anteriormente, o estimador MQP é um estimador do tipo θ̂ = ΦWy em que

ΦW = [ΨTWΨ]−1ΨTW . Considerando essa informação, o modelo descrito pela equação (2.28)

e a definição de polarização dada pela equação (2.29), tem-se:

b =E[θ̂W ]− θ

=E[ΦWy]− θ

=E[ΦW (Ψθ + e)]− θ

=E[(ΦWΨ− I)θ] + E[ΦWe]

=E[(ΦWΨ− I)]θ + E[ΦWe] (2.30)

Dessa equação, é fácil verificar que, para que o estimador seja não polarizado (b = 0) as seguintes

considerações devem ser atendidas (Adaptado de [Agu07]):

Consideração 2.1. A matriz ΦW deve ser tal que ΦWΨ = I.

Consideração 2.2. ΦW e e devem ser estatisticamente independentes, portanto, E[ΦW e] =

E[ΦW ]E[e].

Consideração 2.3. O erro deve ter média nula, ou seja, E[e] = 0.

Note que a primeira consideração diz respeito ao estimador em si e é prontamente atendida

pelos estimadores MQ e MQP. As outras duas restrições se referem à estrutura do modelo e aos

dados. Como pode ser observado, a terceira consideração não é tão restritiva pois se a média

de e for diferente de zero, um termo constante pode ser inclúıdo à matriz de regressores e o

valor da média pode ser estimado juntamente com os demais parâmetros. Portanto, a segunda

consideração é a mais relevante e merece mais atenção pois está diretamente relacionada às

etapas de escolha da representação matemática e de determinação da estrutura do modelo.

Para ficar mais claro, a seguir são apresentados dois exemplos onde ocorre polarização.

Exemplo 2.1. Polarização devido à tendência (Retirado de [Agu07]).
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Na prática, o aparecimento de tendências nos sinais medidos é bem comum e se deve, por

exemplo, a efeitos tais como o entupimento de válvulas ou dinâmicas lentas de aquecimento.

Considere como exemplo um modelo da forma y(k) = ψT θ + e(k) em que e(k) é dado por

e(k) = αk+ β + v(k), tal que, v(k) é uma variável aleatória não autocorrelacionada e α e β são

constantes, logo, e(k) não tem média nula e o valor da sáıda no instante k é dado por:

y(k) = ψT (k − 1)θ + αk + β + v(k) (2.31)

Reescrevendo e(k) no instante k − 1 tem-se:

e(k − 1) =α[k − 1] + β + v(k − 1) (2.32)

=αk + β + v(k) + v(k − 1)− α− v(k)

=e(k) + v(k − 1)− α− v(k) (2.33)

Supondo que o modelo (2.34) seja auto-regressivo, sendo que um dos regressores é y(k− 1),

o modelo (2.31) pode ser reescrito como:

y(k − 1) =ψT (k − 2)θ + e(k − 1)

=ψT (k − 2)θ + e(k) + v(k − 1)− α− v(k) (2.34)

tal resultado mostra que y(k − 1) está correlacionado com e(k) e, portanto, E[ΨTe] 6= 0 e a

Consideração 2.2 não é satisfeita.

Exemplo 2.2. Polarização devido a um rúıdo MA (Retirado de [Agu07]).

Erros modelados como processo média móvel (MA) e regressores de sáıda também resultam

em polarização do estimador. Nesse caso, a caracteŕıstica que induz a polarização é o fato do

erro que aparece na equação de regressão ser autocorrelacionado e, do modelo incluir regressores

da sáıda. Considere, portanto, o modelo ARX a seguir:

y(k) = ay(k − 1) + bu(k − 1) + e(k) (2.35)

em que e(k) é um processo média móvel modelado como:

e(k) = cv(k − 1) + v(k) (2.36)

e v(k) é um rúıdo branco não autocorrelacionado. Reescrevendo y(k) para k − 1 tem-se:

y(k) = ay(k − 2) + bu(k − 2) + cv(k − 2) + v(k − 1) (2.37)

Substituindo (2.37) em (2.36) chega-se a:

y(k) = a[ay(k − 2) + bu(k − 2) + cv(k − 2) + v(k − 1)] + bu(k − 1) + cv(k − 1) + v(k) (2.38)

que evidencia, pelos termos sublinhados, que os regressores (entre colchetes) estão correlaciona-

dos com e(k) através de v(k − 1). Portanto, mais uma vez E[ΨTe] 6= 0 e a Consideração 2.2,

mais uma vez não pode ser satisfeita.
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2.1.5 O estimador Estendido de Mı́nimos Quadrados (EMQ)

Como visto anteriormente, para que um estimador do tipo θ̂ = Φy seja não polarizado, as

Cosiderações 2.1–2.3 devem ser satisfeitas e os exemplos 2.1 e 2.2 mostraram como a polarização

pode ocorrer. Note portanto que, mesmo quando a Consideração 2.1 é atendida, é posśıvel que

a Consideração 2.2 (e provavelmente 2.3) não o seja caso e seja colorido. Consequentemente,

uma forma de evitar (ou diminuir) o efeito de polarização, é transformar a equação matricial

y = Ψθ + e em:

y = Ψ∗θ∗ + e∗ (2.39)

de maneira que e∗ seja branco e, portanto, E[Φ∗] = 0 e Φ∗Ψ∗ = I.

O estimador EMQ é uma dessas transformações e consiste basicamente em incluir na matriz

de regressores os termos do rúıdo de processo (geralmente considerado com um processo MA). Na

estimação de parâmetros utilizando o estimador EMQ, a matriz de regressores, Ψ, é aumentada

de forma a incluir os regressores do processo MA. Dessa forma, os parâmetros do modelo do

rúıdo são estimados junto com os parâmetros do modelo do processo, evitando a polarização.

Assim, reescrevendo (2.6) (subseção 2.1.2) na forma de equações a diferenças tem-se:

y(k) = −

ny∑

iy=1

aiyy(k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biuu(k − iu) +

nν∑

iν=1

ciνν(k − iν) + ν(k) (2.40)

em que ny, nu, nν e nk são, respectivamente, o número de termos dos polinômios em 2.2: A(q),

B(q) e C(q); e o número de atrasos entre a entrada e a sáıda e ν(k) é um rúıdo branco. Portanto,

para N realizações de y(k), k = 0, · · · ,N , pode-se escrever:

y =
[
Ψθ Ψν

]

︸ ︷︷ ︸

Ψ∗

[
θ
c

]

︸ ︷︷ ︸

θ∗

+ ν
︸︷︷︸

e∗

(2.41)

em que os termos do modelo do processo são agrupados na matriz de regressores Ψθ ∈ R
N×nθ e

os termos do modelo do rúıdo são agrupados na matriz Ψν ∈ R
N×nν . Logo, Ψ∗ ∈ R

N×(nθ+nν) e

θ∗ ∈ R
nθ+nν , o que permite a estimação dos parâmetros do modelo via EMQ:

θ̂EMQ =
[
Ψ∗TΨ∗

]−1
Ψ∗Ty. (2.42)

Em termos práticos, como não se conhece o erro de modelo , e∗, a priori, w(k) é estimado

por MQ e os reśıduos (ξ = y − ŷ) são calculados, então, C(q)ν(k) é aproximado por C(q)ξ(k).

Em seguida, através do algoritmo EMQ, e(k) é refinado, de forma iterativa, até que ocorra

convergência. Note que, para calcular ν(k) é necessário conhecer o modelo C(q), que por sua

vez é desconhecido. Portanto, a solução completa requer as etapas descritas no Algoritmo 1.

Para verificar a convergência, pode-se monitorar a variância dos reśıduos, σ2
ξi
, ou o vetor

de parâmetros θ̂EMQi
. Note que o primeiro passo do algoritmo pressupõe que a estrutura do

modelo de processo tenha sido escolhida a priori e o mesmo vale para a estrutura do modelo do

rúıdo, necessária ao passo 4 para montar a matriz estendida. Note também que as informações

do processo de identificação disponibilizam os dados necessários para construção da matriz de

covariância Q do filtro de Kalman e que a covariância do rúıdo de medição, R, pode ser calculada
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Algoritmo 1: Estimador EMQ (Retirado de [Agu07])

1: A partir da equação de regressão y(k) = ψT (k − 1)θ + e(k) e dos dados dispońıveis, monte

a equação matricial y = Ψθ + e e determine θ̂MQ =
[
ΨTΨ

]−1
ΨTy.

2: Calcule o vetor de reśıduos ξ1 = y −Ψθ̂MQ.
3: Faça i = 2 (i indica o número de iterações).

4: Com ξi−1, monte a matriz estendida de regressores, Ψ∗

i , e estime θ̂EMQi
=

[
Ψ∗

i
TΨ∗

i

]−1
Ψ∗

i
Ty.

5: Determine o vetor de reśıduo ξi = y −Ψ∗

i θ̂
∗

EMQi
.

6: Faça i = i+ 1 e volte ao passo 4. Repita até convergir.

utilizando os sinais coletados para identificação. Essa última observação fará mais sentido após

a leitura da próxima seção.

2.2 Observadores

Em śıntese, um observador consiste em um modelo com adaptação em tempo real, baseada

em medições dispońıveis, que tem como objetivo reconstruir informações. Tempo-real, nesse

caso, significa que os cálculos realizados pelo observador são feitos a cada instante de amostragem

à medida em que os dados são disponibilizados, ou seja, o processamento ocorre suficientemente

rápido de maneira que o resultado esteja dispońıvel para influenciar o processo sendo monitorado

ou controlado. Sendo assim, um observador pode ser caracterizado como um reconstrutor de

informações, em malha fechada, baseado em modelos e medições.

Usualmente, o modelo é uma representação em espaço de estados e, portanto, assume-se que

todas as partes das informações a serem reconstrúıdas são suportadas por variáveis de estado.

Dessa forma, em relação ao modelo, a ideia básica por trás do projeto de observadores é tentar

descrever o sistema sob consideração de acordo com as estruturas espećıficas com as quais os

observadores estão dispońıveis. Essa ideia reforça a afirmativa de que a identificação deve ser

orientada ao objetivo, nesse caso, o projeto de observadores é que determina a forma do modelo

adequado orientando o projeto de identificação. Portanto, nas subseções a seguir, são apresen-

tadas algumas dessas estruturas espećıficas e como funcionam os algoritmos de observação de

estados que são de interesse ao presente trabalho.

2.2.1 Modelos sob consideração

Como mencionado anteriormente, para o projeto de observadores considera-se algumas for-

mas espećıficas nas quais os modelos do sistema devem ser representados. Em uma forma geral,

a dinâmica de tais modelos podem depender explicitamente do tempo, por meio de uma fun-

ção do tipo f(x(k),u(k),k), e a sáıda desses modelos podem depender diretamente do sinal de

entrada, u(k), e do tempo, k, por meio de uma função do tipo h(x(k),u(k),k). Esse sistema,

usualmente referido como variante no tempo, pode ser escrito na representação em espaço de

estados como:

x(k + 1) = f(x(k),u(k),k)
y(k) = h(x(k),u(k),k)

(2.43)
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em que x(k) ∈ R
n×n é o vetor de estados, u(k) ∈ R

m denota o vetor de entras externas

conhecidas e y(k) ∈ R
p denota o vetor de sáıdas medidas. A forma geral apresentada acima,

permite que formas espećıficas, a depender da abordagem utilizada em relação ao problema a

ser tratado, sejam obtidas, dentre elas, podem ser citados os casos a seguir:

• Sistemas afins nos estados com injeção da sáıda:

f(x(k),u(k),k) = A(y(k),u(k))x(k) + B(y(k),u(k))
h(x(k),u(k),k) = Cx(k) ou C(u(k))x(k)

(2.44)

• Sistemas afins nos estados:

f(x(k),u(k),k) = A(u(k))x(k) + B(u(k))
h(x(k),u(k),k) = Cx(k) ou C(u(k))x(k) +D(u(k))

(2.45)

• Sistemas lineares variantes no tempo (LTV):

f(x(k),u(k),k) = A(k)x(k) + B(k)u(k)
h(x(k),u(k),k) = C(k)x(k) +D(k)u(k)

(2.46)

• Sistemas lineares invariantes no tempo (LTI):

f(x(k),u(k),k) = Ax(k) + Bu(k)
h(x(k),u(k),k) = Cx(k) +Du(k)

(2.47)

2.2.2 Definição do problema de observadores

Seja um modelo no formato da equação 2.43. Com o propósito de atuar sobre o sistema ou

monitorá-lo, em geral, é necessário conhecer x(k), quando, na prática, apenas se tem acesso a

u(k) e y(k). Dessa maneira, o problema de observação pode ser formulado da seguinte forma

[Bes07]:

Problema 2.1. Dado um sistema descrito pela representação (2.43), encontre uma estimativa,

x̂(k), para x(k) a partir do conhecimento de u(τ) e y(τ) para 0 ≤ τ ≤ k∆T , em que ∆T é o

peŕıodo de amostragem. Logicamente, esse problema faz sentido se h(·) não pode ser invertido

em relação a x(k) em qualquer instante de tempo.

Uma solução posśıvel ao problema exposto consiste em estimar o estado x(k) através de um

algoritmo recursivo. Observe que se x(0) é conhecido, uma estimativa de x(k) pode ser obtida

simplesmente pela integração de (2.43) a partir de x(0). No entanto, se x(0) é desconhecido, o

que se propõe é fazer o caminho inverso e recuperar o estado inicial do sistema, x(0), através de

um processo de integração de x̂(k) corrigido em tempo real a partir de uma condição inicial x̂(0)

errônea, de acordo com o erro mensurável h(x̂(k) − y(k)). Em outras palavras, isso significa,

olhar para a estimativa x̂(k) de x(k) como a solução de um sistema do forma:

x̂(k) = f(x̂(k),u(k),k) +K(k)(h(x̂(k),u(k),k)− y(k)), com K(0) = 0 (2.48)

ou seja, um sistema auxiliar conhecido como observador, projetado para gerar uma estimativa,

x̂(k), do vetor de estados x(k) no sentido de fazer com que x̂(k) → x(k) quando k → ∞. A

equação 2.48 é a forma mais comum de um observador para um sistema descrito por (2.43).
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2.2.3 Sistemas afins nos estados com injeção da sáıda e observabili-
dade

Definidas as estruturas de modelos adequadas e estabelecido o problema de observação,

algumas restrições importantes devem ser apontadas para que a solução do problema 2.1 seja

posśıvel. Tais restrições estão fundamentadas nas condições de observabilidade. Em resumo,

elas devem expressar que, de fato, existe a possibilidade de que o propósito do observador seja

alcançado, ou seja, que seja posśıvel recuperar x(k) a partir do conhecimento de y(k) e u(k)

ao longo do tempo k. Nesse sentido, considera-se observadores que possam ser sintonizados,

pois, dessa forma, as condições de observabilidade se tornam necessárias. De acordo com as

estruturas apresentadas na subseção 2.2.1, a representação matemática mais geral considerada,

na qual o sistema pode ser descrito, é dada por:

x(k + 1) = A(u(k),y(k))x(k) + B(u(k),y(k))
y(k) = C(uk)x(k)

(2.49)

sistemas que possuem esse formato, são conhecidos como sistemas afins nos estados com injeção

da sáıda, em que, u(k) é uma função de entrada, y(k) é uma função de sáıda, x(0) é uma

condição inicial qualquer. O projeto de um observador para esse sistema, requer que a entrada,

u(k), seja regularmente persistente, ou, equivalentemente, que induza uma representação LTV

do sistema, que seja completamente e uniformemente observável. Mas precisamente, considera-

se que uma sequência de entrada, u(k), aplicada em (2.49), induza uma representação LTV da

forma:
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = C(k)x(k)
(2.50)

na qual, A(k), B(k) e C(k) são funções limitadas de k (isso ocorre, por exemplo, sempre que u(k)

e y(k) são cont́ınuas em relação a seus argumentos). Nesse caso, a observabilidade do sistema

pode ser estudada através do Gramiano de observabilidade.

Para sistemas da forma (2.50), a matriz de transição de estados da parte homogênea da

equação, ou seja, x(k + 1) = A(k)x(k) de estados é definida como:

Φ(k,k0) = A(k − 1)A(k − 2) · · ·A(k0) (2.51)

que, por definição é inverśıvel se e somente se todas as matrizes da sequência de produtos,

{A(k)}, são inverśıveis. Assumindo, portanto, que tal condição é sempre atendida, e que

Φ(k,k0)
−1 = Φ(k0,k), o Gramiano de observabilidade de (2.50) é então definido por:

Γ(k,σ) =

k+σ∑

l=k

Φ(l,k)TC(l)TC(l)Φ(l,k) (2.52)

para qualquer número natural σ correspondente ao tamanho da janela do Gramiano. A estrutura

quadrática do Gramiano de observabilidade implica que ele é simétrico e semi-definido positivo.

Sendo assim, seus autovalores são positivos ou iguais a zero e a observabilidade será caracterizada

pelos autovalores de Γ(k,σ), que devem ser suficientemente maiores que zero, definindo assim,

algum grau de observabilidade. As entradas regularmente persitentementes são definidas para

a observabilidade de (2.49) como [Bes07]:
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Definição 2.1. Se existe um determinado número natural σ, tal que, em qualquer instante de

amostragem, k, e para qualquer condição inicial, x(0),

0 ≤ α1In ≤ Γ(k,σ) ≤ α2In (2.53)

sendo, Γ(k,σ) o Gramiano de observabilidade da representação LTV (2.50) e, α1 e α2, números

reais positivos, então, a sequência de entradas, u(k), para k ≥ 0, é regularmente persistente

para o sistema (2.49).

Uma interpretação f́ısica do Gramiano de observabilidade é que ele é uma medida da energia

do sinal de sáıda obtida quando o sistema evoluciona livremente a partir de algum estado, x(k),

do tempo k para algum tempo k + σ [RSBG16]. Tal energia é dada por:

L(y) =

k+σ∑

l=k

‖y(l)‖2 =

k+σ∑

l=k

y(l)Ty(l) (2.54)

e a evolução da sáıda no tempo pode ser calculada através da matriz de transição definida em

(2.51), chegando-se a:
y(k|σ) = C(k|σ)Φ(k + σ,k)x(k)

L(y) = x(k)TΓ(k,σ)x(k)
(2.55)

em que Γ(k,σ), definido em (2.52), é a solução positiva, no tempo k, da seguinte equação a

diferença de Lyapunov [Geo95]:

W (k) = A(k)TW (k + 1)A(k) + C(k)TC(k)
W (k + σ + 1) = 0

(2.56)

Em temos práticos, enquanto a observabilidade nos termos da definição 2.1 pareça dif́ıcil de

verificar, os autovalores da matriz W (k) podem ser utilizados como indicadores da observabili-

dade do sistema no sentido de que o seu menor valor real pode ser monitorado em tempo real

devendo ser suficientemente maior que zero dentro da janela de tempo (k + σ) considerada.

2.2.4 Observador de Kalman

O observador de Kalman é um estimador estocástico ótimo discreto no tempo desenvolvido

por [Kal60] cuja teoria e aplicação tem sido tratadas em diversos artigos e livros sendo que

diferente formas de derivação podem ser encontradas em diferentes livros de estimação ótima,

por exemplo, [Sim06, GA15]. Assumindo que o sistema (2.49) é corrompido por um rúıdo de

processo, w(k) ∈ R
n e por um rúıdo de medição, v(k) ∈ R

p ambos rúıdos brancos com média

nula e não-correlacionados, com matrizes de covariância Qn×n e Rn×p, conhecidas, a equação

2.49 pode ser reescrita como:

x(k + 1) = A(u(k),y(k))x(k) + B(u(k),y(k)) +w(k)
y(k) = C(u(k))x(k) + v(k)

(2.57)

Se uma sequência de entrada, u(k), é regularmente persistente, ou, equivalentemente, se ela

induz uma representação LTV do sistema que seja completamente e uniformemente observável.
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Mas precisamente, considere que uma sequência de entrada, u(k), aplicada em (2.49), induza

uma representação LTV da forma:

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) +w(k)
y(k) = C(k)x(k) + v(k)

(2.58)

na qual, A(k), B(k) e C(k) são funções limitadas de k (isso ocorre, por exemplo, sempre que u(k)

e y(k) são cont́ınuas em relação a seus argumentos). Nesse caso, a observabilidade do sistema

pode ser estudada através do Gramiano de observabilidade descrito anteriormente. Portanto,

se o sistema (2.49) é excitado por uma entrada regularmente persistente, o observador ótimo de

Kalman para ele é dado por:

Teorema 2.1. Observador de Kalman [Kal60]: Para qualquer sequência de entrada regu-

larmente persistente e limitada que resulte em A(k), B(k) e C(k), o seguinte sistema:

K(k) = P (k)C(k)T (C(k)P (k)C(k)T +R)−1

x̂(k + 1) = A(k)(x̂(k)−K(k)(C(k)x̂(k)− y(k))) + B(k)
P (k + 1) = A(k)(P (k)−K(k)C(k)P (k))A(k)T +Q

(2.59)

provê um observador ótimo para o sistema (2.49).

Na equação 2.59 A(k) = A(u(k),y(k)), B(k) = B(u(k),y(k)) e C(k) = C(u(k)). O observador

de Kalman é, portanto, a solução ótima do problema de otimização que objetiva minimizar o

traço da matriz de covariância do erro de estimação — min
K(k)

Tr(P (k+ 1)). (Veja [Sim06, GA15]

para mais detalhes).

Observação 2.1. Para o observador de Kalman clássico, a matriz Q pode ser semi-definida

positiva apenas, porém, a controlabilidade do par (A(k),Q1/2) deve ser garantida para todo k.

Além disso, o Gramiano de observabilidade e a controlabilidade do par (A(k),R1/2), fornecem,

respectivamente, os limites superior e inferior da matriz P (k) em (2.59), o que faz com que o

observador de Kalman para o sistema com rúıdo (2.57) seja um observador assintótico global

para o sistema determińıstico (2.49) (mais detalhes são encontrados em [Jaz70]).

No caso dos sistemas lineares invariantes no tempo (LTI), a equação 2.57 pode ser reescrita

como:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) +w(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + v(k)
(2.60)

Nesse caso, a observabilidade do sistema é caracterizada pela observabilidade do par (A,C)

definida pela de posto completo da matriz de observabilidade, O ∈ R
nm×n, definida como:

O =








C
CA
...

CAn−1








(2.61)

e a equação do observador é dada por:

K(k) = P (k)CT (CP (k)CT +R)−1

x̂(k + 1) = A(x̂(k)−K(k)(Cx̂(k)− y(k))) + Bu(k)
P (k + 1) = A(P (k)−K(k)CP (k))AT +Q

(2.62)
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2.2.5 Observador exponencial com fator de esquecimento

O observador exponencial com fator de esquecimento pertence a classe dos observadores

do tipo Kalman. Isso se deve à sua estrutura e ao fato de que, apesar de ser introduzido

para observação de sistemas afins nos estados, em última análise, depende da propriedade de

observabilidade completa uniforme. Uma vez que as condições de observabilidade descritas na

subseção anterior são atendidas, um observador exponencial com fator de esquecimento pode

ser projetado para (2.49) como segue:

Teorema 2.2. Observador exponencial com fator de esquecimento [TB09]: Dado os

sistema (2.49), e assumindo que uma sequência de entrada, u(k), é regularmente persistente e

torna A(u(k),y(k)) inverśıvel, então, um observador globalmente exponencialmente convergente

é dado por:
K(k) = P (k)C(k)T (C(k)P (k)C(k)T +R)−1

x̂(k + 1) = A(k)(x̂(k)−K(k)(C(k)x̂(k)− y(k))) + B(k)
P (k + 1) = δ−1A(k)(P (k)−K(k)C(k)P (k))A(k)T

(2.63)

com P0 = P T
0 > 0, R = RT > 0 e 0 < δ < 1.

Na equação 2.63 A(k) = A(u(k),y(k)), B(k) = B(u(k),y(k)) e C(k) = C(u(k)), δ determina a

taxa de convergência do observador e quanto menor for o seu valor mais rápida é a convergência.

Note que, diferente do observador de Kalman clássico, os termos de rúıdo de processo (sinteti-

zados em Q) não aparecem na equação do observador exponencial com fator de esquecimento;

o fator de esquecimento o torna desnecessário para estabilidade, como sugere o lema a seguir:

Lema 2.1. [TB09]: Sob a condição de observabilidade completa e uniforme do sistema (2.50),

o sistema (2.61) e tal que:

0 < β1In ≤ P (k) ≤ β2In (2.64)

em que o limite superior é obtido a partir do Gramiano de observabilidade e o limite inferior é

garantido através da escolha adequada do valor da sintonia de δ em relação ao limite inferior

da matriz de transição de estados associada a parte homogênea do sistema (2.50).

O lema sugere que os autovalores de P (k) também podem ser usados como indicadores da

observabilidade do sistema, no sentido de que, um aumento ilimitado em P (k) indica que o

Gramiano de observabilidade está próximo de ser singular. Sendo assim, uma alternativa para

monitoramento da observabilidade do sistema é acompanhar a evolução do ganho do observador

em tempo-real, dessa forma, qualquer aumento injustificável pode ser interpretado como um

alerta do observador para compensar para a diminuição da informação útil no sinal medido.

2.3 Conclusões

Neste caṕıtulo foi realizada uma breve revisão sobre as principais ferramentas utilizadas para

o desenvolvimento da estratégia proposta para o monitoramento de SPD. A revisão foi feita de

forma concisa, com o objetivo de fornecer o conteúdo necessário para o entendimento da me-

todologia a ser apresentada no caṕıtulo 3 e do estudo de caso a ser apresentado no caṕıtulo 4.
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O caṕıtulo foi dividido em duas partes. A primeira parte se refere aos conceitos básicos sobre

identificação de sistemas dinâmicos lineares a parâmetros concentrados e a segunda parte sobre

os observadores que serão, de fato, implementados. Apesar de parecerem distantes, os dois

tópicos se convergem a partir do momento em que é entendido que o projeto de identificação é

fortemente dependente do objetivo para o qual um modelo será inferido. Foi visto que, para o

projeto de observadores, são consideradas algumas estruturas espećıficas nas quais o modelo do

sistema deve ser representado. De uma forma geral, tais modelos são representações no espaço

de estados e, além disso, é desejável que as descrições sejam de baixa ordem devido, principal-

mente, à quantidade limitada de sensores dispońıveis durante a operação normal de um processo

distribúıdo. Sendo assim, as ferramentas apresentadas na primeira parte do caṕıtulo, princi-

palmente, as que se referem ao processo de determinação de estrutura e validação, devem ser

utilizadas de forma a atender a tais restrições. Portanto, uma vez que o projeto de identificação

é orientado ao projeto de observadores, a validação do desempenho dos observadores deve ser

incorporada à etapa final do loop de identificação de sistemas. Em outras palavras, o modelo

final será suficientemente bom para a aplicação de observação de estados, quando o desempenho

do observador for considerado suficientemente bom. Esse fato, como será visto no caṕıtulo 4,

direciona a interpretação dos ı́ndices de desempenho utilizados para escolha do modelo final.



Capı́tulo 3
Metodologia para aproximação de SPD

Sistemas a parâmetros distribúıdos (SPD) atraem a atenção por diversos motivos, tais como,

relevância econômica e social. Exemplos de SPD são trocadores de calor [GPK11, MPP11],

fornos industriais [TJT12], linhas de transmissão de energia elétrica [PBL98], controle de vibra-

ção em sistemas flex́ıveis [LW16, DQG+14], controle de fluxo em canais de irrigação [BPB10,

BPB14b, BPB14a], dentre outros. Visando o bom funcionamento desses sistemas é de inte-

resse o controle ou a observação de estados. Nesses casos, os SPD podem ser aproximados por

representações locais de dimensão finita, normalmente obtidas através da discretização espaço-

temporal de modelos descritos por equações diferenciais parciais (EDP), que podem demandar

diferentes métodos de modelagem e ńıveis de complexidade estrutural dos modelos, dependendo

da aplicação pretendida [PA09b, CPCL15].

Em alguns casos práticos, posições espećıficas do SPD podem ser representadas por modelos

a parâmetros concentrados [TJT12], porém, essa abordagem leva a perdas no conhecimento da

dinâmica do SPD em outras posições do espaço [KS08]. Outra abordagem prática conhecida,

consiste na discretização espacial do SPD por meio de um conjunto de sensores, ou pares de sen-

sores e atuadores, que dividem virtualmente o sistema original criando uma rede de subsistemas

a parâmetros concentrados interconectados.

As interconexões vinculam cada subsistema com sua vizinhança mais próxima, permitindo

a caracterização de variáveis internas do SPD por meio das relações de causa e efeito entre os

modelos de dimensão finita [LW16]. Essa abordagem permite a construção de um modelo único,

multidimensional, em espaço de estados aumentado, como, por exemplo, na forma de Roesser

[Roe75, CCdSL13]. Porém, a vinculação das variáveis de estado apenas aos pontos espećıficos do

processo que foram utilizados na modelagem ainda persiste. Além disso, quanto maior o número

de divisões espaciais usadas para modelar o SPD, maior é a ordem do modelo resultante, o que

pode dificultar ou mesmo inviabilizar seu uso para fins de controle ou monitoração utilizando

observadores.

Uma alternativa encontrada na literatura é baseada em modelos lineares a parâmetros vari-

antes no espaço (Spatial LPV, do inglês Spatial Linear Parameter Varying). Nesse caso, con-

siderando a mesma estrutura para todos modelos que representam cada subsistema, é posśıvel

estabelecer uma relação entre o seus parâmetros e uma variável espacial, usualmente deno-

tada por variável scheduling, resultando em um modelo geral de entrada-sáıda cujos parâme-

25
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tros dependem de uma função espaço-dependente, usualmente denotada por função scheduling

[LHW13, LGPW14, LMTM16].

Uma variação da estratégia anterior, tipicamente encontrada em aplicações de controle de

SPD via ação na borda, consiste em relacionar a entrada (variável manipulada) com sáıdas

intermediárias distintas, por meio de modelos com a mesma estrutura que abrangem porções

diferentes do SPD [GDG05, BPB10, BPB14b, BPB14a]. Ambas as abordagens, resultam em um

modelo LPV que pode ser suficientemente preciso, dispensando o uso de sensores intermediários,

após identificação, para monitoramento de uma variável interna de interesse. Entretanto, como

se trata de uma única representação de entrada-sáıda os modelos nessa forma não são adequados

à observação de estados. Outra limitação é a ausência de correções nas predições realizadas.

Neste trabalho é proposta uma abordagem motivada pelos conceitos de modelagem espacial

LPV e de modelos interconectados. Tal estratégia tem como meta a obtenção de ummodelo geral

no espaço de estados adequado ao projeto de observadores. Nesse caso, um SPD com atuação

em uma de suas bordas é descrito por dois subsistemas LPV complementares interconectados.

A estrutura final do modelo obtido permite predizer o comportamento dinâmico da variável de

interesse em qualquer ponto ao longo do sistema devido à caracteŕıstica espaço-dependente dos

dois modelos empregados.

O fato dos modelos serem interconectados permite que a variável de interesse seja conhecida

através do sistema original por meio das relações de causa e efeito entre os dois modelos. Com

isso, a estratégia permite que as variáveis de sáıda de cada modelo possam ser interpretadas

como variáveis de estado, o que leva a uma representação LPV no espaço de estados adequada

ao propósito de identificação.

Nesta proposta, o projeto de identificação orientado à observação de estados, é conveniente

por usufruir das estimativas das incertezas associadas ao modelo — fornecidas pelas técnicas

de identificação — que podem ser utilizados no projeto de observadores, e pela introdução da

correção das variáveis de estado preditas pelo modelo identificado por parte do observador. Nas

seções a seguir são apresentados as técnicas de identificação de SPD citadas acima e a estratégia

de identificação proposta neste trabalho.

3.1 Aproximação de SPD por subsistemas interconecta-

dos

A fim de ilustrar a metodologia de identificação proposta, o problema fundamental abordado

neste trabalho é retomado. Considere, portanto, um SPD cont́ınuo no tempo, t ∈ R
+, e no

espaço, s ∈ R, tal que, 0 ≤ s ≤ L, em que L é a distância máxima entre as bordas anterior

e posterior do sistema. Suponha que u(s,t)|s=0 ∈ R seja uma variável de entrada que atua na

borda anterior de forma que a variável de sáıda, y(s,t), seja alterada. Tal sistema é ilustrado

esquematicamente na Figura 3.1. Observe que, por se tratar de um SPD, podem ser definidos

infinitos pontos de medição de y(s,t) entre s = 0 e s = L. No entanto, durante o funcionamento

regular do sistema, assuma que esteja dispońıvel apenas uma posição de medição na borda

posterior, ou seja, em y(s,t)|s=L. Sendo assim, supondo o conhecimento da entrada u(0,t) e da

sáıda y(L,t) para t ≥ 0, o problema proposto neste trabalho consiste em estimar o valor de
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y(sℓ,t), em que sℓ indica uma posição do espaço escolhida arbitrariamente dentro do domı́nio

0 < sℓ < L.

y(s; t)

s

u(0; t)

0 L

s

Figura 3.1: Representação de um SPD com atuação na borda.

Supondo uma região de operação linear em torno de um ponto de equiĺıbrio e tomando

y(s,k) em p locais espećıficos, sj, j = 1, 2, · · · , p, através de um conjunto de sensores igual-

mente distribúıdos ao longo do processo, de forma que, sj+1− sj = ∆s, com ∆s pequeno porém

suficientemente grande para garantir y(sj,k) 6= y(sj+1,k), é posśıvel dividir virtualmente o sis-

tema de dimensão infinita original, apresentado na Figura 3.1, em p subsistemas de dimensão

finita, interconectados em cascata, conforme mostra a Figura 3.2, e identificar cada um deles

utilizando-se, por exemplo, as técnicas de identificação de sistemas dinâmicos definidas na seção

2.1. Note que o primeiro modelo relaciona y(s1,k) com u(0,k) e os outros relacionam y(sj,k) e

y(sj−1,k). Sendo assim, o primeiro modelo é fixo e define a dinâmica de borda do sistema.

y(sj; k)

s

u(0; k)

y(sp; k)

0 p∆s

y(s1; k) y(s2; k)

1∆s j∆s

u(0; k)

y(s1; k)

y(s2; k)

y(sj−1; k)

y(sj; k)

y(sp−1; k)

y(sp; k)

· · · · · ·

· · · · · ·

Figura 3.2: Aproximação de SPD por subsistemas interconectados em cascata.

Assumindo a representação ARMAX polinomial apresentada na subseção 2.1, reescrita na

forma de equações a diferenças como indicado em (2.42) na subseção 2.1.5 e considerando as

posições no espaço definidas para identificação, a condição dinâmica de borda é dada por uma
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representação de entrada-sáıda da forma:

y(s1,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(s1)y(s1,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(s1)u(s1,k − iu)

+

nν∑

iν=1

ciν(s1)ν(s1,k − iν) + ν(s1,k) (3.1)

e os demais modelos locais são representações de entrada-sáıda da forma:

y(sj,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(sj)y(sj,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(sj)y(sj−1,k − iu)

+
nν∑

iν=1

ciν (sj)ν(sj ,k − iν) + ν(sj ,k) (3.2)

sendo que j > 1. Observe que, nesse caso, não necessariamente os modelos locais precisam

ter a mesma estrutura. Uma vez obtidos os modelos locais, eles podem ser agrupados em

um modelo único, multidimensional, em espaço de estados aumentado, como, por exemplo, na

forma de Roesser [Roe75]. Para isso, é considerada apenas o modelo do processo, ou seja, os

dois primeiros somatórios do lado direito da igualdade nos modelos (3.1) e (3.2). O modelo do

rúıdo é utilizado apenas para diminuição do efeito de polarização no processo de estimação de

parâmetros (veja a subseção 2.1.5).

3.2 Aproximação SPD por modelos LPV

Uma abordagem comum para lidar com sistemas não lineares consiste em descrevê-los por

modelos cujos parâmetros variam em função do ponto de operação ou em função de variáveis

externas, conhecidas como variáveis scheduling. Desse ponto de vista, o sistema não linear

é interpretado como uma coleção de sistemas lineares locais, um para cada valor assumido

pela variável scheduling. Essas representações são conhecidas como modelos LPV (do inglês

Linear Parameter-Varying). Uma das principais vantagens práticas da abordagem por modelos

LPV é que as técnicas de controle, consolidadas na literatura para sistemas LTI podem ser

estendidas para casos não lineares. Na literatura são apresentadas duas formas para identificação

de modelos LPV: a abordagem local e a abordagem global [KBTB09].

1. Abordagem local: na abordagem local, modelos lineares locais, correspondentes a uma

serie de valores assumidos pela variável scheduling são identificados a partir de experi-

mentos realizados para cada um desses valores. Em seguida, a natureza do sistema é

recuperada através da interpolação (ou do ajuste de curvas) dos valores dos parâmetros

para valores diferentes dos assumidos pela variável scheduling para identificação dos mo-

delos locais, por exemplo, por meio de funções polinomiais.

2. Abordagem global: A abordagem global consiste em excitar todas as não linearidades do

sistema por meio de um único experimento passando por um grande número de valores da



3.2. Aproximação SPD por modelos LPV 29

variável scheduling e identificando diretamente as dependências funcionais dos parâmetros

sobre o valor da variável scheduling baseado nos dados de entrada-sáıda coletados. No caso

de sistemas a parâmetros espacialmente distribúıdos, essa é a abordagem mais utilizada.

Nesse caso, o modelo LPV é um modelo espaço-dependente indicando a dependência

dos seus parâmetros com uma coordenada espacial unidimensional ou multidimensional

definida como variável scheduling.

Foi visto na seção 3.1 que o SPD pode ser interpretado como um conjunto de subsistemas

interconectados que dão origem a uma coleção de representações de entrada e sáıda em que o

primeiro modelo define a condição dinâmica de borda do sistema. Uma outra interpretação do

SPD, pode ser dada quando se considera porções diferentes do mesmo. A Figura 3.3 ilustra

esquematicamente essa situação. Note que, nesse caso, a mesma entrada, u(0,k), é relacionada

com diversas sáıdas, y(sj,k), localizadas em diferentes posições ao longo do processo. Conside-

rando a mesma estrutura para todos os modelos locais, é posśıvel então realizar a interpolação

(ou ajuste de curva) dos seus parâmetros a fim de se obter uma única representação de entrada-

sáıda capaz de definir o comportamento dinâmico do sistema para qualquer ponto ao longo do

mesmo a partir da escolha da variável scheduling (aqui denotada por sℓ).

y(sj; k)

s

u(0; k)

y(sp; k)

0 p∆s

y(s1; k) y(s2; k)

1∆s j∆s

u(0; k) y(s1; k)

y(s2; k)

y(sj; k)

y(sp; k)

u(0; k)

u(0; k)

u(0; k)

· · · · · ·

. . .

. . .

Figura 3.3: Aproximação de SPD por modelos LPV espaço-dependentes.

O modelo que define cada porção do sistema, como indicado acima, pode assumir qualquer

estrutura paramétrica linear conveniente desde que os seus parâmetros sejam considerados como

funções dependentes da coordenada espacial sℓ. Sendo assim, adotando a estrutura ARMAX
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polinomial descrita pela equação (2.42) na subseção 2.1.5, tem-se:

y(sj,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(sj)y(sj,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(sj)u(sj,k − iu)

+
nν∑

iν=1

ciν (sj)ν(sj ,k − iν) + ν(sj,k) (3.3)

Note que o ajuste dos parâmetros correspondentes de cada modelo local só é posśıvel se

todos os modelos tiverem a mesma estrutura. Tal caracteŕıstica é uma limitação da abordagem,

portanto, é necessário que um modelo com estrutura comum a todas as posições de identificação

seja obtido tendo-se um compromisso com a qualidade geral do modelo final. Observe também

que, assim como na abordagem por subsistemas interconectados, a estrutura do modelo final

é definida em termos do modelo do processo e o modelo do rúıdo é utilizado para diminuir o

efeito da polarização na estimação dos parâmetros.

O método para identificação de modelos LPV espaço-dependentes utilizado neste trabalho,

considerando a estrutura ARMAX descrita pela equação (3.3) é descrito pelo Algoritmo 2 a

seguir:

Algoritmo 2: Identificação de modelos LPV – abordagem local (Adaptado de [KBTB09])

1: Divida espacialmente o SPD em um conjunto de p posições ao longo do espaço, P :
{s1, s2, . . . , sp}.

2: Colete um conjunto de medições entrada–sáıda, sendo a sáıda medida em cada um das
posições sj, j = 1,2, . . . ,p.

3: Identifique p modelos ARMAX de mesma estrutura para cada uma das posições sj, as-
sociando a cada modelo os respectivos valores dos coeficientes aiy(sj), biu(sj) e ciν (sj),
j = 1, . . . , p, iy = 1, . . . , ny, iu = 1, . . . , nu e iν = 1, . . . , nν , conforme (3.3).

4: Obtenha ny, nu, nν funções (suaves) dependentes do espaço conectando cada famı́lia de parâ-
metros aiy(sj), biu(sj) e ciν(sj), permitindo assim que o valor de cada um desses parâmetros
possa ser inferido para qualquer posição do espaço 0 < sℓ < L.

As variáveis, funções e parâmetros dos modelos LPV são usualmente referidos como variáveis

scheduling, funções scheduling e parâmetros scheduling, respectivamente, dando a ideia de que

o modelo depende de uma informação externa para ser completamente caracterizado. Posśıveis

escolhas para definição das funções scheduling são: polinômios, funções de base radial, splines

ou outras combinações lineares de funções suaves da variável scheduling [CB02]. A exigência

por funções com variação suave parte do prinćıpio da continuidade da variação das propriedades

f́ısicas do SPD com relação ao espaço.

A Figura 3.4 ilustra esquematicamente o comportamento do modelo final obtido após a

interpolação (ou ajuste de curva) dos parâmetros. Observe que nessa ilustração, a variável

scheduling, sj , que define posições espećıficas para identificação foi substitúıda pela variável

scheduling, sℓ, que define uma posição arbitrária escolhida entre 0 < s < L.
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y(s`; k)

s

u(0; k)
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Figura 3.4: Recuperação da natureza espacial cont́ınua do sistema.

3.3 Metodologia de identificação proposta

A metodologia de identificação proposta no presente trabalho, tem como base as duas es-

tratégias descritas anteriormente. Nessa proposta, o sistema de dimensão infinita original é

interpretado como sendo dois subsistemas LPV espaço-dependentes, interconectados de forma

que a sáıda do subsistema anterior é admitida como sendo a entrada do subsistema posterior.

Sendo assim, o primeiro modelo relaciona a variável de entrada u(0,k), que atua na borda an-

terior do processo, com a variável de sáıda y(sℓ,k), em um ponto intermediário do mesmo e o

segundo modelo, admite y(sℓ,k) como variável de entrada e a relaciona com a variável de sáıda

y(L,k), localizada na borda final do processo.

As funções scheduling, que definem os parâmetros do modelo geral ao longo do processo,

dependem, respectivamente, das distâncias, sℓ, da borda anterior do processo até um ponto

intermediário de interesse e, s̄ℓ = L − sℓ, do ponto intermediário de interesse até a borda

posterior do processo, como indicado na Figura 3.5. Em outras palavras, os modelos LPV

abrangem porções complementares do sistema original à medida que a variável scheduling, sℓ, é

movimentada ao longo do espaço.

Os procedimentos para identificação dos modelos LPV são os mesmos apresentados pelo

Algoritmo 2 na subseção 3.2. Para facilitar a notação, tais modelos serão, daqui em diante,

referidos como modelo LPVu×yi e modelo LPVyi×yo, indicando as respectivas relações de entrada

e sáıda do mesmos. Além disso, os parâmetros dos modelos LPVyi×yo serão representados

por letras gregas. Com as devidas modificações em relação às variáveis de entrada e sáıda

consideradas, os modelos LPV são descritos, respectivamente, como:
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Figura 3.5: Representação esquemática da metodologia de identificação proposta.

y(sℓ,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(sℓ)y(sℓ,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(sℓ)u(sℓ,k − iu)

+

nν∑

iν=1

ciν (sℓ)ν(sℓ,k − iν) + ν(sℓ,k) (3.4)

e

y(L,k) =−

ny∑

iy=1

αiy(s̄ℓ)y(L,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

βiu(s̄ℓ)y(sℓ,k − iu)

+
nν∑

iν=1

γiν (s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − iν) + ν(s̄ℓ,k) (3.5)

Observe, no entanto, que as representações dos subsistemas permanecem como representa-

ções entrada–sáıda. Contudo, se as duas variáveis de sáıda, yL,k e ysℓ,k, forem consideradas

como variáveis de estado, x1(L,k) e x2(sℓ,k), respectivamente, as funções de transferência do

modelo de processo podem ser colocadas na forma de espaço de estados. Uma forma de se

alcançar esse resultado é aplicar a transformada Z unilateral em cada um dos modelos (3.4) e

(3.5) obtendo-se duas funções de transferência que, em seguida, podem ser reescritas na forma

canônica observável em um sistema de equações no espaço de estados aumentado. Para concluir

o caṕıtulo, na seção a seguir é apresentado um exemplo de como a estratégia desenvolvida é

aplicada.
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3.4 Exemplo: Estratégia de identificação e observação de

estados para monitoramento de SPD.

Suponha que, utilizando a metodologia de identificação proposta anteriormente, foram iden-

tificados dois modelos LPV (LPVu×yi e LPVyi×yo) de segunda ordem com ambas as estruturas

definidas por ny = 2, nu = 2, nν = 2 e nk = 1. Nesse caso, tem-se:

y(sℓ,k) =− a1(sℓ)y(sℓ,k)− a2(sℓ)y(sℓ,k) + b1(sℓ)u(0,k) + b2(sℓ)u(0,k)

+ c1(sℓ)ν(sℓ,k − 1) + c2(sℓ)ν(sℓ,k − 1) + ν(sℓ,k) (3.6)

e

y(L,k) =− α1(sℓ)y(L,k)− α2(sℓ)y(L,k) + β1(sℓ)y(sℓ,k) + β2(s̄ℓ)y(sℓ,k)

+ γ1(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 1) + γ2(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 1) + ν(s̄ℓ,k) (3.7)

cujos modelos de processo são respectivamente:

y(sℓ,k) = −a1(sℓ)y(sℓ,k)− a2(sℓ)y(sℓ,k) + b1(sℓ)u(0,k) + b2(sℓ)u(0,k) (3.8)

e

y(L,k) = −α1(sℓ)y(L,k)− α2(sℓ)y(L,k) + β1(sℓ)y(sℓ,k) + β2(s̄ℓ)y(sℓ,k) (3.9)

Aplicando-se a transforma Z unilateral às equações acima chega-se respectivamente a:

y(sℓ,z)

u(0,z)
=

b1(sℓ)z + b2(sℓ)

z2 + a1(sℓ)z + a2(sℓ)
(3.10)

e
y(L,z)

y(sℓ,z)
=

β1(s̄ℓ)z + β2(s̄ℓ)

z2 + α1(s̄ℓ)z + α2(s̄ℓ)
(3.11)

que reescritas na forma canônica observável [Che99] resultam na seguintes equações nos espaço

de estados:
[
x1(sℓ,k + 1)
x2(sℓ,k + 1)

]

=

[
0 −a2(sℓ)
1 −a1(sℓ)

] [
x1(sℓ,k)
x2(sℓ,k)

]

+

[
b1(sℓ)
b2(sℓ)

]

u(0,k) (3.12)

y(sℓ,k) =
[
0 1

]
[
x1(sℓ,k)
x2(sℓ,k)

]

(3.13)

e [
x3(L,k + 1)
x4(L,k + 1)

]

=

[
0 −α2(s̄ℓ)
1 −α1(s̄ℓ)

] [
x3(L,k)
x4(L,k)

]

+

[
β1(s̄ℓ)
β2(s̄ℓ)

]

y(sℓ,k) (3.14)

y(L,k) =
[
0 1

]
[
x3(L,k)
x4(L,k)

]

(3.15)

Finalmente, sabendo que y(sℓ,k) = x2(sℓ,k), uma equação geral SS-LPV (em que SS se refere a

espaço de estados do inglês State Space) pode ser determinada como:






x1(sℓ,k + 1)
x2(sℓ,k + 1)
x3(L,k + 1)
x4(L,k + 1)






=







0 −a2(sℓ) 0 0
1 −a1(sℓ) 0 0
0 β2(s̄ℓ) 0 −α2(s̄ℓ)
0 β1(s̄ℓ) 1 −α1(s̄ℓ)













x1(sℓ,k)
x2(sℓ,k)
x3(L,k)
x4(L,k)






+







b2(sℓ)
b1(sℓ)
0
0






u(0,k) (3.16)
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y(L,k) =
[
0 0 0 1

]







x1(sℓ,k)
x2(sℓ,k)
x3(L,k)
x4(L,k)







(3.17)

Uma vez que um modelo no espaço de estados é obtido, um observador de estados do

tipo Kalman (como aqueles descritos na seção 2.2) pode ser derivado e utilizado para corrigir

as predições do modelo geral LPV em espaço de estados. Observe que, nesse caso, além do

conhecimento de u0,k, apenas um sensor precisa ser utilizado para que o observador consiga

estimar a variável interna de interesse em qualquer posição ao longo do processo durante a

operação normal de funcionamento do sistema, ou seja, após a fase de identificação. Portanto,

com essa estratégia, o excesso de sensores utilizados na identificação é reduzido na fase de

operação normal do sistema e o problema definido na seção 1.1 deste trabalho tem uma solução

viável.

A forma geral da equação do modelo SS-LPV, na notação dos modelos destacados na seção

2.2, para o caso dos sistemas afins nos estados com injeção da sáıda, considerando que o modelo

seja corrompido por rúıdos de processo e de medição, é então obtida e pode ser reescrita como:

f(x(s,k),u(0,k),θ(s),k) = A(y(s,k),u(0,k))x(s,k) + B(y(s,k),u(0,k)) +w(s,k)
h(x(s,k),u(0,k),θ(s),k) = Cx(s,k) ou C(u(0,k))x(s,k) + v(k)

(3.18)

sendo que s pode assumir os valores sℓ ou s̄ℓ e θ(s) representa a dependência dos parâmetros

com a variável scheduling s.

Assumindo que as condições de observabilidade sejam atendidas, a equação (2.58) pode ser

reescrita como:
x(s,k + 1) = A(θ(s),k)x(s,k) + B(θ(s),k) +w(s,k)

y(L,k) = C(s,k)x(s,k) + v(k)
(3.19)

e um observador de Kalman clássico pode ser implementado como:

K(s,k) = P (s,k)C(s,k)T (C(s,k)P (s,k)C(s,k)T +R)−1

x̂(s,k + 1) = A(θ(s),k)(x̂(s,k)−K(s,k)(C(s,k)x̂(s,k)− y(s,k))) + B(θ(s),k)
P (s,k + 1) = A(θ(s),k)(P (s,k)−K(s,k)C(s,k)P (s,k))A(θ(s),k)T +Q(s)

(3.20)

em que K(s,k) é o vetor de ganhos do observador, P (s,k) é a matriz de covariância dos erros de

estimação, Q(s) é matriz de covariância do rúıdo de processo e R é a matriz de covariância do

rúıdo de medição.

A matriz de covariância Q(s) pode ser definida a partir das estimativas do erro de processo

obtidas na etapa de identificação dos modelos locais (veja o Algoritmo 1 e os passos 3 e 4 do

Algoritmo 2). Nesse caso, são obtidas funções scheduling a partir da covariância dos vetores de

rúıdo de processo para cada conjunto de modelos LTI. Para explicar melhor, considere o exemplo

dado acima para modelos LPV de segunda ordem e assuma, respectivamente, os modelos de

rúıdo de processo nas equações (3.6) e (3.7), reescritos a seguir como e1(sℓ,k) e e2(s̄ℓ,k):

e1(sℓ,k) = c1(sℓ)ν(sℓ,k − 1) + c2(sℓ)ν(sℓ,k − 2) + ν(sℓ,k) (3.21)

e

e2(s̄ℓ,k) = γ1(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 1) + γ2(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 2) + ν(s̄ℓ,k) (3.22)
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Para um conjunto de realizações dessas duas equações obtém-se, respectivamente, e1(sℓ) e

e2(s̄ℓ) e, finalmente, a matriz de covariância Q(s) é dada por:

Q(s) =

[
σ2
e1
(sℓ) 0
0 σ2

e2
(s̄ℓ)

]

(3.23)

Note que a matriz de covariância do rúıdo de medição também pode ser obtida na identifica-

ção dos modelos locais considerando a variância do rúıdo dos sensores utilizados na discretização

espacial do sistema. Assumindo, portanto, o pior caso entre os sensores, ou seja, aquele que

apresenta maior incerteza nas medições, o rúıdo de medição, v(k), pode ser considerado sob

várias realizações a fim de se obter v. Sendo assim, a matriz de covariância R pode ser definida

como:

R = σ2
v

(3.24)

Deve ficar claro que v(k) 6= ν(s,k) 6= γ(s,k). O primeiro é um rúıdo de medição atribúıdo aos

sensores e o os dois últimos são rúıdos branco utilizados na determinação do modelo do rúıdo

de processo (veja a subseção 2.1.5).
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Capı́tulo 4
Estudo de caso: monitoramento de temperatura

de um forno

Neste caṕıtulo a metodologia de identificação proposta para fins de monitoramento, apre-

sentada no caṕıtulo 3, é aplicada a um sistema térmico distribúıdo em que ocorre o aquecimento

de um fluxo de ar que circula através de um tubo. São obtidos modelos SS-LPV considerando

9, 5 e 3 posições de medição para obtenção de funções scheduling. É mostrado que, para re-

cuperar a natureza espaço-dependente do sistema e caracterizar o comportamento dinâmico da

variável de interesse a ser monitorada, no caso, a temperatura do ar em uma posição desejada

do sistema, o modelo obtido com apenas 3 posições de medição para criação de funções sche-

duling é suficiente para que os erros das estimativas fiquem aproximadamente iguais ao erro

dos medidores. Os modelos obtidos são utilizados no projeto de observadores do tipo Kalman.

Especificamente são considerados o observador de Kalman clássico e o observador exponencial

com fator de esquecimento. Ensaios experimentais são realizados e os estados estimados pelos

observadores são comparados com os valores reais medidos no sistema. Também são realizadas

comparações entre as predições dos modelos e entre os observadores. É mostrado que o papel do

observador é fundamental para a técnica proposta devido à sua propriedade de correção e possi-

bilidade de acrescentar informações extras, tais como, estimação em tempo real de e parâmetros

e distúrbios, à dinâmica do modelo diminuindo o efeito de polarização.

4.1 Descrição do sistema

Para validação da proposta de identificação e monitoramento de SPD desenvolvida no pre-

sente trabalho, a metodologia definida no Caṕıtulo 3 foi aplicada a uma protótipo que reproduz

o escoamento forçado de um fluido em um tubo com condição de borda dinâmica. O fluido

transportado através do sistema é o ar e a condição de borda variável se dá pelo aquecimento

do mesmo através da potência térmica dissipada por um resistor de aquecimento localizado na

entrada do tubo.

O equipamento em questão é interessante porque reproduz comportamentos dinâmicos t́ı-

picos de processos industriais que envolvem transporte de massa e/ou energia, tais como os

encontrados em fornos de reaquecimento em processos de laminação, fornos rotativos e res-

37
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friadores de Cĺınquer na produção de cimento, reatores na indústria qúımica e sistemas de

refrigeração e aquecimento, dentre outros.

O protótipo, referido daqui em diante como forno, foi proposto por [Sa09]. O sistema,

apresentado na Figura 4.1, é constitúıdo por um tubo em acŕılico por onde o ar escoa de

forma forçada, insuflado por um ventilador axial; três resistências elétricas de aquecimento

posicionadas em seções distintas da planta; uma válvula de restrição do fluxo de ar e dez

sensores de temperatura (termopares tipo K) que podem ser distribúıdos em posições aleatórias

do sistema. O equipamento conta também com três transdutores de corrente (um para cada

atuador) destinados ao monitoramento do consumo de energia, geralmente utilizados como

parâmetro de comparação entre estratégias de controle.

Figura 4.1: Sistema real (Forno).

A comunicação com o protótipo é realizada através de um sistema supervisório com acesso

remoto via Web desenvolvido em LabV IEWr, em que o fluxo de informações é gerenciado por

um banco de dados MySQL. O sistema como um todo faz parte de uma estrutura geral, inserida

em um contexto conhecido como WebLab, e foi desenvolvido em [Bar14] com a finalidade de

permitir acesso remoto ao forno para realização de experimentos de identificação e controle.
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Para melhor visualização, o desenho esquemático do sistema é apresentado na Figura 4.2. No

presente trabalho considera-se apenas uma seção da planta (destacada na Figura 4.2). Além

disso, considera-se que o ar seja insuflado pelo ventilador axial a velocidade constante, a válvula

de restrição de ar (Damper) é mantida totalmente aberta e o atuador, utilizado para variar a

temperatura do ar a partir do ińıcio da seção escolhida, é o resistor 2.

Figura 4.2: Desenho esquemático do forno com destaque para os componentes principais.

A configuração utilizada neste trabalho é representada no esquema da Figura 4.3. Considera-

se portanto um tubo em acŕılico cujas paredes possuem espessura de 5mm, com 2500mm de

comprimento e seção transversal quadrada com dimensões de 100mm× 100mm através do qual

a circulação de ar é forçada por um ventilador axial localizado em uma de suas extremidades

funcionando a velocidade constante. A temperatura do ar que entra no sistema é mantida

aproximadamente constante para cada experimento. Ao entrar no tubo o ar é aquecido por uma

resistor de aquecimento cuja potência dissipada pode ser variada para controlar a temperatura

do ar que passa por ela. Portanto, o objetivo principal do experimento é o monitoramento

adequado da temperatura, y(sℓ,k), do ar que escoa através do processo ao longo do comprimento

útil do tubo, isto é, em pontos 0 < sℓ < L (L = 1400mm) a partir do conhecimento do sinal

de entrada, u(0,k), dado em termos de porcentagem da potência elétrica máxima aplicada

à resistência de aquecimento, e da medição da temperatura, y(L,k), na sáıda do tubo, para

instante de amostragem, k > 0.

4.1.1 Calibração dos sensores

Como a metodologia de identificação proposta é baseada em dados medidos no protótipo,

uma das etapas mais importantes na preparação do sistema é a calibração dos sensores utilizados.

Como é desejável perceber as diferenças na medição da temperatura de um ponto do espaço

para outro, é necessário que se conheça a precisão de cada medidor. Tal precisão depende

principalmente do tipo de sensor e da faixa de operação que se deseja trabalhar. Sendo assim,

uma boa prática é realizar a calibração para a faixa de trabalho de interesse. Outro ponto

interessante é realizar a calibração simultânea de todos os sensores em um único experimento
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Figura 4.3: Representação esquemática do sistema na configuração escolhida.

para maior uniformidade do experimento de calibração.

Como mencionado anteriormente, neste trabalho foram utilizados sensores termopares tipo

K. Esse tipo de sensor é ideal para medição de temperatura em meios gasosos e sua faixa de

trabalho varia de −20◦C a 1372◦C. Quando o sensor é calibrado para uma faixa de trabalho tão

grande quanto essa, a precisão do mesmo pode ser comprometida. O sinal de temperatura me-

dido pelos sensores utilizados neste trabalho são condicionados por um circuito digital baseado

no CI MAX31856 que retorna as medições diretamente em ◦C com resolução menor que 0,01◦C.

Tal dispositivo possui compensação de junta fria e tabela de correção de linearidade. Sendo

assim, o circuito completo é pré-calibrado de fábrica, necessitando apenas de uma correção para

a faixa de trabalho de interesse.

Foram utilizados dez sensores termopares sendo que um deles é destinado ao monitoramento

da temperatura ambiente. Como a faixa de trabalho do forno para a configuração considerada

é de aproximadamente 25◦C a 100◦C, os sensores foram recalibrados para essa variação. Para

a calibração foi utilizado um banho térmico cuja temperatura é controlada, permitindo que

a temperatura seja regulada em patamares. Como referência, foi utilizado um instrumento

padrão calibrado. O gráfico da Figura 4.4(a) apresenta os patamares obtidos no experimento

de calibração dos dez sensores e a Figura 4.4(b) apresenta a curva de validação para o pior

caso. São apresentadas a curva de temperatura do instrumento de referencia (Tref), a curva

de temperatura do termopar 2 antes da calibração (T2, pior caso) e a curva de temperatura do

termopar 2 ajustada à referência.

As curvas de calibração foram ajustadas utilizando o método dos mı́nimos quadrados pon-

derados (MQP – Ver subseção 2.1.3) cujos pesos são dados pelo inverso da variância entre as

medições dos sensores em cada patamar. Como os sensores são pré-calibrados, foi realizada

apenas a calibração estática dos mesmos considerando 300 pontos em cada patamar. O proce-

dimento de calibração assim como a formulação para o cálculo dos intervalos de confiança são

descritos em [Doe90]. Os coeficientes da equação de calibração, T (Ti) = aTi + b, em que Ti
é a temperatura medida pelo termopar não calibrado e, T (Ti), é a função de calibração, são

indicados na Tabela 4.1. Verifica-se que a maior variação de temperatura é de ±0,3◦C para
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Figura 4.4: Calibração dos sensores de temperatura.

um intervalo de confiança de 99,7%, isto é, tomando-se ±3σa e ±3σb. Esse resultado será uti-

lizado como parâmetros de comparação para o erro estimado na validação dos modelos e dos

observadores nos desenvolvimentos a seguir.

Tabela 4.1: Resultados da calibração dos sensores de temperatura — T (Ti) = aTi + b.
Termopar Coeficiente a Coeficiente b Variação (◦C)

T1 0,7785 5,9150 ±0,2
T2 0,7779 5,9643 ±0,3
T3 0,7748 5,6309 ±0,2
T4 0,7744 5,7348 ±0,2
T5 0,7808 5,7007 ±0,2
T6 0,7803 5,5333 ±0,2
T7 0,7765 5,7169 ±0,2
T8 0,7797 5,5319 ±0,2
T9 0,7789 5,4392 ±0,2
T10 0,7839 5,6048 ±0,1

4.2 Identificação do modelo SS-LPV

Seguindo a metodologia de identificação apresentada na seção 3.3, o comprimento útil do

SPD, distância entre a borda de controle s1 = 0mm e a borda de medição da temperatura,

s9 = 1400mm, foi dividido em oito segmentos utilizando-se nove sensores de temperatura (ter-

mopares tipo K) igualmente espaçados com intervalos, ∆s = 175mm, obtendo-se nove posições

de medição, p = 9, de acordo com o passo 1 do Algoritmo 2 (Ver seção 3.2). Isso é ilustrado na

Figura 4.5 a seguir.
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Figura 4.5: Representação esquemática do sistema na configuração escolhida.

4.2.1 Testes dinâmicos e coleta de dados

De acordo com o passo 2 do Algoritmo 2 (Ver seção 3.2), com o objetivo de coletar dados

para identificação e validação dos modelos foi realizado um teste para excitar as dinâmicas do

sistema. Para tanto, foi aplicado à entrada u(0,k) um sinal de excitação binário pseudo-aleatório

(PRBS do inglês Pseudo Random Binary Signal). Em particular, foi utilizado um tipo de sinal

PRBS conhecido como sequência de comprimento máximo ou sinal de sequência m. Em geral,

os sinais PRBS são bastante populares pela facilidade de serem gerados. A fim de gerar um

sinal de sequência m, por exemplo, é necessário executar a operação OU-Exclusivo em alguns

bits de um registrador de deslocamento. A Figura 4.6 ilustra esquematicamente um circuito

gerador de sinais PRBS.

+

1 2 3 4 5 6

Temporizaç~ao

E
Sáıda

OU-Exclusivo

Figura 4.6: Circuito para gerar sinais PRBS (Retirado de [Agu07]).

Sinais PRBS possuem as seguintes caracteŕısticas: 1) assumem apenas dois ńıveis posśıveis,

+V e −V ; 2) qualquer mudança de valor só pode ocorrer em instantes bem definidos t =

0, Tb, 2Tb · · · , em que Tb denota o tempo entre bits; 3) os sinais são periódicos com peŕıodo

T = NTb, sendo N = 2n − 1 um número ı́mpar e n o número de bits do registrador de

deslocamento; 4) ao longo de um peŕıodo, existem (N + 1)/2 intervalos em um ńıvel binário e

(N − 1)/2 intervalos no outro ńıvel. A fim de gerar sinais que possam ser usados com sucesso, é

importante projetar adequadamente as variáveis envolvidas, V , n e Tb. Um ponto importante

a ser notado é que são poucas as combinações que resultam em sinais de sequência m, tais

combinações são resumidas na Tabela 4.2.

Segundo [Agu07], a escolha de +V e −V é normalmente limitada pela máxima excursão

permitida ao sinal de excitação do processo, sem comprometer o seu funcionamento adequado

nem, tampouco, levar o sistema a operar em outra faixa linear. O sinal PRBS será somado ao
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Tabela 4.2: Conexões para gerar sinais de sequência m [Agu07].
n N = 2n − 1 bits utilizados

2 3 1 e 2
3 7 2 e 3
4 15 3 e 4
5 31 3 e 5
6 63 5 e 6
7 127 4 e 7
8 255 2, 3, 4 e 8
9 511 5 e 9
10 1023 7 e 10
11 2047 9 e 11

sinal de entrada do processo a partir do ińıcio da coleta de dados para identificação, ou seja, a

partir do instante que o sistema atinge o ponto de equiĺıbrio, ou ponto de operação desejado.

O número de bits, n, juntamente com o intervalo entre bits, Tb, determinam a periodicidade do

sinal gerado.

Um aspecto importante e intuitivo é que a periodicidade não deve ser menor que o tempo

de acomodação do sinal que está sendo testado, caso contrário, o sistema “perceberá” a peri-

odicidade do sinal PRBS reduzindo o caráter aleatório do mesmo, o que não ocorre quando o

peŕıodo é suficientemente grande. Finalmente, o intervalo entre bits, Tb, deve ser compat́ıvel

com a menor constante de tempo de interesse. Se Tb for muito grande, o sistema responde ao

sinal PRBS como um degrau, ou seja, um sinal de caracteŕısticas pobres para a maioria dos mé-

todos de identificação. Por outro lado, se Tb for curto, o sistema não terá tempo de responder a

uma transição antes da chegada da próxima. Um resultado heuŕıstico que normalmente fornece

bons resultados sugere que Tb seja escolhido de acordo com o intervalo a seguir [Agu07]:

τmin

10
≤ Tb ≤

τmin

3
(4.1)

em que τmin é a menor constante de tempo de interesse. Na identificação de sistemas lineares, é

comum escolher Tb mais perto do limite inferior, ao passo que para sistemas não-lineares bons

resultados são normalmente obtidos tomando-se Tb mais perto do limite superior. Normalmente,

τmin não é conhecido a priori, porém, essa informação pode ser facilmente obtida a partir da

resposta ao degrau. No geral, um ponto importante a ser observado na prática é que os pata-

mares do sinal PRBS devem ser suficientemente longos para dar tempo do sistema responder,

porém, de ver suficientemente curto para que o sistema não atinja o regime permanente.

Com o objetivo de projetar um sinal PRBS para ser aplicado ao forno foi realizado um teste

preliminar consistindo na aplicação de uma sequência crescente de degraus à entrada u(0,k) do

sistema. Através desse teste, foi posśıvel verificar por meio das medições dos termopares como o

sistema se comportava para diferentes faixas de operação. Foi visto que a cada degrau aplicado,

o gradiente de temperatura aumentava ficando mais evidente as diferenças entre as temperatura

de cada ponto do espaço. Foi escolhida então a região de operação na qual tais diferenças eram

maiores. Isso foi feito para que fosse posśıvel perceber melhor a variação da temperatura em
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relação ao ponto de medição. O ponto de operação escolhido foi u(0,k) = 80% e, dessa forma,

os valores de +V e −V foram definidos como sendo uma variação de ±12,5% desse valor, ou

seja, +V = 90% e −V = 70%. Essa variação na entrada foi feita com a intenção de manter o

sistema operando em uma faixa linear.

A Figura 4.7(a) apresenta os perfis de temperaturas obtidos ao ser aplicado um degrau

variando-se a potência de entrada de 55% para 90%, englobando portanto, o ponto de operação

escolhido. A curva mais acima corresponde à temperatura, y(s1,k), medida pelo termopar

localizado mais próximo do resistor de aquecimento. Note que a temperatura é gradativamente

menor à medida que os pontos de medição se afastam da conte de calor, sendo assim, as demais

curvas se referem, respectivamente, às medições y(s2,k); y(s3,k); · · · ; y(s9,k).

Tomando-se as respostas medidas pelos termopares foi realizado um segundo teste. Nesse

caso, o interesse era estimar o valor da constante de tempo das respostas medidas em cada ponto

do espaço a fim de definir o valor do tempo entre bits Tb. Para isso, utilizando-se a ferramenta

Process Models do toolbox de identificação de sistemas do MATLABr (System Identification

Tool) cada uma das respostas foi aproximada por um modelo de primeira ordem com ganho K

e constante de tempo τ . Com esse procedimento, foram obtidos nove valores de constante de

tempo.

A Figura 4.7(b) mostra o resultado da aproximação realizada para o último sensor, já os

valores das constantes de tempo para todos os pontos são indicados na Tabela 4.3. Como o

objetivo da aproximação estimar τ para projetar Tb, os valores de K não são importantes e,

portanto, não são apresentados.
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Figura 4.7: Experimento para projeto do sinal PRBS (Estimação da constante de tempo).

Vale a pena mencionar que o objetivo do procedimento descrito acima era apenas ter uma

estimativa do valor da constante de tempo a ser utilizada para o projeto do parâmetro Tb do

sinal PRBS, sendo assim, um procedimento prático válido. Como era de se esperar, o valor de

τ aumenta a medida que o ponto de medição se afasta do atuador, dessa maneira, foi tomada

como referência a maior delas, ou seja, τ = 122,35s. Levando-se em consideração a heuŕıstica
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Tabela 4.3: Constantes de tempo estimadas utilizando um modelo de 1◦ ordem.
Posição no espaço Distância (mm) Constante de tempo (s)

s1 0 65,67
s2 175 67,42
s3 350 71,59
s4 525 75,53
s5 700 87,19
s6 875 88,52
s7 1050 100,26
s8 1225 107,77
s9 1400 122,35

(4.1), esse valor foi dividido por três, obtendo-se o valor aproximado Tb = 40s. Por último,

utilizando-se um registrador de deslocamento de sete bits (n = 7), foi obtido um sinal PRBS

com peŕıodo N = 127, que multiplicado pelo tempo entre bits, Tb, gerou um sinal PRBS com

tempo total de 5080s. É importante lembrar que um tempo suficiente deve ser respeitado para

que o ponto de equiĺıbrio seja alcançado antes da aplicação do sinal PRBS.

Uma vez projetado, o sinal PRBS foi aplicado à entrada u(0,k) do sistema e as respostas

foram medidas em cada ponto. A Figura 4.8 mostra o sinal projetado (parte inferior) e as

respostas (parte superior) para os termopares localizados em pontos ı́mpares. Novamente, a

curva mais acima corresponde à temperatura, y(s1,k), medida pelo termopar localizado mais

próximo do resistor de aquecimento, seguidas pelas medições y(s3,k); y(s5,k); y(s7,k) e y(s9,k).

Note que a janela de tempo de 5080s refere-se ao intervalo em que o sinal PRBS foi de fato

aplicado.

A fim de verificar a repetibilidade do teste para aquisição de dados e, consequentemente,

do comportamento dos parâmetros dos modelos locais ao longo do sistema, foram realizados

dez experimentos sob as mesmas condições de operação, ou seja, temperatura ambiente, ponto

de equiĺıbrio, sinal de entrada e variação do sinal de entrada. Com a finalidade de validar os

modelos obtidos, os sinais foram divididos uma parte para identificação e a outra parte para

validação dos modelos. Os sinais foram coletados utilizando uma tempo de amostragem de 0,2s

e em seguida, foram reamostrados para 5s. O fator para decimação do sinal foi estimado por

meio do cálculo da auto-correlação do sinal de sáıda (A descrição do processo de decimação

pode ser encontrada em [Agu07]).

4.2.2 Determinação de estruturas

De posse dos dados de entrada-sáıda obtidos na etapa de testes dinâmicos e coleta de dados,

deu-se ińıcio ao passo 3 do Algoritmo 2 (Ver seção 3.2) em que a partir de uma representação

matemática obtém-se um conjunto de modelos locais. Como já especificado, neste trabalho

utiliza-se a representação matemática, linear e discreta no tempo, ARMAX polinomial (Ver

subseção 2.1.2). Como visto na subseção 2.1.3 a estrutura geral dessa representação pode ser
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Figura 4.8: Dados coletados do experimento 1 de 10 (sensores impares).

escrita na forma de equações a diferenças como:

y(k) = −

ny∑

iy=1

aiyy(k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biuu(k − iu) +

nν∑

iν=1

ciνν(k − iν) + ν(k) (4.2)

em que ny, nu, nν e nk definem, respectivamente, as ordens dos termos de sáıda, entrada, rúıdo

de processo e atrasos entre entrada e sáıda. Como é posśıvel notar, tal estrutura é formada

por um conjunto de termos candidatos. Esses termos devem ser adequadamente especificados

através da etapa de determinação da estrutura do modelo. Em se tratando de uma representação

linear, a escolha dos termos equivale à definição do número de polos e zeros do modelo.

Conforme discutido na seção 3.3 a estratégia de identificação proposta neste trabalho con-

siste na obtenção de dois modelos LPV espaço-dependentes complementares e interconectados,

denotados por LPVu×yi e LPVyi×yo , indicando as relações de entrada-sáıda de cada um. Sendo

assim, o primeiro modelo, LPVu×yi, relaciona o sinal de entrada, u(0,k), definido como sendo a

porcentagem da potência aplicada à resistência de aquecimento e, y(sj,k) com a temperatura

medida em um ponto intermediário do processo e o segundo modelo, LPVyi×yo , relaciona essa

última com a temperatura medida na sáıda do mesmo, y(L,k).

Como o comprimento útil do forno foi dividido em oito segmentos (utilizando-se nove sensores

de temperatura) para obtenção dos modelos LPV, seguindo o passo 3 do Algoritmo 2 (Ver seção

3.2), foram identificados um conjunto de nove modelos do tipo LPVu×yi(sj) e outro conjunto de

oito modelos do tipo LPVyi×yo(sj). Portanto, reescrevendo o modelo (4.2) em função dos locais
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definidos para identificação tem-se:

y(sj,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(sj)y(sj,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(sj)u(sj,k − iu)

+

nν∑

iν=1

ciν (sj)ν(sj ,k − iν) + ν(sj ,k) (4.3)

e

y(L,k) =−

ny∑

iy=1

αiy(sj)y(L,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

βiu(sj)y(sj,k − iu)

+
nν∑

iν=1

γiν (sj)ν(sj ,k − iν) + ν(sj ,k) (4.4)

em que as letras gregas α, β e γ são utilizadas para diferenciar os parâmetros dos modelos do

tipo LPVu×yi(sj) e LPVyi×yo(sj).

4.2.3 Validação dos modelos LPV

Para avaliação da qualidade dos modelos LPV, em se tratando de modelos lineares, usual-

mente, dois ı́ndices são utilizados. O primeiro deles é conhecido como critério de informação e

fornece uma medida da importância de cada termo inserido no modelo. O segundo é usado para

avaliar o desempenho dos modelos em relação às suas predições. Neste trabalho, para auxiliar na

determinação da estrutura dos modelos, foram utilizados o critério de informação do erro final

de predição (FPE do inglês Final Prediction Error) em conjunto com o ı́ndice de desempenho

erro médio quadrático normalizado (NRMSE do inglês Normalized Root Mean Square Error).

O critério de informação FPE é definido como:

FPE(nθ) = N ln[σ2
e(nθ)] +N ln

[
N + nθ

N − nθ

]

(4.5)

em que N é o número de medições, σ2
e é a variância do erro de modelagem (reśıduos) e nθ é o

número de parâmetros do modelo. Essa equação quantifica a redução da variância dos reśıduos

resultante da inclusão de um novo termo, ao mesmo tempo em que penaliza a inclusão de cada

um deles. Quanto menor é o valor do FPE melhor é a estrutura correspondente (Para mais

detalhes veja [Aka74]).

O ı́ndice NRMSE é dado por:

NRMSE = 100×



1−

√
∑N

k=1(y(k)− ŷ(k))2
√

∑N
k=1(y(k)− ȳ)2



 (4.6)

e compara a predição do modelo com a média temporal do sinal, em que a média é usada como

preditor trivial [Agu07]. O ı́ndice NRMSE é, portanto, um ı́ndice relativo que toma a média da

janela de dados como referência para comparar o desempenho de diversas estruturas de modelos
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para os mesmo conjunto de dados de validação. Quanto mais próximo de 100% for o valor do

ı́ndice NRMSE melhor o modelo se ajusta aos dados na simulação livre. Note que nada previne

que o valor do ı́ndice NRMSE seja negativo ou zero. O ı́ndice NRMSE negativo indica um

desempenho muito ruim do modelo e seu valor nulo indica que o modelo não é melhor que a

média do sinal medido [Dan13].

Com o objetivo de determinar as estruturas dos modelos, foram analisadas diversas combi-

nações variando-se o valor dos termos das representações ARMAX polinomiais. As variações

foram realizadas da seguinte forma: ny de 1 a 3; nu de 1 a 3; nν de 1 a 2 e nk de 0 a 1. A faixa

de variação dos termos ny e nu, que definem o número de pólos e zeros dos modelos de processo

foram definidos nessa faixa de forma que o modelo final obtido fosse de baixa ordem. Neste

caso, como o modelo final é constrúıdo a partir da interconexão de dois modelos, a sua ordem é

igual à soma das ordens de tais modelos. Por exemplo, dois modelos de ordem 3 interconectados

geram um modelo de ordem 6.

As faixas de variação dos termos nν e nk foram definidas a partir de testes preliminares que

mostraram que o desempenho dos modelos para uma faixa maior que a apresentada resultavam

em pior desempenho, isto é, indices NRMSE com valores mais baixos e/ou FPE com valores

mais elevados. Após a definição da faixa de variação dos termos das representações ARMAX

polinomiais, foi escolhido aleatoriamente um dos dez ensaios realizados para coleta de dados e

três pontos do espaço para análise das estruturas. O pontos escolhidos para os testes foram:

s2 = 175mm, s5 = 700mm e s8 = 1225mm, ou seja, um ponto no ińıcio, um ponto no meio e

um ponto no final do comprimento do sistema. Nesse teste, utilizando a ferramenta Polynomial

Models e a estrutura ARMAX do toolbox de identificação de sistemas do MATLABr (System

Identification Tool), foram estimados os parâmetros de cada estrutura e calculados os ı́ndices

FPE e NRMSE.

O conceito de estimação de parâmetros do toolbox de identificação é o mesmo do estimador

estendido de mı́nimos quadrados (EMQ) apresentado na subseção 2.1.3 em que os termos do

modelo do rúıdo do processo são inclúıdos na matriz de regressores e o seus parâmetros são

estimados juntamente com os parâmetros do modelo do processo. A Tabela 4.4 mostra como

os termos dos modelos ARMAX polinomiais foram gradativamente inseridos, de acordo com os

intervalos definidos para ny, nu, nν e nk, citados anteriormente.

Nos gráficos apresentados nas Figuras 4.9 e 4.10 é posśıvel observar como os ı́ndices FPE

e NRMSE se comportam de acordo com cada estrutura, para o ponto s2. A Figura 4.9, é

referente aos modelos LPVu×yi(sj) e a Figura 4.10 aos modelos LPVyi×yo(sj). Com o aux́ılio de

tais gráficos foi posśıvel selecionar as estruturas com melhor desempenho em relação aos ı́ndices,

ou seja, com menor valor FPE e maior valor NRMSE (Os gráficos referentes aos pontos s5 e s8
são encontrados no apêndice B).

Um ponto importante a ser considerado é que os ı́ndices, FPE e NRMSE, ajudam na escolha

das estruturas porém a sua interpretação é relativa pois depende da aplicação pretendida. Por

exemplo, um ı́ndice NRMSE menor que 95% pode ser ruim para uma aplicação de predição,

no entanto, um ı́ndice NRMSE de 65% pode ser mais do que suficiente para uma aplicação de

controle. Sendo assim, o usuário deve ser capaz de julgar se o valor obtido é suficiente ou não

de acordo com o seu objetivo.
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Tabela 4.4: Combinações dos termos dos modelos ARMAX polinomiais.
Estrutura ny nu nν nk Estrutura ny nu nν nk

01 1 1 1 0 13 2 2 1 0
02 1 1 1 1 14 2 2 1 1
03 1 1 2 0 15 2 2 2 0
04 1 1 2 1 16 2 2 2 1
05 1 2 1 0 17 3 1 1 0
06 1 2 1 1 18 3 1 1 1
07 1 2 2 0 19 3 1 2 0
08 1 2 2 1 20 3 1 2 1
09 2 1 1 0 21 3 2 1 0
10 2 1 1 1 22 3 2 1 1
11 2 1 2 0 23 3 2 2 0
12 2 1 2 1 24 3 2 2 1
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Figura 4.9: Índices para escolha da estrutura do modelo LPVu×yi aplicados ao ponto s2.

Para observação de estados é desejável que os modelos sejam de baixa ordem, pois, quanto

maior for a ordem do modelo maior será o número de sensores necessários para caracterizar o

sistema e permitir a recuperação dos estados. Nesse sentido, primeiramente foram avaliados

os modelos com menor fator FPE para a escolha dos regressores mais significativos a serem

inclúıdos no modelo (minimizando o erro devido à estrutura). Em seguida, dentre as estruturas

que apresentaram menor ı́ndice FPE foram verificadas aquelas que resultaram em maior ı́ndice

NRMSE. O ı́ndice NRMSE avalia somente o ajuste da predição livre do modelo em relação aos

dados e não diz nada sobre a estrutura do modelos em si. Note, por exemplo, que a estrutura

5 (ponto 5 do gráfico da Figura 4.9) apresenta ı́ndice FPE relativamente grande e seu valor

NRMSE também é grande, o que pode impedir, dependendo da aplicação, utilizar apenas o

ı́ndice NRMSE como critério de escolha. No entanto, para aplicações de controle é posśıvel

que isso seja suficiente para garantir um modelo adequado, no entanto, como o interesse nesse

trabalho é o monitoramento, é importante que se tenha um cuidado maior com os erros de
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Figura 4.10: Índices para escolha da estrutura do modelo LPVyi×yo aplicados ao ponto s2.

modelagem.

Neste trabalho arbitramos limitar os erros de modelagem em torno de 15%. As Tabelas

4.5 e 4.6 apresentam os valores dos ı́ndices NRMSE para os dois tipos de modelos ARMAX,

levando-se em consideração os menores ı́ndices FPE. Para tais estruturas, verificou-se que não

houve diferenças significativas entre os ı́ndices NRMSE considerando a aplicação pretendida,

ou seja, observação de estados. Em outras palavras, tendo-se como objetivo a aplicação dos

modelos na construção de um modelo geral para fins de observação, não é vantajoso aumentar a

ordem dos modelos em troca de tão pouco ganho em relação ao desempenho mensurado por esse

critério (menor que 3 pontos percentuais). Tendo isso em mente, foram escolhidas as estruturas

de menor ordem posśıvel, ou seja, a estrutura 04 para modelos do tipo LPVu×yi(sj) e a estrutura

07 para modelos do tipo LPVyi×yo(sj). Substituindo-se o valor dos termos ny, nu, nν e nk nas

equações (4.5) e (4.6) obtém-se:

y(sj,k) = −a1(sj)y(sj,k − 1) + b1(sj)u(sj,k − 1)

+ c1(sj)ν(sj ,k − 1) + c2(sj)ν(sj,k − 2) + ν(sj ,k) (4.7)

e

y(L,k) = −α1(sj)y(L,k − 1) + β0(sj)y(sj,k) + β1(sj)y(sj,k − 1)

+ γ1(sj)ν(sj ,k − 1) + γ2(sj)ν(sj ,k − 2) + ν(sj ,k) (4.8)

4.2.4 Análise residual

Outro critério importante na validação de um modelo é a análise residual. Tal análise consiste

em um conjunto de testes que são utilizados para verificar se os reśıduos são aleatórios ou não. Se

os reśıduos não forem aleatórios, significa que existem informações contidas neles que o modelo

utilizado não conseguiu explicar ou, melhor dizendo, que o modelo não conseguiu explicar tudo

que era explicável nos dados. Neste trabalho, foram utilizados duas funções para validação
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Tabela 4.5: Índices NRMSE dos modelos u× yi.
Estrutura(ny nu nν nk) Posição s2 = 175mm Posição s5 = 700mm Posição s8 = 1225mm

04(1121) 86,85% 86,59% 84,24%
08(1221) 88,33% 85,15% 85,83%
12(2121) 88,59% 88,59% 85,95%
16(2221) 88,28% 88,28% 86,52%
20(3121) 88,67% 88,67% 85,91%
24(3221) 85,76% 85,76% 87,82%

Tabela 4.6: Índices NRMSE dos modelos yi × yo.
Estrutura(ny nu nν nk) Posição s2 = 175mm Posição s5 = 700mm Posição (s8 = 1225mm)

07(1220) 92,04% 93,93% 95,19%
15(2220) 91,90% 93,70% 95,95%
23(3220) 91,98% 94,05% 96,00%

dos modelos em relação aos reśıduos, a autocorreção dos reśıduos e a correlação cruzada entre

os reśıduos e o sinal de entrada. Ambas a funções avaliam correlações lineares e são dadas

respectivamente por:

rξξ(τ) = E{ξ(k − τ)}ξ(k) = δ(0) (4.9)

e

ruξ(τ) = E{u(k − τ)}ξ(k) = 0, ∀τ (4.10)

sendo que τ , nesse caso, representa o deslocamento temporal que define qual amostra está sendo

correlacionada com a amostra no instante k.

Se não houver autocorrelação dos reśıduos, significa que o modelo obtido (no caso um mo-

delo linear), conseguiu explicar tudo que era explicável nos dados. Além disso, se não houver

correlação cruzada entre os reśıduos e o sinal de entrada, significa que o desempenho do mo-

delo será igualmente adequado para outro sinal de entrada, com a mesma faixa de operação,

porém, diferente daquele utilizado na validação. Os gráficos da autocorrelação dos reśıduos e da

correlação cruzada entre os reśıduos e o sinal de entrada, para as estruturas 04 e 07 escolhidas

anteriormente para os modelos LPV uy e LPV yy, respectivamente, são apresentados na Figura

4.11. Observe que nos dois casos, os reśıduos não são autocorrelacionados, no entanto, verifica-se

que existe uma pequena correlação entre os reśıduos e o sinal de entrada para o modelo do tipo

LPV uy. A correlação pode variar para mais ou para menos dependendo da posição do espaço

considerada.

Contudo, como dito anteriormente, neste trabalho tem-se interesse em um modelo adequado

para observação de estados (um modelo o mais simples posśıvel). Além disso, deseja-se mostrar

que é posśıvel minimizar os erros devido a dinâmicas não modeladas por meio da estimação em

tempo real de estados e parâmetros utilizando-se observadores. Dessa forma, prossegue-se com

os modelos definidos por meio dos critérios utilizados anteriormente (FPE e NRMSE). Assume-

se, dessa forma, que existe erro de modelagem. Esse resultado será mostrado mais a frente na
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Figura 4.11: Análise dos reśıduos dos modelos escolhidos (ponto s2).

implementação de observadores.

4.2.5 Estimação de parâmetros

Definidas as estruturas dos modelos ARMAX polinomiais, deu-se inicio à estimação dos

parâmetros. O objetivo nessa etapa é conseguir relacionar o comportamento dos parâmetros

correspondentes de cada modelo local com a variação espacial unidimensional da posição em que

se deseja monitorar a temperatura do sistema. Nesse caso, utilizando-se os dez ensaios realizados

e as estruturas obtidas segundo o procedimento descrito na subseção anterior (subseção 4.2.3),

os modelos LPVu×yi(sj) e LPVyi×yo(sj) foram obtidos para todas as nove posições estabelecidas

na discretização espacial do forno. Isso significa que foram realizadas dez estimações para cada

parâmetro. Esse procedimento é interessante porque através dele é posśıvel ter uma noção do

espalhamento dos parâmetros em torno de um valor que seria o valor mais provável do mesmo.

No entanto, para que isso seja válido, é necessário que um número maior de realizações (pelo

menos 30) sejam feitas, aumentando-se a segurança estat́ıstica dos experimentos. Para este
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trabalho, no entanto, foram feitas apenas dez realizações.

De acordo com o passo 4 do Algoritmo 2 (Ver seção 3.2), utilizando os conjuntos de parâ-

metros estimados para cada tipo de modelo, em cada ponto do espaço, foram ajustadas curvas

para obtenção de funções suaves dependentes do espaço conectando cada famı́lia de parâmetros

(funções scheduling). A obtenção dessas funções foi realizada por meio de ajustes polinomiais

por mı́nimos quadrados ponderados (MQP – Ver subseção 2.1.3). Nesse caso, a matriz de pesos

utilizada é constrúıda a partir do inverso da variância de cada parâmetro obtida na etapa de

identificação dos modelos locais. Sendo assim, o algoritmo dá maior importância aos parâme-

tros estimados com menor variância. Em geral, essa estratégia faz com que o desvio padrão

diminua porque não se despreza a massa de dados dispońıvel e maior importância é atribúıda

às estimações com menor incerteza [May79].

A seguir, são apresentados os resultados para a estimação das funções scheduling em ques-

tão. Como será visto mais adiante, os modelos utilizando os parâmetros definidos por essas

funções devem ser validados. As validações devem ser realizadas tanto nas posições onde as

medições são conhecidas e utilizadas para estimação de parâmetros quanto em posições onde

elas são conhecidas mas não são utilizadas para estimação de parâmetros. Como são dispońıveis

no máximo nove posições de medição, os modelos obtidos utilizando-se as funções scheduling

constrúıdas a partir de todas esses nove posições não podem ser validadas em locais diferentes.

Sendo assim, foram constrúıdas também funções scheduling a partir do ajuste utilizando-se me-

dições de apenas cinco posições e três posições. Para aquelas constrúıdas, por exemplo, a partir

de cinco posições existirão quatro posições em que as medições são conhecidas mas não são

utilizadas para estimação dos parâmetros, ou seja, nesses locais espećıficos os parâmetros são

determinados unicamente pelas funções scheduling ajustadas. No caso dos ajustes utilizando-

se três posições, o número de locais onde existem medições mas elas não são utilizadas para

estimação de parâmetros são seis.

Uma vez que as funções scheduling são obtidas, os modelos do tipo LPVu×yi(sj) e LPVyi×yo(s̄j)

passam a ser, respectivamente, modelos do tipo LPVu×yi(sℓ) e LPVyi×yo(s̄ℓ) em que seus parâ-

metros dependem respectivamente de uma variável espacial cont́ınua denotada como variável

scheduling. Para a estratégia proposta no presente trabalho, os modelos LPV são complementa-

res e, sendo assim, as variáveis scheduling também o são. Dessa forma, para o primeiro modelo

ela é representada por sℓ e para o segundo modelo ela é representada como ‘s̄ℓ = L − sℓ. As

funções scheduling representam, de certa maneira, a caracteŕıstica espaço-dependente do SPD

original. Sendo assim, as variáveis sj, tal que j ∈ Z, que definem as posições fixas do espaço

nas equações (4.3) e (4.4) podem ser substitúıdas por sℓ, tal que ℓ ∈ R, ou s̄ℓ, dependendo

do modelo, que definem um ponto intermediário qualquer do sistema, tal que 0 < sℓ < L,

obtendo-se:

y(sℓ,k) =−

ny∑

iy=1

aiy(sℓ)y(sℓ,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

biu(sℓ)u(0,k − iu)

+

nν∑

iν=1

ciν(sℓ)ν(sℓ,k − iν) + ν(sℓ,k) (4.11)
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e

y(L,k) =−

ny∑

iy=1

αiy(s̄ℓ)y(L,k − iy) +

nk+nu−1∑

iu=nk

βiu(s̄ℓ)y(s̄ℓ,k − iu)

+
nν∑

iν=1

γiν (s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − iν) + ν(s̄ℓ,k) (4.12)

e consequentemente, para as estruturas espećıficas escolhidas tem-se:

y(sℓ,k) = −a1(sℓ)y(sℓ,k − 1) + b1(sℓ)u(0,k − 1)

+ c1(sℓ)ν(sℓ,k − 1) + c2(sℓ)ν(sℓ,k − 2) + ν(sℓ,k) (4.13)

e

y(L,k) = −α1(s̄ℓ)y(L,k − 1) + β0(s̄ℓ)y(s̄ℓ,k) + β1(s̄ℓ)y(s̄ℓ,k − 1)

+ γ1(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 1) + γ2(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 2) + ν(s̄ℓ,k) (4.14)

em que os parâmetros são funções polinomiais da forma:

a(sℓ) =

na∑

ia=0

aiasℓ
ia (4.15)

sendo que ia define a ordem do polinômio. As funções polinomiais ajustadas (funções scheduling)

são dadas pelas funções polinomiais listadas a seguir:

1. Funções scheduling obtidas a partir do ajuste polinomial dos parâmetros uti-

lizando 9 posições:

b1(sℓ) = −4,2490× 10−12s3ℓ + 3,4291× 10−9s2ℓ − 1,5999× 10−5sℓ + 0,0568 (4.16)

a1(sℓ) = 9,5100× 10−12s3ℓ − 4,7554× 10−8s2ℓ + 4,3890× 10−5sℓ − 0,9112 (4.17)

w1(sℓ) = −2,3370× 10−11s3ℓ + 6,6704× 10−8s2ℓ − 5,7759× 10−5sℓ + 0,0237 (4.18)

β0(s̄ℓ) = 2,0229× 10−10s̄ℓ
3 − 4,7445× 10−7s̄ℓ

2 + 1,1916× 10−4s̄ℓ + 0,7532 (4.19)

β1(s̄ℓ) = −2,5343× 10−10s̄ℓ
3 + 6,2283× 10−7s̄ℓ

2 − 2,8674× 10−4s̄ℓ − 0,6551 (4.20)

α1(s̄ℓ) = −5,5237× 10−11s̄ℓ
3 + 1,4785× 10−7s̄ℓ

2 − 1,5578× 10−4s̄ℓ − 0,8992 (4.21)

w2(s̄ℓ) = 8,1120× 10−11s̄ℓ
3 − 1,8802× 10−8s̄ℓ

2 + 1,6462× 10−4s̄ℓ + 0,0017 (4.22)

2. Funções scheduling obtidas a partir do ajuste polinomial dos parâmetros uti-

lizando 5 posições:

b1(sℓ) = −3,3299× 10−9s2ℓ − 1,5982× 10−5sℓ + 0,05711 (4.23)

a1(sℓ) = −3,0164× 10−8s2ℓ + 3,3929× 10−5sℓ − 0,91092 (4.24)

w1(sℓ) = 1,4014× 10−8s2ℓ − 2,6372× 10−5sℓ + 0,01952 (4.25)

β0(s̄ℓ) = −4,8261× 10−8s̄ℓ
2 − 1,3554× 10−4s̄ℓ + 0,8171 (4.26)

β1(s̄ℓ) = 5,7969× 10−8s̄ℓ
2 + 8,1357× 10−5s̄ℓ − 0,7485 (4.27)

α1(s̄ℓ) = 2,9771× 10−8s̄ℓ
2 − 8,6561× 10−5s̄ℓ − 0,9149 (4.28)

w2(s̄ℓ) = 3,8259× 10−9s̄ℓ
2 − 3,1247× 10−6s̄ℓ + 0,0068 (4.29)
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3. Funções scheduling obtidas a partir do ajuste polinomial dos parâmetros uti-

lizando 3 posições:

b1(sℓ) = 1,3291× 10−9s2ℓ − 2,2196× 10−5sℓ + 0,0563 (4.30)

a1(sℓ) = −1,5101× 10−8s2ℓ + 1,3591× 10−5sℓ − 0,9118 (4.31)

w1(sℓ) = 1,6636× 10−8s2ℓ − 3,2243× 10−5sℓ + 0,0213 (4.32)

β0(s̄ℓ) = −2,5839× 10−4s̄ℓ + 0,9036 (4.33)

β1(s̄ℓ) = 2,3909× 10−4s̄ℓ − 0,8628 (4.34)

α1(s̄ℓ) = −1,6436× 10−5s̄ℓ − 0,9559 (4.35)

w2(s̄ℓ) = 4,9739× 10−6s̄ℓ + 0,0029 (4.36)

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.12 a 4.15 mostram como os parâmetros se comportam

em função das variáveis scheduling sℓ ou s̄ℓ e apresentam o intervalo de confiança de 95% calcu-

lados para cada ajuste (calculado a partir da função “polyconf” do MATLABr). Nesse ponto,

é importante lembrar que os modelos do rúıdo do processo dados por: e1(sℓ,k) = c1(sℓ)ν(sℓ,k−

1) + c2(sℓ)ν(sℓ,k − 2) + ν(sℓ,k) e e2(s̄ℓ,k) = γ1(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 1) + γ2(s̄ℓ)ν(s̄ℓ,k − 2) + ν(s̄ℓ,k) e

são utilizados pelo estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ) apenas para reduzir o

problema de polarização na estimação dos parâmetros. Sendo assim, para a aplicação de fato,

apenas os termos que representam o modelo do processo, são utilizados. Contudo, os valores es-

timados para os modelos do rúıdo de processo podem ser utilizados no projeto dos observadores,

na construção da matriz Q (Ver seção 3.3). Portanto, nos gráficos a serem apresentados a seguir

as funções w1(sℓ) = var[e1(sℓ)] e w2(s̄ℓ) = var[e2(s̄ℓ)] produzem estimativas das incertezas dos

modelos LPV a serem utilizadas no projeto dos observadores. Note que e1(sℓ) e e2(s̄ℓ) estão

em negrito indicando N realizações de e1(sℓ,k) e e2(s̄ℓ,k), respectivamente. Como mencionado

anteriormente, as funções scheduling são constrúıdas utilizando nove, cinco e três posições de

medição.

Nesse ponto surge uma questão importante em relação aos d́ıgitos significativos considerados

para construção dos polinômios. Note, por exemplo, que o primeiro coeficiente dos polinômios

ajustados para obtenção das funções scheduling utilizando-se nove posições do espaço, possuem

ordem em torno de 10−10. No entanto, tais coeficientes são multiplicados pela variável sℓ elevada

ao cubo, dessa forma, se pensarmos que os valores de sℓ são dados em miĺımetros, esse valor

se torna razoável. Contudo, o problema numérico relacionado à necessidade ou não de serem

considerados coeficientes com ordem de grandeza tão pequena ainda persiste. Ou seja, seria

mesmo necessário considerar um polinômio de ordem 3 para construção das funções scheduling

utilizadas nesse trabalho?

Como visto anteriormente, o ajuste polinomial proposto neste trabalho utiliza o método de

mı́nimos quadrados ponderados, em que, os pesos atribúıdos a cada observação (parâmetros dos

modelos locais) são dados pelo inverso da variância de cada parâmetro estimado pelas técnicas

de identificação de sistemas a parâmetros concentrados. Dessa forma, é importante que o grau

do polinômio permita que a curva ajustada consiga levar em consideração os pesos atribúıdos

a cada observação. Se, por exemplo, aos dados indicados na Figura 4.12(a) for ajustada uma

reta, apenas os dois pontos com maior peso serão considerados no ajuste, o que pode gerar
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uma curva que não descreve bem os parâmetros nas outras posições do espaço. Sabe-se que

o comportamento da temperatura ao longo do processo para o exemplo prático utilizado neste

trabalho é aproximadamente homogênea (como pode ser visto no gráfico da Figura 4.8 superior),

nesse caso, uma reta poderia ser ajustada e gerar resultado satisfatório. No entanto, podem

existir processos em que as diferenças entre os parâmetros em cada posição sejam mais distintas,

o que leva à necessidade da utilização de um polinômio com maior grau ou até mesmo de uma

interpolação polinomial. Logicamente, o aumento do grau do polinômio sem nenhum critério

pode gerar oscilações o que não é viável. Polinômios de baixa ordem tendem a ser suaves ao

passo que polinômios de alta ordem tendem a ser irregulares. Sendo assim, neste trabalho, em

um primeiro momento, escolheu-se o grau do polinômio de forma a obter uma curva que melhor

se ajustasse aos dados (suavização) sem que ocorressem grandes oscilações, isso aconteceria, por

exemplo, se aos dados indicados na Figura 4.12(a) fosse ajustado um polinômio de grau 4 ou

superior. Essa discussão será retomada mais à frente quando forem validados os modelos obtidos

a partir das funções scheduling constrúıdas considerando-se 3, 5 e 9 posições para interpolação.
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Figura 4.12: Funções scheduling b1(sℓ) e a1(sℓ).
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(c) Função scheduling w1(sℓ) (3 pontos).

Figura 4.13: Funções scheduling w1(sℓ).
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(a) Função scheduling β0(s̄ℓ) (9 pontos).
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(b) Função scheduling β1(s̄ℓ) (9 pontos).
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(c) Função scheduling β0(s̄ℓ) (5 pontos).
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(d) Função scheduling β1(s̄ℓ) (5 pontos).
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(e) Função scheduling β0(s̄ℓ) (3 pontos).
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(f) Função scheduling β1(s̄ℓ) (3 pontos).

Figura 4.14: Funções scheduling β0(s̄ℓ) e β1(s̄ℓ).
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(a) Função scheduling α1(s̄ℓ) (9 pontos).

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

 

 

w2
Ajuste
w2,Sup
w2,Inf

s̄ℓ(mm)
w

2
(s̄

ℓ
)

(b) Função scheduling w2(s̄ℓ) (9 pontos).
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(c) Função scheduling α1(s̄ℓ) (5 pontos).
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(d) Função scheduling w2(s̄ℓ) (5 pontos).
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(e) Função scheduling α1(s̄ℓ) (3 pontos).
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(f) Função scheduling w2(s̄ℓ) (3 pontos).

Figura 4.15: Funções scheduling α1(s̄ℓ) e w2(s̄ℓ).
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4.2.6 Modelo em espaço de estados

Uma vez definidas as funções que descrevem o comportamento dos parâmetros em relação

à coordenada espacial sℓ ou s̄ℓ, as equações (4.13) e (4.14) podem ser reescritas em uma única

equação no espaço de estados. Uma forma para alcançar esse resultado consiste em reescrever

os modelos de processo de cada uma das representações LPV como funções de transferência

aplicando-se a transformada Z unilateral e, em seguida, assumindo as variáveis de sáıda de

cada modelo como variáveis de estado, obter uma realização na forma de espaço de estados, por

exemplo, utilizando-se a forma canônica observável como descrito na seção 3.3. Nesse caso, em

tratando-se de dois modelos de primeira ordem simples, como é o utilizado neste trabalho, foi

considerada outra forma para obter a representação em espaço de estados. Seja, portanto, os

modelos de processo definidos pelas equações (4.37) e (4.38) a seguir:

y(sℓ,k) = −a1(sℓ)y(sℓ,k − 1) + b1(sℓ)u(0,k − 1) (4.37)

e

y(L,k) = −α1(s̄ℓ)y(L,k − 1) + β0(s̄ℓ)y(sℓ,k) + β1(s̄ℓ)y(sℓ,k − 1) (4.38)

Reescrevendo (4.37) e (4.38) para amostra k+1 e substituindo a primeira na segunda obtém-

se:

y(sℓ,k + 1) = −a1(sℓ)y(sℓ,k) + b1(sℓ)u(0,k) (4.39)

e

y(L,k + 1) =− α1(s̄ℓ)y(L,k) + β0(s̄ℓ)y(sℓ,k + 1) + β1(s̄ℓ)y(sℓ,k)

=− α1(s̄ℓ)y(L,k) + (β1(s̄ℓ)− β0(s̄ℓ)a1(sℓ))y(sℓ,k) + β0(s̄ℓ)b1(sℓ)u(0,k) (4.40)

Assumindo y(L,k) e y(sℓ,k) como sendo, respectivamente, as variáveis de estado x1(L,k) e

x2(sℓ,k) obtém-se diretamente a equação em espaço de estados dada por:

[
x1(L,k + 1)
x2(sℓ,k + 1)

]

=

[
−α1(s̄ℓ) (β1(s̄ℓ)− β0(s̄ℓ)a1(sℓ))

0 −a1(sℓ)

] [
x1(L,k)
x2(sℓ,k)

]

+

[
β0(s̄ℓ)b1(sℓ)
b1(sℓ)

]

u(0,k)

(4.41)

y(L,k) =
[
1 0

]
[
x1(L,k)
x2(sℓ,k)

]

(4.42)

Obtém-se, portanto, uma representação do SPD (forno) condizente com o objetivo da identi-

ficação, ou seja, uma representação em espaço de estados adequada ao projeto de observadores.

Como se trata de um modelo cujos parâmetros variam em função do espaço, daqui em diante

esse modelo será referido como modelo SS-LPV.
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4.2.7 Validação dos modelos SS-LPV

A validação das representações gerais SS-LPV foram realizadas por meio da simulação livre

dos modelos e da análise dos ı́ndices NRMSE de suas predições. Foram consideradas, portanto,

as três condições de identificação das funções scheduling, ou seja, com nove, com cinco e com

três posições de medição. De fato, nas simulações realizadas com nove posições os parâmetros

estimados a partir das funções scheduling coincidem com os parâmetros obtidos na identificação

dos modelos locais, ou seja, com os parâmetros utilizados para gerá-las. Dessa forma, a simulação

do modelo SS-LPV utilizando as funções produzidas com nove posições, servem apenas como

base de comparação para os modelos cujas funções scheduling são constrúıdas a partir de cinco

e de três posições de medição. Observe que nesse dois últimos casos, existem situações em que

a medição do sinal de temperatura intermediária é conhecido em uma determinada posição mas

não é utilizada para gerar modelos locais e, portanto, parâmetros nessa mesma posição. Sendo

assim, é posśıvel analisar as respostas dos modelos SS-LPV utilizando-se parâmetros diferentes

daqueles utilizados para gerar uma função scheduling. Esse prinćıpio é semelhante ao caso de

validação de modelos locais no qual deve ser utilizada uma massa de dados diferente daquela

destinada à identificação.

As Figuras 4.16, 4.17 e 4.18 apresentam, respectivamente, os resultados das simulações livres

realizadas para as posições do espaço s2 = 175mm, s5 = 700mm e s8 = 1225mm, ou seja, um

ponto no ińıcio, um ponto no meio e um ponto no final do sistema. Em cada uma dessas figuras

existem três pares de gráficos que mostram o comportamento dinâmico dos estados dos modelo

SS-LPV e do erro de predição de cada um considerando as três condições de identificação das

funções scheduling. Através das respostas, é posśıvel verificar, de forma qualitativa, que não

houve perdas significativas no desempenho dos modelos na medida em que um número menor

de posições de medição foram utilizadas. Esse resultado pode ser atribúıdo ao comportamento

homogêneo dos parâmetros ao longo do espaço. Note, por exemplo, que o comportamento das

funções scheduling β1(s̄ℓ), apresentadas nos gráficos da Figura 4.14, são ligeiramente diferentes,

porém, possuem aproximadamente o mesmo comportamento passando por faixas de valores

próximos.

Na análise residual efetuada para os modelos LPV uy e LPV yy (subseção 4.2.4) foi verificado

que que existe uma pequena correlação entre os reśıduos e o sinal de entrada para o modelo

do tipo LPV uy. O resultado de tal correlação pode ser observado nos gráficos das Figuras

4.16 a 4.18 que dão ind́ıcios de tendência no sinal resultando na polarização do estimador.

Essa tendência pode ser observada com maior facilidade olhando o sinal do erro de estimação,

principalmente no intervalo de 2000s a 2500s, para o estado x2(sℓ,k). Como será visto nos

desenvolvimentos a seguir, uma hipótese para o aparecimento de tal tendência é a dinâmica

lenta de aquecimento das paredes do forno que não é considerada nos modelos obtidos até

então. Esse efeito poderia ser minimizado introduzindo-se um termo constante no modelo do

processo. No entanto, como as paredes do forno não são aquecidas sempre da mesma forma

o termo constante poderia não descrevê-lo bem. Portanto, uma solução mais inteligente para

corrigir a tendência no sinal seria, por exemplo, interpretá-la como uma perturbação na entrada

ou nos estados do sistema e estimá-la utilizando-se um observador como será visto mais a frente

na seção 4.3.
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Para validar os modelos SS-LPV de forma quantitativa, foram calculados os ı́ndices NRMSE

para as predições realizadas em cada posição do espaço considerando também as três condições

para obtenção das funções scheduling. Os resultados dos cálculos são apresentados na Tabela

4.7. Nessa tabela, os valores em negrito referem-se aos pontos do espaço cujas medições são

conhecidas mas não foram utilizadas para obtenção de modelos locais e, portanto, para gerar

os parâmetros a serem utilizados nos ajustes polinomiais. Mais uma vez, é posśıvel perceber

que o valor dos ı́ndices permanecem próximos uns dos outros mantendo-se em torno de 80%

para todos os casos. Nesse ponto, vale a pena retomar a discussão iniciada no final da subseção

4.2.5 em relação à ordem dos polinômios utilizados para o ajuste de curva. Note, portanto, que

não havendo diferenças significativas em relação ao desempenho dos diversos modelos obtidos

considerando-se as três condições para obtenção das funções scheduling (do ponto de vista de

observação de estados), bastava, por exemplo, ajustar uma reta aos dados indicados na Figura

4.12(a) para obtenção de um modelo SS-LPV adequado à observação de estados.

Como era esperado, em relação aos ı́ndices NRMSE obtidos para os modelos locais, houve

uma pequena redução de desempenho. Tal redução pode ser percebida ao comparar os valores

dos ı́ndices NRMSE nos pontos sℓ = 175mm, sℓ = 700mm e sℓ = 1225mm, do estado x1(L,k),

considerando nove pontos para o ajuste de curva, apresentados na Tabela 4.7, com os valores

dos ı́ndices nos pontos correspondentes apresentados na Tabela 4.6 para a estrutura 07 (1220).

Essa redução deve-se ao fato de que os valores da Tabela 4.6 são resultantes da simulação livre

do modelo LPVyi×yo que considera como entrada o sinal medido y(sj,k) e não uma predição

como é o caso do estado propagado x2(sℓ,k). Finalmente, do ponto de vista de observação de

estados, ou seja, em relação à aplicação pretendida, conclui-se, com base nesses resultados, que

os modelos são satisfatórios.

Tabela 4.7: Índices NRMSE do modelo SS-LPV avaliados utilizando as funções scheduling
constrúıdas a partir de 9, 5 e 3 pontos.

Posição sℓ (mm)
com 9 pontos com 5 pontos com 3 pontos

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)

0 85,83% 85,36% 85,86% 80,79% 85,84% 85,00%
175 86,56% 83,87% 86,84% 83,80% 87,04% 84,81%
350 87,18% 82,66% 87,39% 84,75% 86,55% 84,55%
525 86,39% 82,02% 86,08% 85,03% 85,02% 84,17%
700 85,15% 82,27% 85,25% 84,98% 86,25% 83,71%
875 85,19% 83,05% 83,31% 83,70% 81,85% 82,73%
1050 83,75% 83,76% 81,93% 81,01% 80,59% 81,50%
1225 82,98% 82,52% 80,64% 76,70% 78,86% 79,78%
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(a) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 9 pontos).
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(b) Resposta do estado x1(L,k) (com 9 pontos).
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(c) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 5 pontos).
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(d) Resposta do estado x1(L,k) (com 5 pontos).
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(e) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 3 pontos).
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(f) Resposta do estado x1(L,k) (com 3 pontos).

Figura 4.16: Simulação livre do modelo SS-LPV no ponto s2 = 175mm.
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(a) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 9 pontos).
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(b) Resposta do estado x1(L,k) (com 9 pontos).
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(c) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 5 pontos).

0 500 1000 1500 2000 2500
−6

−4

−2

0

2

4

6

 

 

0 500 1000 1500 2000 2500
−1

−0.5

0

0.5

1

 

 

y(L,k)
x1(L,k)

Tempo (s)

Tempo (s)

T
em

p
er
a
tu
ra

(◦
C
)
T
em

p
er
a
tu
ra

(◦
C
)

Erro

(d) Resposta do estado x1(L,k) (com 5 pontos).
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(e) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 3 pontos).
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(f) Resposta do estado x1(L,k) (com 3 pontos).

Figura 4.17: Simulação livre do modelo SS-LPV no ponto s5 = 700mm.
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(a) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 9 pontos).
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(b) Resposta do estado x1(L,k) (com 9 pontos).
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(c) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 5 pontos).
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(d) Resposta do estado x1(L,k) (com 5 pontos).
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(e) Resposta do estado x2(sℓ,k) (com 3 pontos).
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(f) Resposta do estado x1(L,k) (com 3 pontos).

Figura 4.18: Simulação livre do modelo SS-LPV no ponto s8 = 1225mm.
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4.3 Projeto de observadores

Visto que os modelos SS-LPV apresentaram resultados satisfatórios em termos dos ı́ndi-

ces avaliados, deu-se ińıcio ao projeto dos observadores. A utilização de observadores para a

estratégia de monitoramento proposta no presente trabalho é fundamental devido à etapa de

correção das predições realizadas pelos modelos. Com essa etapa é posśıvel melhorar a precisão

das estimativas. É importante lembrar que durante a operação normal do sistema, apenas um

sensor, localizado no final do processo estará dispońıvel, sendo que os sensores intermediários,

utilizados na etapa de identificação, são removidos e, dessa forma, deve-se melhorar a confi-

ança nas estimativas. Além disso, no projeto de observadores é posśıvel que variáveis extras

sejam acrescentadas aos modelos e estimativas extras, tais como, a estimação em tempo real de

perturbações e de parâmetros sejam realizadas. Nesse sentido, é posśıvel que estimativas mais

completas sejam obtidas e informações não capturadas na identificação, tais como, distúrbios e

não linearidades, sejam recuperadas e utilizadas a favor do objetivo final.

Nessa seção são apresentados os resultados obtidos no projeto de observadores. Tais re-

sultados são expressos em termos dos erros de estimação. Sendo assim, em primeiro lugar os

resultados de identificação são reescritos em função dos erros de predição e servem como uma

primeira referência para a comparação entre os tipos de observadores implementados. Logi-

camente, à primeira vista, comparar uma estimação em tempo real com uma predição off-line

parece inapropriado. Porém, o objetivo é mostrar que a estratégia de monitoramento utilizando

observadores é conveniente mesmo que o modelo seja simples, e tenham polarização devido a

dinâmicas não modeladas tais como aquelas mencionadas na subseção 2.1.4.

A complexidade dos observadores implementados é aumentada gradativamente e além da

comparação com as simulações livres dos modelos SS-LPV, eles são comparados entre si. Como

visto na seção anterior, de acordo com o ı́ndice NRMSE, não houve diferenças significativas

entre os modelos SS-LPV projetados utilizando-se funções scheduling constrúıdas a partir dos

parâmetros dos modelos locais considerando-se nove, cinco e três posições do espaço. Dessa

forma, para avaliar o comportamento dos observadores são utilizados os modelos SS-LPV com

nove e com três posições de medição. Para facilitar a notação esses modelos serão referidos,

respectivamente, como SS-LPV9 e SS-LPV3. O caso em que usa-se cinco posições de medição

não é apresentado para evitar repetições. Os resultados são apresentados graficamente e os

dados utilizados para gerá-los também podem ser visualizados nas tabelas do apêndice A.

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.19 mostram o comportamento do erro médio, ē =

média(x − x̂), e da variância do erro, σ2
e , para os modelos SS-LPV9 e SS-LPV3, avaliados nas

posições do espaço utilizadas para identificação. Observe que, como as funções scheduling apro-

ximam o comportamento dos parâmetros em função do espaço com um certo grau de incerteza,

é posśıvel que o desempenho dos modelos SS-LPV3 seja melhor do que dos modelos SS-LPV9,

para alguns locais. Sendo assim, uma forma mais intuitiva de comparar os modelos é observando

a média do erro médio de predição, ¯̄e, e a média da variância do erro de predição, σ̄2
e .

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.19(a) e 4.19(b) mostram que a diferença entre as

predições realizadas pelos modelos SS-LPV3 não diferenciam significativamente em relação ao

modelo SS-LPV9. Tanto a média quanto a variância do erro de predição permanecem próximas

para os dois modelos. Verifica-se que para o estado x2(sℓ,k) a variância do erro de predição é
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de 0,11. Esse valor está próximo da precisão dos termopares utilizados na identificação cuja

variância é de 0,09. O mesmo ocorre com o estado x1(L,k). Observa-se que, mesmo para o caso

em que considera-se três posições para obtenção das funções scheduling, a média dos valores

permanecem dentro da faixa de precisão dos termopares (Ver Tabela (4.1)).
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Figura 4.19: Comparação entre as predições dos estados pelos modelos SS-LPV3 (Azul) e SS-
LPV9 (Vermelho).

Até aqui, foi visto que os modelos SS-LPV são determinados de acordo com parâmetros defi-

nidos por funções espaço-dependentes conhecidas como funções scheduling. Neste trabalho, tais

funções dependem de uma variável espacial sℓ ou s̄ℓ = L− sℓ conhecidas como variáveis schedu-

ling. Uma vez que tais variáveis são informadas pelo usuário, os modelos SS-LPV adaptam-se de

forma que, localmente, se tornam modelos a parâmetros concentrados. Sendo assim, daqui em

diante, para facilitar a notação, a dependência espacial dos modelos será omitida nas equações,

contudo, o leitor deve ter em mente, que os parâmetros, estados e sinais envolvidos dependem

de uma variável espacial que define a posição de monitoramento do SPD. Dito isso, a seguir são

apresentados os resultados na implementação dos observadores.

4.3.1 O observador de Kalman

Uma vez que foi verificado que a diferença entre as predições realizadas pelos modelos SS-

LPV9 e SS-LPV3 são próximas, as análises de desempenho dos observadores são realizadas

tomando-se como referência aqueles projetados a partir do modelo SS-LPV3. De qualquer forma,

nas tabelas e gráficos a seguir, também são apresentados os resultados para os observadores

projetados a partir do modelo SS-LPV9. O primeiro observador projetado foi o observador

de Kalman, também conhecido como filtro de Kalman. Para tanto, foi utilizado o modelo em

espaço de estados descrito pela equação 4.41. Trata-se, portanto, de uma representação linear

invariante no tempo (LTI). Sendo assim, a equação geral (2.43) pode ser reescrita como:

x(k + 1) = f(u(k),y(k),k) = Ax(k) + Bu(k) +w(k)
y(k) = h(u(k),y(k),k) = Cx(k) +Du(k) + v(k)

(4.43)
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em que xk = [x1(k) x2(k)]
T e A, B, C e D são matrizes constantes dadas por:

A =

[
−α1 (β1 − β0a1)
0 −a1

]

; B =

[
β0b1
b1

]

; C =
[
1 0

]
; D = 0 (4.44)

e

Q =

[
σ2
e2 0
0 σ2

e1

]

; R = σ2
v (4.45)

são, respectivamente, as matrizes de covariância do rúıdo de processo e do rúıdo de medição.

Para esse caso, a equação do observador de Kalman é definida como:

x̂(k + 1) = A(x̂(k)−K(k)[Cx̂(k)− y(k)]) + Bu(k) (4.46)

sendo que K(k) é o vetor de ganhos ótimos calculado de acordo com o algoritmo apresentado na

subseção 2.2.4. Os valores dos elementos deK(k) são mostrados na Figura 4.20 para s2 = 175mm

(são mostrados até 2000s para facilitar a visualização). A norma do vetor de ganho pode ser

interpretada como um ı́ndice que indica o esforço do observador para recuperar os estados a

partir dos dados de entrada-sáıda. A média da norma dos ganhos para esse caso, calculada

após a convergência, é igual a 0,8231. Note que existe um esforço maior em se estimar o estado

x1(L,k). A partir de k = 250s os ganhos se estabilizam. A condição de observabilidade para

esse caso é dada em termos da matriz de observabilidade, de acordo com a equação (2.61).
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Figura 4.20: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.21(a) e 4.21(b) mostram as estimações realizadas

pelo observador de Kalman. Comparando-se as estimativas obtidas por ele com as predições

do modelo SS-LPV3, observa-se que houve uma piora em relação à média do erro de estimação

do estado x2(sℓ,k). No entanto, as predições do modelo consideram apenas a parte dos dados

utilizada para validação do mesmo. Contudo, o observador considera os dados completos. Isso

sugere que apesar da validação do modelo ter mostrado que ele representa bem o sistema,

o observador mostra que ele não é tão geral quando são utilizados os dados completos. Os
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resultados das estimações realizadas pelo observador sugerem, portanto, que existem dinâmicas

nos dados, tais como, perturbações e não linearidades, que o modelo não consegue explicar. No

entanto, é posśıvel que tais informações sejam acrescentadas às dinâmicas do modelo através

dos observadores. Como o estado x1(L,k) é medido, os valores da média e da variância do erro

diminúıram melhorando a resposta em relação à filtragem do sinal.
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Figura 4.21: Resultados das estimações pelo observador de Kalman (estimação de estados). Em
azul, observadores obtidos utilizando-se modelos SS-LPV3 e em vermelho utilizando-se modelos
SS-LPV9.

Os gráficos apresentados na Figura 4.22 mostram as respostas do modelo SS-LPV3 e do

observador de Kalman projetado a partir desse modelo. Para o observador, é considerada a

mesma porção dos dados utilizada para validação, porém, após a convergência. Por isso, os

dados do observador são apresentados após 2500s.

4.3.2 O observador de Kalman com estimação de perturbação na
entrada

Como mencionado na subseção 2.1.4, em situações práticas é comum a presença de pertur-

bações externas que induzem a polarização do estimador utilizado para estimar os parâmetros

do modelo. Um exemplo de tais pertubações são as tendências que aparecem nos sinais medidos

devido, por exemplo, ao entupimento gradativo de válvulas ou dinâmicas lentas de aquecimento.

Durante a execução dos experimentos para aquisição de dados do forno percebeu-se que o aque-

cimento lento das paredes em acŕılico, inseriam uma dinâmica extra nas medições. Esse efeito

pode ser interpretado como uma entrada extra. Sendo assim, para o projeto do segundo obser-

vador essa informação foi acrescentada como um estado p(k) a ser estimado pelo observador de

Kalman. Para tanto, assumiu-se que p(k) fosse invariante no tempo ou que sua variação fosse

mais lenta que a variação dos estados. Sendo assim, as equações do sistema foram reescritas

como:
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(a) x2(sℓ,k) predito pelo modelo SS-LPV.
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(b) x2(sℓ,k) estimado pelo observador.
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(c) x1(L,k) predito pelo modelo SS-LPV.
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(d) x1(L,k) estimado pelo observador.

Figura 4.22: Comparação entre as predições realizadas pelo modelo SS-LPV e as estimativas
realizadas pelo observador de Kalman avaliados na posição sℓ = 175mm.

x(k + 1) = Ax(k) + B[u(k) + δu(k)] +w(k)
y(k) = Cx(k) + v(k)

(4.47)

em que xk = [x1(k) x2(k) p(k)]T e A, B e C são matrizes constantes dadas por:

A =





−α1 (β1 − β0a1) β0b1
0 −a1 0
0 0 1



 ; B =





β0b1
b1
0



 ; C =
[
1 0 0

]
; D = 0 (4.48)

e

Q =





σ2
e2 0 0
0 σ2

e1
0

0 0 0,03



 ; R = σ2
v (4.49)

são, respectivamente, as matrizes de covariância do rúıdo de processo e do rúıdo de medição.

Para esse caso, o elemento Q(3,3) é determinado experimentalmente de forma a garantir uma

velocidade de convergência adequada do observador. O observador não muda e é dado pela
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equação (4.46) em que K(k) é o vetor de ganhos ótimos calculado de acordo com o algoritmo

apresentado na subseção 2.2.4. Os valores dos elementos de K(k) são mostrados na Figura

4.23 para s2 = 175mm. Note que a convergência dos ganhos, para esse caso, demora mais

do que a convergência dos ganhos para o observador sem estimação da pertubação na entrada,

apresentado na seção anterior. Não houve aumento no ganho relacionado ao estado x1(L,k) (que

é o estado medido), porém, o ganho do estado x2(sℓ,k) aumentou. A média da norma do vetor

de ganhos, calculada após a convergência, é de 1,6320 e mostra que, como um estado a mais

é estimado, um esforço maior do observador é exigido (são mostrados até 2000s para facilitar

a visualização). Para esse caso, a condição de observabilidade também é dada em termos da

matriz de observabilidade dada pela equação (2.61).
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Figura 4.23: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.

Os gráficos apresentados na Figura 4.24 mostram os resultados das estimações realizadas

pelo observador de Kalman com estimação de perturbação na entrada. Note que os valores da

média e da variância do erro de estimação diminúıram significativamente tanto para o estado

x2(sℓ, k) quanto para o estado x1(L,k). Em relação ao observador de Kalman sem estimação

de perturbação na entrada, a média do erro de estimação do estado x2(sℓ,k) diminuiu cerca

de 70,41% e a variância do erro diminuiu cerca de 72,73%. Em relação ao estado x1(L,k), a

média do erro diminuiu de cerca de 96,44% e a variância se manteve dentro da mesma ordem de

grandeza. O resultado também pode ser visualizado nos gráficos apresentados na Figura 4.25

para o ponto sℓ = 175mm.

O comportamento da perturbação estimada pelo observador é apresentado no gráfico da

Figura 4.26. Como era de se esperar, o erro do modelo devido a uma dinâmica não mode-

lada, provavelmente resultante do aquecimento lento das paredes do forno, foi compensado pela

estimação da perturbação. Nesse caso, é posśıvel ter uma confiança maior nas estimativas

realizadas. Outro fato importante a ser mencionado é que a variação do erro de estimação per-

maneceu dentro de uma faixa de ±0,5◦C, ou seja, próximo da precisão (±0,3◦C) dos sensores

utilizados nos ensaios para aquisição de dados (Ver subseção 4.1.1).
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Figura 4.24: Resultados das estimações pelo observador de Kalman (estimação de estados e
perturbação na entrada). Em azul, observadores obtidos utilizando-se modelos SS-LPV3 e em
vermelho utilizando-se modelos SS-LPV9.

4.3.3 O observador de Kalman para estimação de estados e parâme-

tros

Na subseção anterior foi visto que os sinais medidos na aquisição dos dados para identificação

dos modelos locais apresentavam ind́ıcios de dinâmicas não capturadas pelos modelos SS-LPV.

Foi verificado que uma das causas aparentes era resultado do efeito do aquecimento lento das

paredes do forno. Outra questão pertinente tem haver com a qualidade do estimador em relação

à polarização. Além da polarização devido a tendências nos sinais medidos, é posśıvel que

o modelo definido para o rúıdo de processo não tenha sido suficiente para reduzir de forma

satisfatória o efeito da polarização na estimação dos parâmetros.

Outro ponto importante é que além das incertezas associadas aos parâmetros obtidos na

identificação dos modelos locais, existem as incertezas associadas ao processo de ajuste de curva

dos parâmetros na obtenção das funções scheduling. Dessa forma, outra possibilidade interes-

sante é estimar alguns parâmetros em tempo real, juntamente com os estados. Para isso, os

parâmetros a serem estimados devem ser admitidos como variáveis de estado e suas variações

devem ser nulas ou mais lentas que as variações dos estados.

Admitindo-se, por exemplo, os parâmetros b1 e α1 como sendo variáveis de estado, ou seja,

b1(sℓ,k) e α1(s̄ℓ,k), as equações (4.38) e (4.40) podem ser reescritas fazendo-se y(L,k) = x1(L,k)

e y(sℓ,k) = x2(ℓ,k) como:

x1(k + 1) = −α1(k)x1(k) + (β1 − β0a1)x2(k) + β0b1u(k) + w1(k)
x2(k + 1) = −a1x2(k) + b1(k)u(k) + w2(k)

(4.50)

como u(k) e y(L,k) são conhecidos, a equação de estados pode ser escrita como:
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(a) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman sem
estimação da perturbação na entrada.
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(b) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman com
estimação da perturbação na entrada.
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(c) x1(L,k) estimado pelo observador de Kalman sem
estimação da perturbação na entrada.
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(d) x1(L,k) estimado pelo observador de Kalman com
estimação da perturbação na entrada.

Figura 4.25: Comparação entre as predições realizadas pelos observadores de Kalman com e
sem estimação de perturbação na entrada projetados a partir do modelo SS-LPV3 avaliados na
posição sℓ = 175mm.
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+w(k) (4.51)

y(k) =
[
1 0 0 0

]







x1(k)
x2(k)
α1(k)
b1(k)






+ v(k) (4.52)

Observe que, nesse caso, a matriz de estados A depende do sinal de entrada u(k) e do sinal

de sáıda medido y(L,k). Portanto, ela deixa de ser constante e passa a ser variável no tempo.

Dessa forma, de acordo com a teoria exposta na subseção 2.2.1 o modelo passa a ser afin nos
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Figura 4.26: Comportamento da perturbação p(k) na entrada do sistema.

estados com injeção da sáıda. Sendo assim, o observador a ser implementado é não linear e a

forma geral do modelo é dada por:

x(k + 1) = f(u(k),y(k),k) = A(u(k),y(k))x(k) +w(k)
y(k) = h(u(k),y(k),k) = Cx(k) + v(k)

(4.53)

sendo que as matrizes Q e R são definidas como:

Q =







σ2
e2

0 0 0
0 σ2

e1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 3× 10−5






; R = σ2

v (4.54)

e a equação do observador é da forma:

x̂(k + 1) = A(u(k),y(k))(x̂(k)−K(k)[Cx̂(k)− y(k)]) (4.55)

sendo que K(k) é o vetor de ganhos ótimos calculado de acordo com o algoritmo apresen-

tado na subseção 2.2.4. Os valores dos elementos de K(k) são mostrados na Figura 4.27 para

s2 = 175mm. Note que durante todo o experimento os ganhos variam apresentando um com-

portamento bastante distinto do que foi verificado nos observadores de Kalman sem e com

perturbação na entrada (são mostrados até 2000s para facilitar a visualização). Uma explicação

para esse fato é que, como nesse caso a perturbação não é estimada, o seu efeito é distribúıdo

nos estados e parâmetros estimados: x1(L,k), x2(sℓ,k), b1(sℓ,k) e α1(s̄ℓ,k). O valor da média

norma vetor de ganhos é 1,2391 e, como esperado, o estado x2(sℓ,k) é o que mais influencia

nesse resultado.

Como se trata de um sistema afin nos estados com injeção da sáıda, as condições de observa-

bilidade são dadas de acordo com o que foi exposto na subseção 2.2.3 e a observabilidade pode ser

monitorada através da implementação da equação (2.56) e do cálculo dos autovalores mı́nimos
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Figura 4.27: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.

reais dessa função. O gráfico da Figura 4.28 mostra a evolução dos autovalores mı́nimos reais

calculados para uma janela k = 50 amostras. Note que os valores são suficientemente maiores

que zero e, sendo assim, o sistema é observável para a entrada aplicada. A área sob a curva

é igual a 4,7408 e pode ser utilizada como um parâmetro para comparação da observabilidade

entre observadores do mesmo tipo.

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

−3

 

 

A
m
p
li
tu
d
e

Tempo (s)

Figura 4.28: Evolução do Gramiano de observabilidade avaliado em s2 = 175mm.

Os gráficos apresentados na Figura 4.29 mostram os resultados das estimações realizadas

pelo observador de Kalman com estimação de estados e parâmetros mas sem a estimação de

perturbação. Verifica-se que a média do erro de estimação voltou a aumentar para o estado

x2(sℓ,k). No entanto, a variância do erro praticamente não muda. Esse resultado mostra
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que realmente existe uma tendência no sinal medido. Como mencionado anteriormente, essa

tendência pode ser atribúıda à dinâmica lenta de aquecimento das paredes do forno que insere

energia extra ao ar que circula no tubo. A média do erro de estimação do estado x1(L,k)

aumentou cerca de 89,77%, porém a variância do erro se manteve na mesma ordem de grandeza.

Os resultados podem ser visualizados nos gráficos da Figura 4.30 para a posição s2 = 175mm.

Note que volta a aparecer uma tendência no sinal do erro de estimação do estado x2(sℓ,k).
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(b) Estimação do estado x1(L,k).

Figura 4.29: Resultados das estimações pelo observador de Kalman (estimação de estados e
parâmetros). Em azul, observadores obtidos utilizando-se modelos SS-LPV3 e em vermelho
utilizando-se modelos SS-LPV9.

As evoluções dos parâmetros, b1(sℓ,k) e α1(s̄ℓ,k) estimados pelo observador podem ser vi-

sualizadas nos gráficos da Figura 4.31 para o ponto sℓ = 175mm. Apesar de não possúırem,

a priori, um significado f́ısico, o monitoramento de tais parâmetros pode ser útil para detec-

ção de falhas. Note que o estado b1(sℓ,k) apresenta rúıdo nas suas estimações. Os valores e

as variâncias dos parâmetros estimados pelo observador foram comparadas com as variâncias

dos parâmetros estimados pelo estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ). Nesse caso,

foram consideradas as estimativas com menor variância. As comparações são apresentadas nas

Tabela 4.8 e 4.9 e os resultados mostram que a variância dos parâmetros estimados pelo ob-

servador diminúıram cerca de 86,63% para o parâmetro b1 e 89,73% para o parâmetro α1 (os

valores relativos para cada posição também são apresentados nas tabelas).

4.3.4 O observador de Kalman para estimação de estados, parâme-
tros e pertubação

Na subseção anterior, foi visto que a estimação conjunta de estados e parâmetros é importante

porque diminui o efeito da polarização do estimador que resulta em parâmetros incorretos.

Contudo, o problema de polarização devido a tendências nos sinais, verificado na subseção

4.3.2, ainda persiste. Sendo assim, além da estimação dos parâmetros, eventuais perturbações
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(a) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman com
estimação da perturbação na entrada.
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(b) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados e parâmetros.
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(c) x1(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman com
estimação da perturbação na entrada.
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(d) x1(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados e parâmetros.

Figura 4.30: Comparação entre as predições realizadas pelos observadores de Kalman com
estimação de perturbação na entrada e o observador de Kalman para estimação de estados e
parâmetros, projetados a partir do modelo SS-LPV3 avaliados na posição sℓ = 175mm.

nos estados foram estimadas. Para tanto, as equações de estado (4.50) foram reescritas como:

x1(k + 1) = −α1(k)x1(k) + (β1 − β0a1)x2(k) + β0b1u(k) + β1p(k) + w1(k)
x2(k + 1) = −a1x2(k) + b1(k)u(k) + p(k) + w2(k)

(4.56)

resultando na representação em espaço de estados dada por:
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+w(k), (4.57)



4.3. Projeto de observadores 79

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

b 1
(s

ℓ
,k
)

Tempo (s)

(a) Evolução do parâmetro b1(sℓ,k).
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Figura 4.31: Evolução dos parâmetros b1(sℓ,k) e α1(s̄ℓ,k) estimados pelo observador de Kalman
sem estimação de perturbação, avaliados no ponto sℓ = 175mm.

Tabela 4.8: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 estimados pelo estimador EMQ
e pelo observador de Kalman sem estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
b1 σ2

b1
b1 σ2

b1

0 0,0569 1,60× 10−3 0,0560 2,36× 10−4 85,25%
175 0,0533 1,70× 10−3 0,0517 2,09× 10−4 87,73%
350 0,0535 1,50× 10−3 0,0480 1,86× 10−4 87,62%
525 0,0500 1,10× 10−3 0,0447 1,66× 10−4 84,87%
700 0,0400 1,20× 10−3 0,0418 1,50× 10−4 87,47%
875 0,0437 1,00× 10−3 0,0391 1,37× 10−4 86,33%
1050 0,0376 1,10× 10−3 0,0368 1,25× 10−4 88,62%
1225 0,0369 0,70× 10−3 0,0346 1,15× 10−4 83,56%
Média – 1,24× 10−3 – 1,65× 10−4 86,63%

y(k) =
[
1 0 0 0 0

]


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

x1(k)
x2(k)
α1(k)
b1(k)
p(k)









+ v(k), (4.58)

sendo que as matrizes Q e R são definidas como:

Q =









σ2
e2 0 0 0 0
0 σ2

e1
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 3× 10−5









; R = σ2
v (4.59)

e modelo do observador é o mesmo do caso anterior (Ver equação (4.55)) em que K(k) é o vetor

de ganhos ótimos calculado de acordo com o algoritmo apresentado na subseção 2.2.4.
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Tabela 4.9: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo estimador
EMQ e pelo observador de Kalman sem estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
α1 σ2

α1
α1 σ2

α1

0 −0,9786 1,23× 10−5 −0,9805 5,70× 10−6 53,50%
175 −0,9719 3,86× 10−5 −0,9786 5,50× 10−6 85,76%
350 −0,9625 1,02× 10−5 −0,9767 5,30× 10−6 94,82%
525 −0,9600 6,09× 10−5 −0,9747 5,10× 10−6 91,60%
700 −0,9706 2,25× 10−5 −0,9725 5,00× 10−6 77,94%
875 −0,9525 6,85× 10−5 −0,9701 4,90× 10−6 92,90%
1050 −0,9481 3,88× 10−5 −0,9673 4,80× 10−6 87,61%
1225 −0,9316 5,62× 10−5 −0,9641 4,80× 10−6 91,46%
Média – 5,00× 10−5 – 5,13× 10−6 89,73%

Os valores dos elementos de K(k) são mostrados na Figura 4.32 para s2 = 175mm. Note

que durante todo o experimento os ganhos apresentam uma variação muito mais suave que no

caso anterior, inclusive, apresentando valores aproximadamente constantes (ou com pequena

variância) a partir de k = 1000s. Uma explicação para esse fato é que, como a perturbação

é estimada, os parâmetros apresentam melhor convergência. A média da norma do vetor de

ganhos é igual a 0.8064 e foi menor que a média da norma do vetor de ganhos do caso anterior.

Esse resultado mostra que devido à estimação da perturbação, o observador tem mais facilidade

em estimar os outros estados.
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Figura 4.32: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.

Como no caso anterior, as condições de observabilidade são dadas de acordo com o que foi

exposto na subseção 2.2.3 e a observabilidade pode ser monitorada através da implementação da

equação (2.56) e do cálculo dos autovalores mı́nimos reais dessa função. O gráfico da Figura 4.33

mostra a evolução dos autovalores mı́nimos reais calculados para uma janela, k = 50 amostras.
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Note que os valores são suficientemente maiores que zero e, sendo assim, o sistema é observável

para a entrada aplicada. A área sob a curva é igual a 1,004. Observe que esse valor é menor que

o valor calculado para o caso anterior (sem estimação de perturbação), porém, o valor da média

da norma do erro é menor. Isso indica que, apesar do Gramiano calculado para o observador de

Kalman para estimação de estados e parâmetros (sem estimação da pertubação) mostrar que

tal configuração é mais observável porque são estimados menos estados, o esforço realizado para

estimá-los é maior porque o modelo representa menos a dinâmica do sistema.
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Figura 4.33: Evolução do autovalor mı́nimo real do Gramiano de observabilidade avaliado em
s2 = 175mm..

Os gráficos apresentados na Figura 4.34 mostram os resultados das estimações realizadas

pelo observador de Kalman para estimação de estados, parâmetros e perturbação. Para o

estado x2(sℓ,k) em relação ao segundo observador, que apresentava o melhor desempenho até

então, houve uma melhora em relação ao erro médio, de aproximadamente 69,87% e a variância

se manteve. Para o estado x1(L,k), a média do erro aumentou aproximadamente 31,52% e a

variância se manteve na mesma ordem de grandeza. Apesar do erro médio do estado x1(L,k)

ter aumentado um pouco, o resultado mais significativo para o objetivo do projeto é relativo

ao estado x2(sℓ,k). Os resultados podem ser visualizados nos gráficos da Figura 4.35 para a

posição s2 = 175mm.

Os gráficos apresentados na Figura 4.36 mostram o comportamento dos parâmetros, b1(sℓ,k)

e α1(s̄ℓ,k), obtidos utilizando esse observador, avaliados na posição s2 = 175mm. Note que o

parâmetro b1(sℓ,k) quase não apresenta variações nas suas estimações. O comportamento da

perturbação estimada pelo observador é apresentado no gráfico da Figura 4.37. Os valores e

as variâncias dos parâmetros estimados pelo observador foram comparadas com as variâncias

dos parâmetros estimados pelo estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ). Nesse caso,

foram consideradas as estimativas com menor variância. As comparações são apresentadas nas

Tabela 4.10 e 4.11 e os resultados mostram que a variância dos parâmetros estimados pelo

observador diminúıram cerca de 99,96% para o parâmetro b1 e 90,75% para o parâmetro α1 (os



82 Caṕıtulo 4. Estudo de caso: monitoramento de temperatura de um forno

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0

0.05

0.1

0.15

0.2

 

 

X: 1225
Y: 0.04467

X: 875
Y: 0.05228

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0

0.05

0.1

0.15

0.2

 

 

X: 1225
Y: 0.07583

X: 1225
Y: 0.0668

ē9
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(a) Estimação do estado x2(sℓ,k).
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(b) Estimação do estado x1(L,k).

Figura 4.34: Resultados das estimações dos estados do observador de Kalman (estimação de
estados, parâmetros e perturbação). Em azul, observadores obtidos utilizando-se modelos SS-
LPV3 e em vermelho utilizando-se modelos SS-LPV9.

valores relativos para cada posição também são apresentados nas tabelas).

Tabela 4.10: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 estimados pelo estimador EMQ
e pelo observador de Kalman com estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
b1 σ2

b1
b1 σ2

b1

0 0,0569 1,60× 10−3 0,0553 8,82× 10−7 99,94%
175 0,0533 1,70× 10−3 0,0511 7,02× 10−7 99,96%
350 0,0535 1,50× 10−3 0,0474 5,62× 10−7 99,96%
525 0,0500 1,10× 10−3 0,0442 4,51× 10−7 99,96%
700 0,0400 1,20× 10−3 0,0414 3,63× 10−7 99,97%
875 0,0437 1,00× 10−3 0,0388 2,93× 10−7 99,97%
1050 0,0376 1,10× 10−3 0,0366 2,36× 10−7 99,98%
1225 0,0369 0,70× 10−3 0,0345 1,89× 10−7 99,97%
Média – 1,24× 10−3 – 4,60× 10−7 99,96%
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(a) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados e parâmetros.

0 1000 2000 3000 4000 5000

−5

0

5

 

 

0 1000 2000 3000 4000 5000
−2

−1

0

1

2

 

 

y(sℓ,k)
x2(sℓ,k)

Tempo (s)

Tempo (s)

T
em

p
er
a
tu
ra

(◦
C
)
T
em

p
er
a
tu
ra

(◦
C
)

Erro

(b) x2(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados, parâmetros e perturbação.
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(c) x1(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados e parâmetros.
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(d) x1(sℓ,k) estimado pelo observador de Kalman para
estimação de estados, parâmetros e perturbação.

Figura 4.35: Comparação entre as estimações realizadas pelo observador de Kalman para esti-
mação de estados e parâmetros sem estimação de perturbação e com estimação de pertubação
projetados a partir do modelo SS-LPV3 avaliados na posição sℓ = 175mm.



84 Caṕıtulo 4. Estudo de caso: monitoramento de temperatura de um forno

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

b 1
(k
)

Tempo (s)

(a) Evolução do parâmetro b1.

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

α
1
(k
)

Tempo (s)

(b) Evolução do parâmetro α1.

Figura 4.36: Evolução dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo observador de Kalman com esti-
mação de perturbação avaliados no ponto sℓ = 175mm.
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Figura 4.37: Comportamento da perturbação p(k).
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Tabela 4.11: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo estimador
EMQ e pelo observador de Kalman com estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
α1 σ2

α1
α1 σ2

α1

0 −0,9786 1,23× 10−5 −0,9814 5,47× 10−6 55,50%
175 −0,9719 3,86× 10−5 −0,9795 5,20× 10−6 86,52%
350 −0,9625 10,21× 10−5 −0,9775 4,93× 10−6 95,17%
525 −0,9600 6,09× 10−5 −0,9755 4,68× 10−6 92,31%
700 −0,9706 2,25× 10−5 −0,9733 4,45× 10−6 80,22%
875 −0,9525 6,85× 10−5 −0,9707 4,25× 10−6 93,80%
1050 −0,9481 3,88× 10−5 −0,9677 4,08× 10−6 89,48%
1225 −0,9316 5,62× 10−5 −0,9641 3,93× 10−6 93,00%
Média – 5,00× 10−5 – 4,63× 10−6 90,75%
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4.3.5 Observador exponencial com fator de esquecimento (estimação
de estados e parâmetros)

Outro tipo de observador projetado foi o observador exponencial com fator de esquecimento.

Ao contrário dos observadores apresentados até aqui, este não utiliza a informação da matriz

de covariância, Q, para o cálculo do vetor de ganhos K(k). Outra diferença importante é que

enquanto o observador de Kalman tem prioridade sobre a filtragem, o observador exponencial

com fator de esquecimento tem prioridade sobre a velocidade de convergência. Os observado-

res exponenciais com fator de esquecimento foram implementados para os dois últimos casos

discutidos anteriormente, ou seja, para estimação de estados e parâmetros e para estimação de

estados, parâmetros e perturbação.

Para estimação de estados e parâmetros, o modelo utilizado é o mesmo modelo apresentado

na subseção 4.3.3 pelas equações de (4.50) a (4.54). A equação do observador também não muda

e é descrita pela equação (4.55). Contudo, o cálculo do ganho K(k) é realizado de acordo com o

algoritmo apresentado na subseção 2.2.5, em que δ é escolhido arbitrariamente para aumentar

ou diminuir a velocidade de convergência do observador.

Os gráficos apresentados na Figura 4.38 mostram os resultados obtidos para o observador

exponencial com fator de esquecimento para estimação de estados e parâmetros. Comparando-

se tais resultados com os resultados obtidos para o mesmo caso utilizando-se o observador de

Kalman, nota-se que não houve grandes diferenças em relação à média e à variância do erro de

estimação. No entanto, como era esperado, devido ao objetivo do observador, o observador de

Kalman apresentou um resultado um pouco melhor em relação às médias do erro de estimação.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0.35

0.4

0.45

0.5

 

 

X: 1225
Y: 0.4352

X: 1225
Y: 0.4289

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0.05

0.1

0.15

0.2

 

 

X: 1225
Y: 0.1069

X: 1225
Y: 0.1025

ē9
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(b) Predição do estado x1(L,k).

Figura 4.38: Resultados das estimações pelo observador exponencial com fator de esquecimento
(estimação de estados e parâmetros). Em azul, observadores obtidos utilizando-se modelos
SS-LPV3 e em vermelho utilizando-se modelos SS-LPV9.

O gráfico apresentado na Figura 4.39 mostra a evolução dos elementos do vetor de ganhos

do observador exponencial com fator de esquecimento para estimação de estados e parâmetros.

Verifica-se que o comportamento de tais elementos é semelhante ao comportamento dos elemen-

tos do vetor de ganhos, para o observador de Kalman, calculado para o mesmo caso. Contudo
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os valores dos ganhos ficam mais próximos de zero e o valor da média da norma do vetor de

ganhos diminui para 0,3817. Mais uma vez, como os objetivos de observação são diferentes,

esses valores não podem ser diretamente comparados.
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Figura 4.39: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.

O gráfico apresentado na Figura 4.40 mostra a evolução do autovalor mı́nimo real do Gra-

miano de observabilidade, calculado para uma janela, k = 50 amostras, avaliado na posição

s2 = 175mm. Observa-se que o seu comportamento não muda em relação ao observador de

Kalman e o valor da área sob o gráfico permanece igual a 4,7402. Esse resultado é esperado

porque a caracteŕıstica de observabilidade é do sistema e não do observador.
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Figura 4.40: Evolução do autovalor mı́nimo real do Gramiano de observabilidade avaliado em
s2 = 175mm.
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Os gráficos apresentados na Figura 4.41 mostram o comportamento dos parâmetros, b1(sℓ,k)

e α1(s̄ℓ,k), obtidos utilizando esse observador, avaliados na posição s2 = 175mm. Note que os

parâmetros apresentam poucas variações nas suas estimações. Os valores e as variâncias dos

parâmetros estimados pelo observador foram comparadas com as variâncias dos parâmetros esti-

mados pelo estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ). Nesse caso, foram consideradas

as estimativas com menor variância. As comparações são apresentadas nas Tabela 4.12 e 4.13

e os resultados mostram que a variância dos parâmetros estimados pelo observador diminúıram

cerca de 99,98% para o parâmetro b1 e 95,17% para o parâmetro α1 (os valores relativos para

cada posição também são apresentados nas tabelas).
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Figura 4.41: Evolução dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo observador exponencial com fator
de esquecimento, sem estimação de perturbação na entrada avaliados no ponto sℓ = 175mm.

Tabela 4.12: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 estimados pelo estimador EMQ
e pelo observador de Kalman sem estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
b1 σ2

b1
b1 σ2

b1

0 0,0569 1,60× 10−3 0,0553 4,48× 10−7 99,97%
175 0,0533 1,70× 10−3 0,0511 3,82× 10−7 99,98%
350 0,0535 1,50× 10−3 0,0474 3,29× 10−7 99,98%
525 0,0500 1,10× 10−3 0,0442 2,85× 10−7 99,97%
700 0,0400 1,20× 10−3 0,0413 2,49× 10−7 99,98%
875 0,0437 1,00× 10−3 0,0387 2,19× 10−7 99,98%
1050 0,0376 1,10× 10−3 0,0364 1,94× 10−7 99,98%
1225 0,0369 0,70× 10−3 0,0344 1,72× 10−7 99,98%
Média – 1,24× 10−3 – 2,85× 10−7 99,98%
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Tabela 4.13: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo estimador
EMQ e pelo observador de Kalman sem estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
α1 σ2

α1
α1 σ2

α1

0 −0,9786 1,23× 10−5 −0,9847 2,40× 10−6 80,56%
175 −0,9719 3,86× 10−5 −0,9826 2,40× 10−6 93,80%
350 −0,9625 10,21× 10−5 −0,9805 2,40× 10−6 97,65%
525 −0,9600 6,09× 10−5 −0,9784 2,40× 10−6 96,05%
700 −0,9706 2,25× 10−5 −0,9761 2,40× 10−6 89,29%
875 −0,9525 6,85× 10−5 −0,9735 2,40× 10−6 96,47%
1050 −0,9481 3,88× 10−5 −0,9706 2,40× 10−6 93,73%
1225 −0,9316 5,62× 10−5 −0,9672 2,50× 10−6 95,64%
Média – 5,00× 10−5 – 2,41× 10−6 95,17%

4.3.6 Observador exponencial com fator de esquecimento (estimação
de estados, parâmetros e perturbação)

O observador exponencial com fator de esquecimento também foi implementado para estima-

ção de estados, parâmetros e perturbação. Para tanto, o modelo utilizado foi o mesmo modelo

apresentado na subseção 4.3.4 pelas equações de (4.56) a (4.59). A equação do observador tam-

bém não muda e é descrita pela equação (4.55). Contudo, o cálculo do ganho K(k) é realizado

de acordo com o algoritmo apresentado na subseção 2.2.5, em que δ é escolhido arbitrariamente

para aumentar ou diminuir a velocidade de convergência do observador.

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.42 mostram os resultados obtidos para o observador

exponencial com fator de esquecimento para estimação de estados, parâmetros e perturbação.

Verifica-se que o erro médio e a variância do erro tanto para o estado x2(sℓ, k) quanto para

o estado x1(L,k), em relação ao mesmo caso utilizando-se o observador de Kalman, pioraram,

principalmente em relação à média do erro de estimação. Mais uma vez, como objetivo do

observador exponencial com fator de esquecimento é a velocidade de convergência, esse resultado

era esperado. Dessa forma, para a aplicação pretendida, o observador de Kalman apresentou

melhor desempenho que o observador exponencial com fator de esquecimento em relação ao erro

de estimação.

Os gráficos apresentados nas Figuras 4.43 mostram o desempenho dos observadores exponen-

ciais com fator de esquecimento para os dois casos citados, ou seja, para estimação de estados

e parâmetros com e sem estimação de perturbação. Verifica-se que o segundo observador, apre-

sentou melhor desempenho que o primeiro mantendo o erro de estimação em torno de zero

(Isso também ocorreu utilizando-se o observador de Kalman). Note também que, em relação ao

observador de Kalman para estimação de estados, parâmetros e perturbação, a velocidade de

convergência do observador exponencial com fator de esquecimento aumentou, para ver isso, é

interessante comparar o gráfico da Figura 4.43(b) com o gráfico da Figura 4.35(b).

O gráfico apresentado na Figura 4.44 mostra a evolução dos elementos do vetor de ganhos

do observador exponencial com fator de esquecimento para estimação de estados, parâmetros

e perturbação, avaliado na posição s2 = 175mm. Verifica-se que o comportamento de tais
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ē3
¯̄e3

sℓ(mm)

sℓ(mm)

ē
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σ̄ē9
σē3
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ē3
¯̄e3

sℓ(mm)

sℓ(mm)
σē9
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Figura 4.42: Resultados das estimações pelo observador exponencial com fator de esquecimento
(estimação de estados, parâmetros e perturbação). Em azul, observadores obtidos utilizando-se
modelos SS-LPV3 e em vermelho utilizando-se modelos SS-LPV9.

elementos é semelhante ao comportamento dos elementos do vetor de ganhos, para o observador

de Kalman, considerando-se o mesmo caso. Contudo, os valores dos ganhos ficam mais próximos

de zero e o valor da média da norma do vetor de ganhos diminui para 0,2754. A evolução do

autovalor mı́nimo real do Gramiano de observabilidade, calculado para uma janela, k = 50

amostras, avaliado na posição s2 = 175mm, é apresentado no gráfico da Figura 4.45. Observa-

se que o seu comportamento não muda em relação ao observador de Kalman e o valor da

área sob o gráfico permanece igual a 1,004. Esse resultado é esperado porque a caracteŕıstica

de observabilidade é do sistema e não do observador. Observa-se também que, assim como

no caso do observador de Kalman, o valor da média da norma do vetor de ganhos para o

observador exponencial com fator de esquecimento diminui no caso em que a perturbação é

estimada ao passo que a área da curva do autovalor mı́nimo real do Gramiano de observabilidade

também diminui. Esse resultado indica que a representação sem estimação de perturbação é

mais observável, porém, representa menos o sistema real.

Os gráficos apresentados na Figura 4.46 mostram o comportamento dos parâmetros, b1(sℓ,k)

e α1(s̄ℓ,k), obtidos utilizando o observador exponencial com fator de esquecimento para esti-

mação de estados, parâmetros e perturbação, avaliados na posição s2 = 175mm. Note que os

parâmetros quase não apresentam variações nas suas estimações. Os valores e as variâncias

dos parâmetros estimados pelo observador foram comparadas com as variâncias dos parâmetros

estimados pelo estimador estendido de mı́nimos quadrados (EMQ). Nesse caso, foram conside-

radas as estimativas com menor variância. As comparações são apresentadas nas Tabela 4.14 e

4.15 e os resultados mostram que a variância dos parâmetros estimados pelo observador dimi-

núıram cerca de 99,98% para o parâmetro b1 e 95,03% para o parâmetro α1 (os valores relativos

para cada posição também são apresentados nas tabelas). O comportamento da perturbação

estimada pelo observador é apresentado no gráfico da Figura 4.47.
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Tabela 4.14: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 estimados pelo estimador EMQ
e pelo observador de Kalman com estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
b1 σ2

b1
b1 σ2

b1

0 0,0569 1,60× 10−3 0,0553 4,48× 10−7 99,97%
175 0,0533 1,70× 10−3 0,0510 3,82× 10−7 99,98%
350 0,0535 1,50× 10−3 0,0474 3,29× 10−7 99,98%
525 0,0500 1,10× 10−3 0,0442 2,86× 10−7 99,97%
700 0,0400 1,20× 10−3 0,0413 2,50× 10−7 99,98%
875 0,0437 1,00× 10−3 0,0388 2,20× 10−7 99,98%
1050 0,0376 1,10× 10−3 0,0364 1,94× 10−7 99,98%
1225 0,0369 0,70× 10−3 0,0344 1,72× 10−7 99,98%
Média – 1,24× 10−3 – 2,85× 10−7 99,98%

Tabela 4.15: Comparação entre as variâncias dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo estimador
EMQ e pelo observador de Kalman com estimação de perturbação.

sℓ (mm)
Estimador EMQ Observador

Val. Relat.
α1 σ2

α1
α1 σ2

α1

0 −0,9786 1,23× 10−5 −0,9845 2,45× 10−6 80,06%
175 −0,9719 3,86× 10−5 −0,9824 2,46× 10−6 93,63%
350 −0,9625 10,21× 10−5 −0,9803 2,47× 10−6 97,58%
525 −0,9600 6,09× 10−5 −0,9782 2,47× 10−6 95,94%
700 −0,9706 2,25× 10−5 −0,9758 2,48× 10−6 88,96%
875 −0,9525 6,85× 10−5 −0,9732 2,49× 10−6 96,36%
1050 −0,9481 3,88× 10−5 −0,9703 2,51× 10−6 93,53%
1225 −0,9316 5,62× 10−5 −0,9669 2,53× 10−6 95,50%
Média – 5,00× 10−5 – 2,48× 10−6 95,03%
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(a) x2(sℓ,k) estimado pelo observador exponencial com
fator de esquecimento para estimação de estados e pa-
râmetros.
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(b) x2(sℓ,k) estimado pelo observador exponencial com
fator de esquecimento para estimação de estados, parâ-
metros e perturbação.
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(c) x1(sℓ,k) estimado pelo observador exponencial com
fator de esquecimento para estimação de estados e pa-
râmetros.
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(d) x1(sℓ,k) estimado pelo observador exponencial com
fator de esquecimento para estimação de estados, parâ-
metros e perturbação.

Figura 4.43: Comparação entre as estimações realizadas pelo observador exponencial com fator
de esquecimento para estimação de estados e parâmetros sem estimação de perturbação e com
estimação de pertubação projetados a partir do modelo SS-LPV3 avaliados na posição sℓ =
175mm.
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Figura 4.44: Evolução dos elementos de K(sℓ,k) para s2 = 175mm.
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Figura 4.45: Evolução do autovalor mı́nimo real do Gramiano de observabilidade avaliado em
s2 = 175mm.
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Figura 4.46: Evolução dos parâmetros b1 e α1 estimados pelo observador exponencial com fator
de esquecimento, com estimação de perturbação na entrada avaliados no ponto sℓ = 175mm.
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Figura 4.47: Comportamento da perturbação p(k).
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4.4 Conclusões

Neste caṕıtulo foram apresentados os resultados obtidos na implementação da estratégia

de identificação e monitoramento de SPD utilizando observadores. A estratégia foi aplicada a

um sistema térmico distribúıdo (forno), com atuação na borda de entrada, em que ocorre o

aquecimento do fluxo de ar transportado de forma forçada através de um tubo. O projeto de

identificação foi realizado tendo como objetivo a obtenção de um modelo em espaço de estados

adequado ao projeto de observadores. Para tanto, o sistema foi espacialmente discretizado e

foram obtidos dois modelos LPV de primeira ordem interconectados, de forma que a sáıda do

primeiro modelo foi considerada como sendo a entrada do segundo modelo. Sob essa perspectiva,

foi posśıvel admitir a sáıda de cada modelo como sendo uma variável de estado e um modelo

SS-LPV foi constrúıdo. Os resultados da validação do modelo SS-LPV mostraram que este

reproduz, de forma satisfatória, as dinâmicas dominantes do sistema considerado. Uma vez

obtido um modelo adequado foram implementados alguns observadores do tipo Kalman. O

primeiro observador projetado foi o observador de Kalman para estimação de estados. Os

resultados obtidos indicaram que, apesar do processo de validação ter mostrado que o modelo

obtido representava bem as dinâmicas de interesse para os dados utilizados na validação, ele

não era tão geral quando avaliado utilizando-se os dados completos. Tal resultado sugeriu que

existiam dinâmicas nos dados não explicadas pelo modelo devido, por exemplo, a tendências

nos dados. Para verificar essa possibilidade, foi implementado o observador de Kalman para

estimação de estados e de perturbação na entrada. Avaliando o erro e a variância do erro

de estimação, foi visto que houve uma melhora significativa nas estimativas. Em um terceiro

observador, o observador de Kalman para estimação de estados e parâmetros, foi testada a

hipótese do efeito de polarização devido à tendência nos dados e dinâmicas não modeladas. Para

isso, os parâmetros, b1 e α1, foram admitidos como variáveis de estados, b1(sℓ,k) e α1(s̄ℓ,k), e

estimados em tempo real. Foi observado uma pequena melhora nas estimações, porém, o efeito

da tendência nos dados persistiu. Foi então implementado um quarto observador, o observador

de Kalman para estimação de estados, parâmetros e perturbação. Os resultados desse observador

mostraram que a média do erro de estimação se aproximou de zero e a variância do erro também

diminuiu consideravelmente. A variância do erro de estimação permaneceu próxima da precisão

dos sensores utilizados para identificação para todos os observadores implementados. Por último,

foram implementados dois observadores exponenciais com fator de esquecimento. O objetivo

de tais observadores, diferente dos casos anteriores em que a prioridade é a filtragem, é a

velocidade de convergência. Nesse sentido, como esperado, foi verificado que, para o objetivo de

monitoramento, os observadores de Kalman apresentaram melhor desempenho. Comparando-se

os observadores exponenciais, foi observado que a estimação de perturbação foi fundamental

para garantir que o erro se mantivesse em torno de zero. Portanto, o melhor resultado obtido

foi utilizando-se o observador de Kalman para estimação de estados, parâmetros e perturbação.
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Capı́tulo 5
Considerações Finais e Perspectivas

Neste trabalho foi proposta uma estratégia para modelagem e monitoramento de sistemas

a parâmetros distribúıdos com atuação na borda. O objetivo principal era estimar o compor-

tamento dinâmico de uma variável interna do SPD conhecendo-se apenas o sinal de entrada

aplicado a um atuador localizado em uma das bordas do mesmo e a medição da variável de

interesse na borda oposta. Para atender a esse objetivo, primeiramente, foi proposta uma meto-

dologia alternativa baseada em técnicas de identificação de sistemas a parâmetros concentrados

direcionada ao projeto de observadores. É importante salientar que os objetivos de identificação

foram obter modelos de baixa ordem e que não explicam, necessariamente, todas as dinâmicas

presente no processo de interesse.

Para tanto, o SPD foi aproximado por dois modelos lineares a parâmetros variantes (LPV)

interconectados. A configuração resultante permitiu que a variável monitorada se tornasse

conhecida ao longo do sistema por meio da dependência espacial dos seus parâmetros e do

efeito desses na dinâmica dos dois subsistemas interconectados: LPVu×yi e LPVyi×yo. Sob essa

perspectiva, as variáveis de sáıda de cada subsistema foram assumidas como variáveis de estado

e um modelo geral SS-LPV foi obtido.

Uma vez que um modelo adequado foi constrúıdo, observadores do tipo Kalman foram

implementados. Especificamente, foram implementados o observador de Kalman clássico e o

observador exponencial com fator de esquecimento. O uso dos observadores é fundamental para

a estratégia proposta devido à sua propriedade de correção das estimativas e possibilidade de

acrescentar informações extras à dinâmica do modelo, tais como, a estimação em tempo real

de parâmetros e de distúrbios. Uma das principais vantagens da abordagem utilizada é que,

embora o modelo final obtido mantenha a caracteŕıstica espaço-dependente de um SPD, ele é,

localmente, um modelo a parâmetros concentrados. Dessa forma, as técnicas de observação

de estados aplicáveis a sistemas pertencentes à classe dos sistemas a parâmetros concentrados

foram prontamente utilizadas. Outro ponto positivo, é que as informações das incertezas obtidas

no processo de identificação puderam ser utilizadas para o cálculo dos ganhos ótimos no projeto

dos observadores.

A estratégia de modelagem e monitoramento propostas foram aplicadas a um sistema térmico

com caracteŕısticas dinâmicas distribúıdas no espaço. Foram realizados diversos experimentos

que demonstraram a viabilidade e a eficácia das propostas desenvolvidas neste trabalho. Os

97
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resultados experimentais encorajam a aplicação das técnicas estudadas em sistemas de maior

porte.

Decorrentes deste trabalho, encontram-se em preparação os seguintes artigos cient́ıficos:

• Identificação de Modelos LPV Interconectados Orientada à Observação de Estados para

Monitoramento de Sistemas a Parâmetros Distribúıdos.

Este trabalho considera uma metodologia de identificação de sistemas a parâmetros distri-

búıdos, orientada ao projeto de observadores, para monitoramento de uma variável interna

do sistema. Para tanto, o sistema original, com atuação em uma das bordas, é aproxi-

mado por dois modelos LPV complementares interconectados cujos parâmetros variam

em função de uma coordenada espacial unidimensional. Sob tal perspectiva, as variáveis

de sáıda em cada subsistema são interpretadas como variáveis de estado, e um modelo

geral LPV, em espaço de estados, adequado à observação de estados é obtido. As téc-

nicas de identificação de sistemas utilizadas produzem estimativas do rúıdo de processo

que podem ser usadas no projeto de observadores, por exemplo, o observador de Kalman.

Como exemplo, a estratégia proposta é aplicada a um sistema térmico real com atuação

na borda para monitoramento de temperatura e a potencialidade do método é validada a

partir de dados experimentais.

Palavras chave: Sistemas a parâmetros distribúıdos, Modelos LPV, Subsistemas interco-

nectados, Observadores de estados, Filtro de Kalman.

• Monitoramento de Sistemas a Parâmetros Distribúıdos via Observadores do Tipo Kalman

baseado em Modelos LPV Interconectados.

Neste trabalho é aplicada uma estratégia de identificação para aproximação de sistemas

a parâmetros distribúıdos através de modelos LPV interconectados com a finalidade de

projetar observadores do tipo Kalman. A partir desses observadores podem ser monitora-

dos tantos estados quanto alguns dos parâmetros do sistema. A técnica é aplicada em um

protótipo de laboratório e os resultados demonstram que as estimativas dos observadores

propostos estão dentro da margem de erro dos sensores utilizados.

Palavras chave: Sistemas a parâmetros distribúıdos, Modelos LPV, Subsistemas interco-

nectados, Observadores de estados, Filtro de Kalman.

Os resultados obtidos indicam que a técnicas de identificação e monitoramento investigadas

podem ser aplicadas a sistemas de maior porte. No entanto, para que isso seja posśıvel, é neces-

sário que a estratégia seja mais explorada para situações mais complexas. Nesse sentido, como

perspectiva, pode-se propor que os experimentos realizados sejam feitos considerando-se outras

configurações do protótipo como, por exemplo, variando-se a velocidade do ar que circula no

sistema, ou a temperatura de entrada do mesmo, de forma a verificar o comportamento das esti-

mativas realizadas pelos observadores, diante de outras fontes de perturbação e não linearidades.

Outra possibilidade é considerar diferentes seções do protótipo e atribuir novas interconexões

entre elas obtendo-se uma descrição de toda a planta através de uma coleção de subsistemas

LPV interconectados. Também é posśıvel considerar que, além da variação espacial, o sistema
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possa ser variante no tempo. Além disso, que os modelos considerados sejam obtidos para fai-

xas mais amplas de operação, resultando em representações não lineares. Nesse caso, técnicas

de observação de estados não lineares mais sofisticadas podem ser implementadas. Também

existe a possibilidade do estudo de śıntese de controladores a partir do estados estimados. As

incertezas em relação às funções scheduling também são um ponto importante a ser investigado.
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Apêndice A
Estat́ısticas

Tabela A.1: Comparação entre as predições dos estados dos modelos SS-LPV utilizando-se
funções scheduling com 9 e 3 pontos o ajuste polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,1354 0,1329 0,0803 0,0452 0,1359 0,1325 0,0780 0,0481
175 0,1097 0,1023 0,0865 0,0552 0,1156 0,0929 0,0835 0,0487
350 0,0965 0,0890 0,0832 0,0655 0,1037 0,0974 0,0846 0,0503
525 0,0889 0,0908 0,0801 0,0715 0,0951 0,1105 0,0837 0,0533
700 0,0892 0,0842 0,0783 0,0696 0,0940 0,0703 0,0804 0,0575
875 0,0821 0,0861 0,0813 0,0626 0,0848 0,1321 0,0800 0,0655
1050 0,0808 0,0890 0,0843 0,0565 0,0822 0,1296 0,0779 0,0764
1225 0,0768 0,0899 0,0865 0,0662 0,0782 0,1417 0,0770 0,0926
Média 0,0949 0,0955 0,0826 0,0615 0,0987 0,1134 0,0806 0,0616
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Tabela A.2: Estimações dos estados pelo observador de Kalman utilizando-se modelos SS-LPV
com funções scheduling com 9 e 3 pontos para o ajuste polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,4723 0,1587 0,0118 0,0075 0,5098 0,1626 0,0132 0,0077
175 0,5056 0,1206 0,0181 0,0076 0,5370 0,1126 0,0153 0,0077
350 0,4680 0,1027 0,0229 0,0078 0,5016 0,1121 0,0177 0,0077
525 0,5137 0,1035 0,0265 0,0080 0,5521 0,1234 0,0203 0,0077
700 0,5260 0,0949 0,0300 0,0080 0,5463 0,0862 0,0231 0,0076
875 0,5120 0,0987 0,0350 0,0077 0,5490 0,1494 0,0261 0,0077
1050 0,5381 0,0996 0,0438 0,0073 0,5846 0,1526 0,0291 0,0079
1225 0,4278 0,0829 0,0589 0,0082 0,5701 0,1816 0,0322 0,0086
Média 0,4954 0,1077 0,0309 0,0078 0,5438 0,1351 0,0221 0,0078

Tabela A.3: Estimações dos estados pelo observador de Kalman com estimação de perturbação
na entrada utilizando-se modelos SS-LPV com funções scheduling com 9 e 3 pontos para o ajuste
polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,2579 0,0733 0,0010 0,0077 0,2787 0,0714 0,0010 0,0076
175 0,2075 0,0477 0,0008 0,0077 0,1989 0,0551 0,0010 0,0077
350 0,2357 0,0497 0,0008 0,0079 0,1998 0,0796 0,0010 0,0077
525 0,1745 0,0489 0,0008 0,0081 0,1287 0,0864 0,0010 0,0076
700 0,1385 0,0191 0,0009 0,0081 0,1012 0,0237 0,0009 0,0076
875 0,1240 0,0419 0,0010 0,0078 0,1071 0,0877 0,0007 0,0076
1050 0,0636 0,0350 0,0009 0,0074 0,0685 0,0727 0,0005 0,0077
1225 0,0855 0,0276 0,0004 0,0080 0,1063 0,0892 0,0002 0,0083
Média 0,1609 0,0429 0,0008 0,0078 0,1487 0,0707 0,0008 0,0077
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Tabela A.4: Estimações dos estados e parâmetros pelo observador de Kalman para o sistema
afins nos estados com injeção da sáıda utilizando-se modelos SS-LPV com funções scheduling
com 9 e 3 pontos para o ajuste polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,3426 0,1186 0,0087 0,0086 0,3420 0,1225 0,0066 0,0089
175 0,3419 0,0996 0,0099 0,0087 0,3568 0,0938 0,0071 0,0090
350 0,2915 0,0732 0,0098 0,0089 0,3069 0,0853 0,0075 0,0091
525 0,3289 0,0835 0,0098 0,0091 0,3385 0,0905 0,0080 0,0092
700 0,3251 0,0914 0,0104 0,0092 0,3317 0,0592 0,0084 0,0094
875 0,2793 0,0837 0,0119 0,0091 0,2940 0,0797 0,0087 0,0095
1050 0,2632 0,0749 0,0141 0,0091 0,3016 0,0689 0,0090 0,0097
1225 0,1560 0,0444 0,0163 0,0091 0,2320 0,0585 0,0092 0,0100
Média 0,2911 0,0837 0,0114 0,0090 0,3129 0,0823 0,0081 0,0094

Tabela A.5: Estimações dos estados, parâmetros e perturbação pelo observador de Kalman para
o sistema afins nos estados com injeção da sáıda utilizando-se modelos SS-LPV com funções
scheduling com 9 e 3 pontos para o ajuste polinomial.

Posição sℓ (mm)
com 9 pontos com 3 pontos

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,1067 0,1114 0,0015 0,0078 0,1207 0,1019 0,0016 0,0078
175 0,0500 0,0693 0,0012 0,0078 0,0552 0,0737 0,0013 0,0078
350 0,0450 0,0660 0,0011 0,0078 0,0614 0,0977 0,0011 0,0077
525 0,0350 0,0778 0,0011 0,0077 0,0082 0,1012 0,0010 0,0077
700 0,0607 0,0632 0,0012 0,0077 0,0332 0,0415 0,0010 0,0077
875 0,0366 0,0732 0,0015 0,0076 0,0209 0,0827 0,0010 0,0077
1050 0,0404 0,0521 0,0018 0,0074 0,0469 0,0597 0,0011 0,0076
1225 0,0438 0,0214 0,0019 0,0073 0,0109 0,0482 0,0011 0,0076
Média 0,0523 0,0668 0,0014 0,0076 0,0447 0,0758 0,0012 0,0077
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Tabela A.6: Estimações dos estados e parâmetros pelo observador exponencial com fator de
esquecimento para o sistema afins nos estados com injeção da sáıda utilizando-se modelos SS-
LPV com funções scheduling com 9 e 3 pontos para o ajuste polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,4246 0,1562 0,0050 0,0077 0,4307 0,1428 0,0076 0,0075
175 0,4541 0,1061 0,0081 0,0077 0,4584 0,1083 0,0076 0,0084
350 0,4208 0,1004 0,0096 0,0077 0,4226 0,1272 0,0076 0,0094
525 0,4697 0,1128 0,0107 0,0077 0,4696 0,1329 0,0076 0,0105
700 0,4800 0,0908 0,0126 0,0076 0,4798 0,0713 0,0075 0,0117
875 0,4585 0,1038 0,0163 0,0075 0,4605 0,1143 0,0075 0,0131
1050 0,4802 0,0843 0,0225 0,0074 0,4878 0,0928 0,0074 0,0147
1225 0,4215 0,0524 0,0323 0,0073 0,4391 0,0761 0,0073 0,0166
Média 0,4512 0,1009 0,0146 0,0076 0,4561 0,1082 0,0075 0,0115

Tabela A.7: Estimações dos estados, parâmetros e perturbação pelo observador exponencial
com fator de esquecimento para o sistema afins nos estados com injeção da sáıda utilizando-se
modelos SS-LPV com funções scheduling com 9 e 3 pontos para o ajuste polinomial.

sℓ (mm)
com 9 com 3

x2(sℓ,k) x1(L,k) x2(sℓ,k) x1(L,k)
ē σ2

e ē σ2
e ē σ2

e ē σ2
e

0 0,0152 0,1295 0,0010 0,0076 0,0247 0,1204 0,0011 0,0076
175 0,1926 0,0877 0,0047 0,0076 0,1023 0,0897 0,0022 0,0076
350 0,2144 0,0855 0,0062 0,0076 0,1317 0,1125 0,0034 0,0076
525 0,2948 0,0969 0,0074 0,0076 0,2252 0,1174 0,0046 0,0076
700 0,3344 0,0806 0,0094 0,0076 0,2703 0,0599 0,0060 0,0075
875 0,3441 0,0948 0,0131 0,0074 0,2783 0,1011 0,0075 0,0075
1050 0,3958 0,0809 0,0192 0,0073 0,3275 0,0815 0,0093 0,0074
1225 0,3626 0,0544 0,0280 0,0072 0,2969 0,0659 0,0114 0,0074
Média 0,2692 0,0888 0,0111 0,0075 0,2009 0,0936 0,0057 0,0075



Apêndice B
Indices para escolha da estrutura do modelo

aplicados aos pontos s5 e s8
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Figura B.1: Índices para escolha da estrutura do modelo LPVu×yi aplicados aos pontos s5 e s8.
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Figura B.2: Índices para escolha da estrutura do modelo LPVyi×yo aplicados aos pontos s5 e s8.
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