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RESUMO

O projeto de estruturas de ago geralmente é realizado em duas etapas: analise
estrutural e dimensionamento. A separacao dessas etapas implica na necessidade de
avaliar os esforgcos solicitantes, deslocamentos, estabilidade e resisténcia de cada
elemento estrutural, o que dificulta o processo de obtencdo de estruturas mais
resistentes, otimizadas, econdmicas e, consequentemente, mais sustentaveis. Além
disso, ao analisar estruturas de ago com perfis abertos de parede fina submetidas a
grandes carregamentos, € imprescindivel considerar, além da n&o linearidade
geométrica e do material, 0 empenamento da seg¢ao transversal, as tensdes residuais
e as imperfeicdes geométricas iniciais. Nesse contexto, o objetivo da presente
pesquisa é apresentar o desenvolvimento tedrico de uma formulacédo néo linear para
a analise estrutural avangada de pérticos espaciais de ago, considerando as teorias
de tor¢cdo de Saint Venant e Vlasov, bem como a sua implementagdo computacional
por meio do método dos elementos finitos. O desenvolvimento tedrico é realizado
aplicando-se uma formulagdo Lagrangiana atualizada, que utiliza a abordagem
corrotacional para a dedugdo da matriz de rigidez do elemento finito de portico
espacial. As relagbes cinematicas adotadas permitem a consideragdo de grandes
translagdes e rotagdes de corpo rigido, acompanhadas de pequenas deformagdes. O
comportamento plastico do material € considerado aplicando-se o conceito de
plasticidade distribuida e relagdes constitutivas apropriadas para o material,
permitindo-se, assim, o acompanhamento do escoamento ao longo da altura da se¢ao
transversal e do comprimento do elemento. Neste estudo, é assumido que as rigidezes
a torcdo e ao empenamento n&o sao influenciadas pela plastificagao do elemento. A
formulacdo desenvolvida foi implementada no programa ASTRAS, elaborado em
linguagem Fortran 90. Por fim, exemplos numéricos sdo apresentados a fim de
demonstrar a consisténcia e precisdo dos resultados obtidos por meio da metodologia
proposta. Verificou-se que a consideragao da restricdo ou ndo do empenamento nos
ndés é um aspecto importante na analise, especialmente em estruturas sujeitas a
flambagem. O método da zona plastica permitiu avaliar melhor a redistribuicdo de
tensdes e identificar pontos de fragilidade que poderiam ser negligenciados pelo
método da roétula plastica, além de incorporar a ndo linearidade geométrica e de
material de maneira mais abrangente, resultando em uma representagéo mais fiel das
respostas estruturais.

Palavras-chave: Analise Avangada; N&o Linearidade do Material; Ndo Linearidade
Geomeétrica; Teoria de Vlasov; Teoria de Saint Venant; Pértico Espacial de Aco.



viii

ABSTRACT

The design of steel structures is generally carried out in two stages: structural analysis
and design. The separation of these stages requires the evaluation of applied forces,
displacements, stability, and the resistance of each structural element, making it
challenging to achieve structures that are more resistant, optimized, economical, and
consequently, more sustainable. Additionally, when analyzing steel structures with
thin-walled open sections subjected to large loads, it is essential to consider not only
geometric and material nonlinearity but also cross-sectional warping, residual stresses,
and initial geometric imperfections. In this context, the aim of this research is to present
the theoretical development of a nonlinear formulation for the advanced structural
analysis of spatial steel frames, incorporating the Saint Venant and Vlasov torsion
theories, as well as its computational implementation using the finite element method.
The theoretical development is carried out using an updated Lagrangian formulation,
which employs the corotational approach to derive the stiffness matrix for the spatial
frame finite element. The adopted kinematic relations allow for the consideration of
large rigid body translations and rotations accompanied by small deformations. The
material's plastic behavior is considered through the application of distributed plasticity
concepts and appropriate constitutive relations, enabling the tracking of material
yielding throughout the cross-sectional height and element length. In this study, it is
assumed that torsional and warping stiffnesses are not influenced by the element's
plasticity. The developed formulation was implemented in the ASTRAS program,
written in Fortran 90. Finally, numerical examples are presented to demonstrate the
consistency and accuracy of the results obtained using the proposed methodology. It
was found that considering or not the restriction of warping at the nodes is an important
aspect in the analysis of thin-walled structures, especially in structures susceptible to
buckling. The plastic zone method allowed for a better evaluation of stress
redistribution and identification of weaknesses that could be overlooked by the plastic
hinge method, in addition to incorporating geometric and material nonlinearity more
comprehensively, resulting in a more accurate representation of structural responses.

Keywords: Advanced Analysis; Material nonlinearity; Geometric nonlinearity; Vlasov’s
theory; Saint Venant's theory; Space frame.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Relevancia dos periOdiCOS ............uuuuuueeeiiiiiiiiiieiiiieiiiiieieeeeeieeeeaeeeeeeeeeeeeeees 31
Figura 2 — Comportamento for¢a versus deslocamento dos varios tipos de analise.37

Figura 3 — Modelagem pelo método da zona plastica..........cccceeeeeviviiiiiiii e, 39
Figura 4 — Trajetérias de equilibrio tipicas em problemas nao-lineares .................... 40
Figura 5 — Processo incremental-iterativo com controle de carga.............cccceuvuueeeee 43

Figura 6 — Processo incremental-iterativo com controle direto de deslocamento......44

Figura 7 — Caracteristica nao vetorial da rotagao no caso tridimensional ................. 48
Figura 8 — Translacao e rotagao de um vetor N0 €SPaCO .......ccuvuiiiiiiiiieeeeiiieeeeeeiannn, 49
Figura 9 — Torgao uniforme em barra prismatica.............ccouviiieeiiiieiicccee e, 55
Figura 10 — Viga de parede fina submetida a carga excéntrica ..............ccccuvureennnnne 58
Figura 11 — Area Setorial ............c.oueeveeeeeeeeeeeeeeeee e, 60
Figura 12 — Area setorial principal para um perfil | duplamente simétrico.................. 61
Figura 13 — Equilibrio de forgas num elemento de um perfil aberto U...................... 62

Figura 14 — Forcgas resultantes das tensdes de cisalhamento da torg&o livre e da flexo-

Figura 15 — Secéao transversal de parede delgada..............cccceeeeiiiiiiiiiiiicic e, 65
Figura 16 — Eixos nodais de referéncia e coordenadas dos nés nas diferentes
CONFIQUIAGOES ... 69
Figura 17 — Eixos do elemento e eixos das segdes inicial e final..............ccccovveeenee. 70
Figura 18 — Determinagcdo das novas coordenadas do elemento: (a) média das
projecdes dos eixos da sec¢ao; (b) novos eixos do elemento. ............ceeeeiiiiiiiiiinnnns 72

Figura 19 — Variagao do sistema de eixos das seg¢des nodais: (a) Configuragao C1; (b)

Configuragdo C2; (c) Incrementos rotacionais ...........coooveeieeeiieeeeee e 74
Figura 20 — Deslocamentos e forgas Nodais ...........ccoovvveiiiiiiiie e 76
Figura 21 — Elemento infinitesimal antes e apds deformagado...........ccccceeeieiieiiinnnnns 79
Figura 22 — Diagrama tens&o versus deformac&o do material.................eeevevienennnnns 91
Figura 23 — Comportamento elastoplastico do material para o caso uniaxial ........... 92
Figura 24 — Diagrama tens&o normal x deformagdo normal multilinear .................... 94
Figura 25 — Discretizagao da segao transversal..............cccoiiiieiiiiiiieiiii e, 95

Figura 26 — Fluxograma do algoritmo de solugdo incremental-iterativa para analises
LSS} = 17T 102



Figura 27 — Viga engastada com carga vertical na extremidade livre...................... 104
Figura 28 — Influéncia do numero de fatias na resposta estrutural......................... 104
Figura 29 — Influéncia do numero de elementos finitos na reposta estrutural ......... 106

Figura 30 — Pdrtico L em balango submetido a carga concentrada na diregao X....107

Figura 31 — Curva carga versus deslocamento lateral (w) para o portico L ............ 108
Figura 32 — Configuragdo deformada do portico L em balango............cccccceeeeeeee 109
Figura 33 — Geometria da estrutura em vista superior e em elevagao.................... 110
Figura 34 — Trajetdrias de equilibrio para 0 NG do tOPO........ceeeeieeiiiiiiiicicie e 111
Figura 35 — Configuragéo deformada do domo (analise elastica)...............ccceeuu..e. 112
Figura 36 — Configuragdo deformada do domo (analise elastoplastica).................. 112
Figura 37 — Portico de dois andares com bases engastadas...........cccccceeeeeeeeeeeeee, 113

Figura 38 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral do poértico de dois
andares com bases engastadas.............cooooiiiiiiiii 114
Figura 39 — Portico espacial de dois andares e um vao com perfis H..................... 115
Figura 40 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral para o né A do topo do
oL = IOl o= 1V 1 41T o1 (o J PSR 116

Figura 41 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral para o né B da

(o7 ] o1 o (1] = LS 116
Figura 42 — Viga submetida a momento torgor uniformemente distribuido ............. 118
Figura 43 — Variagcao do angulo de tor¢do (6x) ao longo do v&o da viga................. 119

Figura 44 — Variacdo do momento torgor considerando empenamento livre nos apoios

F= ] 010 (o 1= J PSRRIt 120
Figura 46 — Variagdo do bimomento ao longo do vaoda viga .........ccccceeevveeninenenns 121
Figura 47 — Grelha submetida a um momento torgor concentrado ......................... 122
Figura 48 — Viga-pilar submetida a flexo-torg&o.............uuuueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 124
Figura 49 — Comportamento geometricamente nao linear da viga-pilar submetida a
1 L2 (e T (0] (%= Lo TSRt 125
Figura 50 — Portico L em balango no plano XZ ..........oooooviieii e 127
Figura 51 — Carga versus deslocamento Uc do portico L ..., 127
Figura 52 — Carga versus deslocamento Vc do poOrtico L ..o 128
Figura 53 — Carga versus deslocamento |W¢| do portico L..........coooveiiiiiieeicininnns 128

Figura 54 — Viga continua com dOiS VAOS ..........uiiiiieieiiiiiiiiiiiiee e eeee e e eeeeeens 129



Xi

Figura 55 — Relagdo P2,,/PSV versus parametro de excentricidade e/L................. 130
Figura 56 — Redug&o da capacidade resistente ... 131
Figura 57 — Redugao da capacidade resistente sem empenamento....................... 131
Figura 58 — Viga engastada submetida a flambagem lateral ........................ooe. 132

Figura 59 — Comportamento carga versus deslocamento lateral da viga engastada

Figura 60 — Portico espacial com planta baixa triangular...............ccccceviiiiiiiiinnnnn. 134
Figura 61 — Comportamento n&o linear do pértico de dois andares com planta baixa
L0 E= T T | = R 135

Figura 62 — Plastificagdo nas barras do portico de dois andares com base triangular



Xii

LISTA DE TABELAS
Tabela 1 — Portf6lio bibliografico selecionado .............ccoooieiiiiiiiiiiii e 27
Tabela 2 — Discretizacdo da secédo transversal pormodelo..............ccoeeeveieinnnnn. 104

Tabela 3 — Imperfeicido de desalinhamento do portico espacial de dois andares com



Xiii

LISTA DE QUADROS

Quadro 1 — Palavras-chave e combinagdes para busca..........ccceevviiiieiiiiiiceeiiinnnn. 26

Quadro 2 — Lentes de pesquisa para analise do portfdlio bibliografico ..................... 32



Xiv

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

AISC — American Institute of Steel Construction

ASTRAS — Advanced Structural Analysis System

CEFET-MG - Centro Federal de Educagao Tecnolégica de Minas Gerais
ECCS - European Convention for Constructional Steelwork

EF — Elementos finitos

FAPEMIG — Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Minas Gerais
GSP - Generalized Stiffness Parameter

LRFD - Load and Resistance Factor Design

MEF — Método dos Elementos Finitos

MZP — Método da Zona Plastica

MRP — Método da Roétula Plastica

MRPR — Método da Rétula Plastica Refinado

NLG — N&o Linearidade Geométrica

NLM — Nao Linearidade do Material

NRP — Método de Newton-Raphson Padrao

NRM — Método de Newton-Raphson Modificado

PPLANLEP — Podrticos Planos de Ago, considerando a Analise N&o Linear Elasto-
Plastica

ProKnow-C — Knowledge Development Process Constructivist



XV

SUMARIO
1 INTRODUGAO ......ocouieireieirereesesee e sesseesessessessessssssssssssssssssssseseessssssssesssnens 18
1.1 ODBJELIVOS ... 21
1.1.1 ODbjetivo geral ........eueiie e 21
1.1.2 Objetivos eSPEeCIfiCOS .....coeiiiiiiiieee e e 21
1.2  Justificativae Relevancia...................oooo i 21
1.3  Organizagdo do trabalho ... 23
2 ESTADO DA ARTE: ANALISE AVANGADA DE ESTRUTURAS
RETICULADAS TRIDIMENSIONAIS EM AGO ... eennnnssnnnsnnnnssssnnsssnnnsnnnnes 25
21 Consideragoes iNiCIaiS...........cooeeiiiiiiiiii e 25
2.2 Selecao dos trabalhos cientificos e revisao sistematica................... 25
2.2.1 Selecdo do portfélio bibliografico..............eeiiiiiiiiiicie 26
2.2.2  Analise bibliométrica do portfolio bibliografico...............cccceuuviiinnnnnnne 30
2.2.3  Analise sistémica dos artigos do portfOlio ..............eeeeeviiiiiiiiiiiiiinnee. 32
3 ANALISE ESTRUTURAL EM PROBLEMAS NAO LINEARES .................... 36
3.1 Consideragoes iNiCiaiS................oouuuiiiiiiiiii e 36
3.2  Analise avangada ................oooiiiiiiiii i 37
3.3 Métodos de analise plastica...............ccoooi i 38
3.4 Solugao das equacgoes de equilibrio nao lineares.............................. 40
3.4.1 Métodos incrementais-iterativos............ccccoiiiiiniiiiiiii s 41
3.4.2 Critérios de CONVEIrgENCIA.......ccoeeeie e 46
4  TENSOR ROTAGAOD.......ccectrreeriereesssessssessesssssssssssssssssssssssssssessessssssssessenes 48
4.1 Consideragoes iNiCiaiS................couuiiiiiiiiii i 48
4.2 Matriz de rotagdo — Férmula de Rodrigues ...............cccccccii 49
4.3 Extragao do vetor rotacional a partir da matriz de rotacao ............... 52
4.4 ROtag0eS SUCESSIVAS .........ucoiiiiiiiiiiicciee e 52
5 TORGAO EM BARRAS PRISMATICAS.........ceceererrrrireeeseenssesessessssssessssens 54
5.1 Consideragoes iNiCiais................oouuuiiiiiii i 54
5.2 Torgao uniforme de Saint-Venant..........................iiii 54
5.3 Torgao nao uniforme ou flexo-torgao................cooooeeiiiiiiiii s 57
5.4 Instabilidade por flexao e torgao..................ooiiiiii 64
6 FORMULAGAO PARA ANALISE DE PORTICOS ESPACIAIS
CONSIDERANDO AS TEORIAS DE SAINT VENANT E VLASOV.......cccccceeviieeennne 68

6.1 Consideragoes iNiCIaiS...........cooeeiiiiiiiii e 68



XVi

6.2 Sistemas de eixos de referéncia...............ccoccoiiiiii i 69
6.3  Atualizacdo da geometriado elemento..................cccooiiiiiii i 71
6.4 Eixos do elemento e eixos das se¢des nodais................ccoovvvennenn... 71
6.5 Deslocamentos naturais doelemento..................ccooooiiiiiiii, 73
6.6 Cinematicadoelemento ... 76

6.6.1 Campo de deslocamento ............ceeeiiiiiiiiiiiccee e 77

6.6.2 Campo de deformagan...........ueiiii e 78
6.7 Fungoes de interpolagao .............ooooveieiiiii i 80
6.8 Valor médio de deformacgao ...............coooriiiiiiiiiii i 82
6.9 Equagoes de equilibrio ... 82
6.10 Matriz de transformagao................cccooeeiiiiiiiiii e 84
6.11 Matriz de rigidez tangente do elemento .....................oooo . 85

6.11.1 Matriz de rigidez tangente constitutiva e geométrica em regime
L= = 1 [ o O 86

6.11.2 Matriz de rigidez tangente constitutiva e geométrica em regime

ElAaSIOPIASTICO ... . 88
6.12 Relagoes constitutivas...............iiiii e 90
6.12.1 Comportamento elastoplastico unidimensional ...................cccccee. 92
6.13 ESfOrgos internos...............ooooiiiiiiiiiii e 94
6.13.1 Decomposicao da secdo transversal em fatias ................cccceeeeeee. 95
6.13.2 Coeficientes de MQIdeZ ...........uuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 96
IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL .......coeetrrerrreesnresesnesssssesssssessssssssssns 98
71 Consideragoes iNiCiaiS................c.uuuiiiiiiiiii e 98
7.2  Visao geral do programa ASTRAS ..., 98
SIMULAGOES NUMERICAS ... s s 103
8.1 Consideragoes iNiCiaiS...........cooouuuuiiiiii e 103
8.2 Exemplos considerando a teoria de Saint-Venant .......................... 103
8.2.1 Viga engastada submetida a uma carga concentrada ................... 103
8.2.2 Pdrtico L em balango no plano XY ... 106
8.2.3 Domo espacial submetido a carga vertical.................ueeviiiiiiinnnnn. 109

8.24 Pértico tridimensional de dois andares com se¢des retangulares.. 112

8.2.5 Pdrtico espacial de dois andares e um vao com perfis H............... 114
8.3 Exemplos considerando a teoriade Vlasov.................cccccoeeiinn. 117
8.3.1 Viga com momento torgor distribuido............ooovvviiiiiiiiiiii. 117
8.3.2 Grelha submetida a um momento torgor concentrado ................... 121

8.3.3  Viga-pilar submetida a flexo-torgao.............oeeeeeviiiiiiiii i 123



XVii

8.3.4 Portico L em balango no plano XZ ..........ooo e 126
8.3.5 Flambagem lateral de uma viga continua com dois véaos............... 129
8.3.6  Viga engastada submetida a flambagem lateral............................. 131
8.3.7 Pdrtico espacial de dois pavimentos com planta baixa triangular .. 133
9  CONSIDERAGOES FINAIS .......cooeeirereeereeseeeesesseesesseesesseesessessssssssessessens 137
REFERENCIAS .......ooiietccieee et ssss s s ssssssesas e sassssssssssssssssssssssssnssnsnes 141
7Y o = 0] (o =3 NP 153

A.1 Arquivo de saida: Viga engastada submetida a uma carga concentrada
(EXEeMPIO 8.2.1) ...t 153



18

1 INTRODUGAO

O projeto de estruturas de aco envolve duas fases: analise estrutural e
dimensionamento. Em razdo da etapa de dimensionamento ser, geralmente,
desacoplada da analise estrutural, existe a necessidade de verificar, de forma
individual, os esforgos solicitantes, os deslocamentos, a estabilidade e a resisténcia
de cada componente da estrutura. Esse processo demanda tempo e desfavorece a
obtencdo de um dimensionamento mais otimizado. Considerando tal aspecto, existe,
atualmente, um notavel esforco da comunidade cientifica que atua na area de
Engenharia de Estruturas em desenvolver programas computacionais capazes de
auxiliar projetistas a criarem edificios de ago mais resistentes e duraveis com o minimo
emprego de material visando a sustentabilidade da construgao civil. Para isso, se torna
essencial a consideracdo dos principais fatores que afetam o comportamento das
estruturas, tais como as néo linearidades geométrica e do material, bem como das
imperfei¢cdes iniciais das pegas estruturais (Ngo-Huu, Nguyen e Kim, 2012a; Nguyen
e Kim, 2014a, 2018a; Silva et al., 2018).

A nao linearidade geométrica esta relacionada as mudangas da geometria da
estrutura frente as acdes atuantes, a qual se traduz nos efeitos de segunda ordem
P — A (global) e P - & (a nivel do elemento). O efeito P — A esta associado ao
acréscimo de momentos devido ao deslocamento da estrutura, enquanto o efeito P —
6 esta relacionado ao acréscimo de momentos pela curvatura das barras sujeitas a
forcas axiais. Por sua vez, a nao linearidade do material é responsavel por incluir os
efeitos da perda da rigidez do material durante a histéria de carregamento da
estrutura.

Além desses fatores que interferem no comportamento das estruturas de aco,
devem-se considerar as imperfeicdes iniciais dos elementos que constituem a
estrutura, isto é, as imperfeicbes geométricas e de material. As imperfei¢cdes
geométricas iniciais (curvatura inicial e fora de prumo) podem ser originadas nos
processos de fabricagdo e construgdo (durante a montagem), ou até mesmo no
transporte dos elementos estruturais. As imperfeicbes de material (tensdes residuais)
aparecem com o resfriamento ndo uniforme da peca, sendo advindas do processo de
fabricacdo dos perfis de ago. Tais tensdes sdo auto equilibradas e influenciam na
resposta estrutural visto que podem antecipar o surgimento da plastificacéo e,

consequentemente, alterar a trajetéria até o colapso.
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A andlise que considera simultaneamente as nao linearidades geométrica e do
material, as tensdes residuais e as imperfeicbes geométricas, de forma que nao seja
necessaria a verificacdo de cada elemento de forma isolada, é conhecida como
Analise Avancgada (Chen e Kim, 1997; Silva, 2010). Essa analise viabiliza a construgao
de estruturas mais leves e esbeltas, uma vez que pode prever com bastante precisdo
os possiveis modos de falha de uma estrutura, além de proporcionar um maior indice
de confiabilidade na analise e no dimensionamento estrutural (Lavall et al., 2013).

Na literatura encontram-se diversas formulagdes, baseadas no Método dos
Elementos Finitos (MEF), que aplicam o conceito de Analise Avangada, essas
geralmente se diferem pelos métodos aplicados para a consideracédo das néao
linearidades, fisica e geométrica (Nguyen e Kim, 2016, 2018a; Truong, Nguyen e Kim,
2017; Silva et al., 2018).

Conforme descrito por Nguyen e Kim (2014c), existem dois métodos aplicados na
analise avancada de estruturas de aco para a consideragcdao do efeito da nao
linearidade do material: o Método da rotula plastica refinado (MRPR) e o Método da
zona plastica (MZP). O primeiro método surge do refinamento do método da rétula
plastica (MRP), baseado na abordagem de plasticidade concentrada, no qual avalia-
se a plasticidade do material nos pontos nodais de cada elemento finito. O refinamento
do método é feito de modo a considerar a perda de rigidez de forma gradativa entre
as curvas de inicio de plastificagdo e de resisténcia. O segundo método, baseado na
abordagem de plasticidade distribuida, € mais preciso do que os métodos de rotula
plastica, uma vez que considera a plastificacdo ao longo do comprimento e da area
da secéo transversal dos elementos estruturais (Nguyen e Kim, 2014c).

No que se refere a abordagem para a descrigdo do movimento do elemento finito,
pode-se agrupar essas formulagcbes em trés categorias: Lagrangiana Total,
Lagrangiana Atualizada e Corrotacional. A principal diferenga entre as duas primeiras
descrigdes esta relacionada a configuragdo considerada na deducgédo das equagoes
de equilibrio do MEF. Na formulagdo Lagrangiana Total, todas as variaveis s&o
derivadas em relagdo a uma configuragao de referéncia inicial fixa, enquanto que na
descrigcdo Lagrangiana Atualizada as equagdes sdo formuladas em relagao a ultima
configuragdo de equilibrio. Por sua vez, na descrigdo cinematica corrotacional, as
equacdes de cada elemento sdo desenvolvidas considerando dois sistemas: um
sistema de configuragdo base que permanece fixo e outro, chamado corrotacional,

gue acompanha o elemento. Nessa abordagem pode-se empregar tanto a formulagéo
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Lagrangiana Total quanto a Atualizada (Hsiao, Horng e Chen, 1987; Silva, 2013; Viana
et al., 2020).

Muitas pesquisas tém revelado que a formulagao corrotacional € mais adequada
quando pequenas deformagdes estdo envolvidas no problema. Além disso, o emprego
de uma formulacao corrotacional permite a consideracado de diferentes medidas de
deformagao a nivel local (Monteiro, 2004).

Esses aspectos se tornam ainda mais relevantes ao analisar estruturas
tridimensionais, onde os elementos podem estar sujeitos a forgcas e momentos que
nao apenas causam translacdes e rotacdes de flexdo, mas também induzem efeitos
de tor¢ao. Para incorporar o grau de liberdade de tor¢gdo em um modelo de elementos
finitos, pode-se adotar as hipoteses de Saint Venant ou Vlasov. A torgao livre de Saint
Venant aborda a deformacéo de torcdo em situagdes onde o material ndo experimenta
qualquer restricao ao empenamento, o que € comum em muitas aplicagdes praticas.
Por outro lado, a torgédo restringida de Vlasov inclui o efeito das restricbes de
empenamento, que sdo criticas em elementos estruturais onde o empenamento da
secao transversal é impedido, como em estruturas de agco com perfis abertos.

Embora existam diversas formulagdes para a analise nao linear de estruturas,
ainda sdo poucos os estudos que utilizam a abordagem corrotacional na analise
avancada de estruturas espaciais, considerando tanto o método da plasticidade
distribuida quanto a influéncia do empenamento da secao transversal. Portanto, este
trabalho apresenta uma formulagao nao linear de um elemento finito, juntamente com
sua implementacado computacional, para a analise avancada de porticos espaciais de
aco. A formulagdo combina a descricdo Lagrangiana Atualizada com a abordagem
corrotacional, e € baseada nas teorias de tor¢ao de Saint Venant e Vlasov. As relacdes
cinematicas adotadas permitem grandes translagbes e rotagcées de corpo rigido,
acompanhadas de pequenas deformacgdes. Para capturar a plasticidade do material,
€ utilizado o método da zona plastica, o que possibilita acompanhar a distribuicido da
plastificagdo ao longo da altura da sec¢édo transversal e do comprimento do elemento.
Além disso, a metodologia proposta considera as imperfeicbes geométricas iniciais,
como curvatura inicial e falta de prumo, bem como as tensdes residuais.

E importante ressaltar que essa tese é uma continuacdo dos trabalhos
desenvolvidos por Lavall (1996), Silva (2010), Costa (2014), entre outros, que
propuseram formulacdes para a analise avancgada de porticos planos, trelicas e cabos

planos e espaciais similares com a formulagdo aqui apresentada. Neste trabalho, o
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programa Advanced STRuctural Analysis System (ASTRAS), apresentado em Costa

(2014), sera adaptado de modo a possibilitar a analise de porticos espaciais de ago.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo dessa tese € desenvolver uma formulagao tedrica nao linear para a

analise avancada de porticos espaciais de acgo, incorporando as teorias de Saint

Venant e Vlasov, e realizar sua implementacao computacional através do método dos

elementos finitos.

1.1.2 Objetivos especificos

Para o alcance do objetivo principal, foram definidos os objetivos especificos:

Realizar uma revisdo sistematica da literatura abordando métodos e
estudos relevantes na andlise avangada de estruturas reticuladas
tridimensionais de aco.

Desenvolver uma formulagao Lagrangiana corrotacional aplicada a porticos
espaciais incluindo as nao linearidades do material e geométrica das
estruturas, além da consideragao das teorias de Saint Venant e de Vlasov;
Implementar no programa ASTRAS a formulag&o proposta que considera o
elemento unidimensional de pdrtico no espaco, incorporando os efeitos de
torgao livre e flexo-torgao.

Implementar o método do controle de deslocamento generalizado visando
atender a estabilidade numérica ao se aproximar de pontos criticos, a
adequacao dos incrementos de carga com base nas variagdes na rigidez da
estrutura e a capacidade de adaptacao imediata para determinar a direcao
do carregamento ao longo da analise;

Validar a formulacao proposta e sua implementacgao a partir da comparacgao
dos resultados de problemas envolvendo a néo linearidade geométrica e do
material, bem como a torcdo uniforme e ndo uniforme, obtidos pelo

programa ASTRAS com aqueles disponiveis na literatura.

1.2 Justificativa e Relevancia

Entre os varios setores produtivos, o setor da construcéo civil € um dos que mais

geram residuos e consome recursos naturais, além de causar diversos outros
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impactos sociais, econbmicos e ambientais (Ministério do Meio Ambiente, [s.d.]).
Esses impactos, muitas das vezes, estao relacionados a inexisténcia de metodologias
adequadas para uma determinada etapa do processo construtivo.

A busca de estruturas mais eficientes e de menor custo tem sido um dos principais
desafios da industria da construcao civil, uma vez que essa acgao requer um trabalho
bem elaborado nas diversas fases construtivas, especialmente na etapa de
concepgao do projeto. Nesse momento, almeja-se estruturas resistentes, mais leves
e esbeltas com o objetivo de reduzir custos com material e a geragéo de residuos,
promovendo a sustentabilidade. No entanto, ao se projetar estruturas mais esbeltas é
imprescindivel a consideracdo de efeitos nao lineares oriundos de grandes
deslocamentos de translagdo e angulares.

O problema de grandes rotagdes em estruturas espaciais ndo é uma tarefa simples
de ser analisada, visto que as grandes rotagdes no espago apresentam natureza nao
vetorial, isto €, ndo obedecem a propriedade comutativa utilizada na adicdo de vetores
e, portanto, o resultado em geral ira depender da ordem que as rotagbes s&o
realizadas (Hsiao, Horng e Chen, 1987).

Algumas pesquisas recentes tém indicado as vantagens da utilizagdo da descrigao
corrotacional no tratamento de grandes deslocamentos e rotagbes de corpo rigido
(Alsafadie, Hjiaj e Battini, 2011; Albino et al., 2018; Re, Di e Addessi, 2018; Re, Di,
Addessi e Paolone, 2019). Na formulagéo corrotacional, a n&o linearidade geométrica
€ desacoplada da néo linearidade do material, o que permite a adogcao de diferentes
relacdes constitutivas para o material.

Além da consideracdo dos efeitos de segunda ordem, deve-se avaliar a
possibilidade de as estruturas estarem sujeitas a carregamentos extremos com
intensidades suficientes para provocarem deformacdes plasticas irreversiveis nos
elementos estruturais. Nessa ocasiao, a fim de se obter uma resposta numérica mais
proxima da realidade, o método de analise utilizado deve ser capaz de capturar a
evolugado da plastificacdo ao longo da altura e do comprimento dos elementos que
compdem a estrutura. Nesse caso, o método da zona plastica apresenta-se como uma
excelente opgao (Nguyen e Kim, 2014c; Silva et al., 2018).

Por fim, outro problema a ser analisado em estruturas espaciais séo os efeitos da
torcdo em barras prismaticas de paredes finas. Essas barras podem sofrer
deslocamentos longitudinais relativos (empenamento) como resultado da torgéo e,

havendo qualquer restricdo ao empenamento, surgem tensdes normais que podem
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atingir valores significativos, principalmente, nas barras com sec¢bes transversais
abertas e de paredes finas. No entanto, a maioria dos trabalhos encontrados na
literatura desprezam o efeito do empenamento.

Portanto, nessa perspectiva, ao propor uma formulacdo que considera as
metodologias e situagdes acima descritas, a relevancia desse trabalho reside na
possibilidade de se obter resultados mais precisos sobre o comportamento de
estruturas de aco que poderao servir de base na obtencdo de solugdes estruturais

mais sustentaveis.

1.3 Organizagao do trabalho

Este trabalho foi estruturado em nove capitulos. O Capitulo 1 consiste na
introdugéo, apresentando de forma sucinta o tema do trabalho, bem como o objetivo
geral e os objetivos especificos, a justificativa e a estrutura do trabalho.

No capitulo 2, sdo apresentados os métodos e principais estudos relacionados a
analise avangada de estruturas reticuladas tridimensionais de ago, afim de evidenciar
o estado da arte e as tendéncias metodoldgicas adotadas nas publicagbes sobre o
tema. Para isso, foi utilizado o método Knowledge Development Process —
Constructivist (ProKnow-C), que favorece a realizagdo de uma analise sistémica bem
estruturada e abrangente da literatura.

Nos capitulos 3 a 5, é delineado o embasamento tedrico adotado neste trabalho.
O Capitulo 3 descreve os principios da Analise Avancgada, explorando os principais
fatores que influenciam o comportamento das estruturas de ago. Especial atencéo é
dada aos diferentes tipos de analise, com um foco particular na analise elastoplastica
de segunda ordem utilizando a abordagem de plasticidade distribuida. Além disso,
esse capitulo oferece uma revisdo dos principais métodos incrementais iterativos
utilizados na resolugéo de sistemas de equacdes nao lineares. Em seguida, o Capitulo
4 detalha o caso de problemas tridimensionais que envolvem grandes rotagdes,
introduzindo o tensor de rotagdo e descrevendo o procedimento para extrair o vetor
rotacional a partir da matriz de rotagdo. Finalmente, o Capitulo 5 explora a tor¢do em
barras prismaticas, abordando tanto a teoria de tor¢do uniforme de Saint Venant
quanto a teoria de torcdo nao uniforme de Vlasov.

No capitulo 6, uma formulagdo numérica de um elemento finito de portico espacial
€ desenvolvida. Essa formulagdo emprega a descricdo Lagrangiana corrotacional

atualizada e o método da zona plastica para a obtencdo da matriz de rigidez tangente



24

consistente do elemento de pértico espacial. A exposicido da teoria é feita de forma
itemizada, sendo abordada as relagdes constitutivas do material, os sistemas de
coordenadas global e local, os campos de deslocamento e deformagédo conforme as
teorias de Saint Venant e Vlasov. Ao final desse capitulo, apresentam-se as matrizes
de rigidez tangente, constitutiva e geométrica, considerando os comportamentos,
elastico e elastoplastico, para elementos de poérticos espaciais, explicitando-as
analiticamente, de forma simples.

O capitulo 7 aborda os aspectos da implementacao computacional da formulacao
numeérica proposta. Inicialmente, é fornecida uma visao geral do programa Advanced
STRuctural Analysis System (ASTRAS). Posteriormente, € mostrado o fluxograma do
algoritmo de solugdo incremental-iterativa para analises estaticas de poérticos
espaciais de aco, baseado na formulacdo desenvolvida, bem como uma breve
descricdo das subrotinas que foram adaptadas.

No capitulo 8, sido apresentados exemplos numéricos de problemas
geometricamente e fisicamente nao lineares envolvendo estruturas de agco com e sem
a consideracao da rigidez ao empenamento com o objetivo de validar a formulag&o
implementada.

Por fim, no capitulo 9, sdo apresentadas as principais conclusdes do presente

trabalho, bem como sugestdes para trabalhos futuros.
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2 ESTADO DA ARTE: ANALISE AVANGADA DE ESTRUTURAS RETICULADAS
TRIDIMENSIONAIS EM ACO

2.1 Consideragoées iniciais

Nas ultimas décadas, em decorréncia dos grandes avangos tecnolégicos na area
de construcéo civil, a aplicagao de elementos estruturais leves e esbeltos tem se
tornado bastante usual em estruturas, como em edificios e pontes. Essas estruturas,
quando submetidas a condi¢gdes severas de carregamento podem exibir grandes
deslocamentos e rotagdes e até mesmo deformacgdes irreversiveis. A fim de viabilizar
o projeto de sistemas estruturais sujeitos a tais condi¢gdes, muitas normas técnicas
tém recomendado o emprego de anadlises nao lineares elastoplasticas como boa
pratica na definigdo do comportamento desses sistemas (CEN, 2005; ABNT, 2008).
Nesse sentido, beneficiando-se da tecnologia computacional existente, alguns
pesquisadores tém-se dedicado ao desenvolvimento de métodos de analise nao linear
de estruturas.

Considerando tal contexto, o presente capitulo propde-se a apresentar um portfélio
bibliografico, bem como o estado da arte, do tema “Analise avangada de estruturas
tridimensionais em ago” a partir da aplicagédo da metodologia Knowledge Development
Process Constructivist (ProKnow-C), proposta por Ensslin et al. (2010). O foco
principal desse estudo esta voltado a aplicagao de elementos finitos unidimensionais,
0s quais sao de natureza simples e de larga aplicagao na analise estrutural. Pretende-
se responder a seguinte pergunta: Quais s&o as principais metodologias aplicadas na
analise avancada de estruturas reticuladas espaciais de ago?

Para responder a pergunta proposta, fez-se uma busca por artigos cientificos que
abordam formulagdes nao lineares para analise de estruturas espaciais de aco de
modo a observar os aspectos: a) descricdo cinematica do elemento finito; b)
modelagem da plasticidade; e c) atributos fisicos considerados (tensdes residuais,

imperfeicdes geométricas iniciais, empenamento da se¢ao transversal).

2.2 Selecao dos trabalhos cientificos e revisao sistematica

O método ProKnow-C se estrutura, basicamente, em trés etapas: selecdo do
portfélio bibliografico; analise bibliométrica e analise sistémica. A analise bibliométrica
consiste em uma analise quantitativa de um conjunto definido de artigos para gerir a

informacéo e o conhecimento cientifico do tema de pesquisa. Por sua vez, a analise
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sistémica tem como fim a identificacdo das lacunas na literatura sobre determinado
tema, a partir da leitura dos artigos selecionados (Ensslin et al., 2010). A seguir sdo

descritas as principais etapas que foram realizadas durante a conducéo deste estudo.
2.2.1 Selegéo do portfélio bibliografico

A selegao do portfélio de artigos sobre o tema proposto iniciou-se com a escolha
das bases de dados que delimitardo o campo amostral e a definicdo das palavras-
chave. Baseando-se nos eixos de pesquisa, que sdo as dimensdes necessarias e
suficientes para representar o tema, as palavras-chave empregadas na busca de
artigos cientificos foram definidas. Em seguida, tais palavras foram testadas quanto a
aderéncia a dois artigos alinhados ao tema de pesquisa selecionados previamente.
Verificou-se que as palavras-chave desses dois artigos incorporavam as palavras-
chave escolhidas inicialmente, e, por consequéncia, ndo houve alteracdo ou a
inclusdo de termos. O Quadro 1 exibe as palavras adotadas, agrupadas por eixo,
assim como as combinacdes para as buscas nas bases de dados. Cabe salientar que
os termos contidos nesse quadro foram combinados trés a trés, sempre considerando

um termo de cada eixo de pesquisa.

Quadro 1 — Palavras-chave e combinacgdes para busca

Tipo de analise Elemento finito Modelagem
Three-dimensional frame
Advanced analysis Distributed plasticity
structure
Nonlinear analysis Space frames Plastic hinge

Second order inelastic )
) 3D steel frames Warping effect
analysis

Geometric and material

nonlinear analysis

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Neste trabalho foram utilizadas as bases ASCE, ScienceDirect, SpringerLink e
Scopus. As combinagdes de busca deveriam estar presentes pelo menos em um dos
seguintes campos dos artigos: titulo, palavras-chave e resumo. Além disso, a busca
incluiu artigos publicados em inglés e portugués até dezembro de 2023. Ao aplicar o
procedimento descrito, obteve-se como retorno 526 artigos.

As referéncias dos artigos brutos selecionados foram inseridas em um gerenciador

de referéncias e citagbes. Em seguida, foram realizadas filtragens no que diz respeito
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a redundancia de artigos indexados por bases distintas, alinhamento do titulo com o
tema de pesquisa, e alinhamento do resumo, obtendo-se 45 artigos. Além disso, a fim
de avaliar o reconhecimento cientifico do portifélio obtido, foi pesquisado o numero de
citagbes de cada publicagao, utilizando o] Google  Académico

(http://scholar.google.com.br/). A Tabela 1 lista os artigos que compdem o portifélio

bibliografico selecionado.

Tabela 1 — Portfélio bibliografico selecionado

ID Autor(es) Titulo Periédico Ano Citagoes

Generalized line-element formulations

for geometrically nonlinear analysis of  Engineering

nonsymmetric tapered steel members Structures
with warping and Wagner effects

Timoshenko line-element for stability

Abdelrahman, A. H.
A.; Lotfy, Sameh;
Liu, Si-Wei.

-_—

2022 5

Abdelrahman, A. H. Thin-walled

2 analysis of tapered I-section steel 2022 9
A. et al e ) structures
members considering warping effects
3 Al-bermani, F. G. A.; Elasto-plastic  large  deformation Engineering 1990 62
Kitipornchai, S. analysis of thin-walled structures Structures
A comparative study of displacement
4 Alsafadie, R. et al. and mlxed-base'd corotational f|n|t_e Engmeer{ng 2011 19
element formulations for elasto-plastic Computations
three-dimensional beam analysis
Three-dimensional formulation of a
5 Alsafadie, R.; Hjiaj, mixed corotational thin-walled beam  Thin-walled 2011 38
M.; Battini, J.-M. element incorporating shear and  structures
warping deformation.
Large deformation analyses of space-
frame structures, with members of  Computer
6 Cai, Y.; Paik, J. K.;  arbitrary cross-section, using explicit Modeling in 2009a 21
Atluri, S. N. tangent stiffness matrices, based on a  Engineering
von karman type nonlinear theory in and Sciences
rotated reference frames.
Large deformation analyses of space-
frame structures, using explicit tangent Computer
Cai, Y,; Paik, J. K.;  stiffness matrices, based on the Modeling in
7 . . L e : . 2009b 14
Atluri, S. N. reissner variational principle and a von  Engineering
karman type nonlinear theory in and Sciences
rotated reference frames.
Chan. S. L. Huan Advanced Analysis of Imperfect Portal  Journal of
8 oY 9 Frames with Semirigid Base Engineering 2005 69
H.Y.; Fang, L. X. . ,
Connections. Mechanics
Chandra, R;; . . . Journal of
9 Krishna, P.: Trikha, ~Clastic-Plastic Analysis of Steel Space o/ v 1900 20
Structures. : ;
D. N. Engineering
Co-rotational formulations for International
. eometrically nonlinear analysis of Journal of
10 Chen, Liang et al. 9 . ; ; Structural 2023 3
beam-columns including warping and -
Stability and

Wagner effects. Dynamics
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(continuagao)

ID Autor(es) Titulo Periddico Ano Citagoes
11 Chiorean, C. G;; Large deflection distributed plasticity Computers & 2005 43
Barsan, G. M. analysis of 3D steel frameworks. Structures
) . Geometric and material nonlinear International
Cosgun, T.; Sayin, ; ; . Journal of
12 B analysis of three-dimensional steel Steel 2014 6
' frames.
Structures
A mixed 3D corotational beam with
13 Dire, P.; Addessi, cross-sect!on warping for the analysis Meccanica 2018 10
D. of damaging structures under large
displacements.
Advanced flexibility-based beam-
14 Du,Z-L. etal. column Ielementl g!lovymg for .shear Engineering 2019 5
deformation and initial imperfection for  Structures
direct analysis.
Geometric and material nonlinear .
15 Hancock, Gregory J. o veis of thin-walled members with  n-walled —oq55 4y
et al. . : structures
arbitrary open cross-section.
Huang, Z.-F_; Tan, Fe simulation of space steel frames in Advanced
16 ) . . Steel 2007 9
K.-H. fire with warping effect. )
Construction
lzzuddin. B. A.- Large-Displacement  Analysis of  Journal of
17 . S Elastoplastic Thin-Walled Frames. I: Structural 1996 84
Smith, D. L. . ; : ;
Formulation and Implementation. Engineering
Journal of
18 Jiang, X.-M.; Chen, Spread-of-plasticity analysis of three- Constructional 2002 132
H.; Liew, J. Y. R. dimensional steel frames. Steel
Research
Junior, V. S.; Creus, Simplified elastoplastic analysis of Engineering
19 , 2007 25
G. J. general frames on fire. Structures
. ] . Practical second-order inelastic .
20 ISm,S. E.; Choi, S. analysis for three-dimensional steel z;lrz-cv;/;rlflaid 2005 28
) frames subjected to distributed load.
. Direct design of three-dimensional . .
Kim, S. E.; Park, M. . . Engineering
21 H.: Choi, S. H. frameg using practical advanced Structures 2001 132
analysis.
Kim, S.-E.; Lee, D.- Second-order distributed plasticity Engineering
22 X 2002 86
H. analysis of space steel frames. Structures
International
73 Kim, S.-E.; Ngo- Second-order inelastic dynamic  Journal of 2006b 32
Huu, C.; Lee, D.-H.  analysis of 3-D steel frames. Solids and
Structures
Krenk, S.; Vissing- - . :
24 Jorgensen, C.: Efficient collapse analysis techniques Computers & 1999 33
. for framed structures. Structures
Thesbjerg, L.
. . Modeling Steel Frame Buildings in  Journal of
25 I;nshnan, S.; Hall, J. Three Dimensions. |l: Elastofiber Engineering 2006 46
' Beam Element and Examples. Mechanics
26 Liew, J. Y. R. etal, Improv_ed nonlinear plastic hinge Engineering 2000 291
analysis of space frame structures. Structures
Second-Order Direct Analysis of  Journal of
27 Liu, S.--W. et al. Domelike Structures Consisting of  Structural 2016 27

Tapered Members with [-Sections.

Engineering
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ID Autor(es) Titulo Periédico Ano Citagoes
. : I Journal of
2g LU S-WoLiu, Y- |oca[zg§-c;|:2tei‘<|:y-ilii§g :lgge})rluttrirggrt p. Constructional 41, 35
P.; Chan, S.-L. . . | Steel
spatial analysis. R
esearch
- Nonlinear Plastic Hinge Analysis of Journal of
29 Ma, K Y- Richard Three-Dimensional Steel Frames in Structural 2004 39
Liew, J. Y. . . .
Fire. Engineering
. Nonlinear analysis of space steel . .
Ngo-huu, C.; Kim, S. L - Engineering
30 E.. Oh, J.R. frames using fiber plastic hinge Structures 2007 75
concept.
Ngo-huu, C., Second-order plastic-hinge analysis of  Thin-walled
31 Nguyen, P. C.; Kim, A 2012 41
S E space semi-rigid steel frames. structures
o A new improved fiber plastic hinge ,
32 Nguyen, P. C.; Kim, method accounting for lateral-torsional Thin-walled 2018 22
S.E. . structures
buckling of 3D steel frames.
Nonlinear inelastic time-history Journal of
Nguyen, P. C.; Kim, ) . . 7 Constructional
33 S E analysis of three-dimensional semi- Steel 2014c 34
T rigid steel frames.
Research
Second-order spread-of-plasticity Finite
34 Nguyen, P.-C.; Kim, approach for nonlinear time-history Elements in 2015b 25
S.-E. analysis of space semi-rigid steel Analysis and
frames. Design
. Finite
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Tabela 1 — Portfélio bibliografico selecionado

(conclusao)

ID Autor(es) Titulo Periédico Ano Citagoes

A beam model for large displacement

Turkalj, G.; Brnic, J.; Thin-walled

42 . analysis of flexibly connected thin- 2011 18
Kravanja, S. structures
walled beam-type structures.
A geometrical and physical nonlinear Science
43 Yang, Q. S.; Wang, finite element model for spatial thin- Ch/na' 2010 9
X. F. . . ; Technological
walled beams with arbitrary section. )
Sciences
Inelastic large deflection analysis of Enaineerin
44 Zubydan, A. H. space steel frames including H-shaped g 9 2013 26
: Structures
cross-sectional members.
Inelastic large deflection analysis of Enaineerin
45 Zubydan, A. H. et al. space steel frames using an equivalent Stgriucturesg 2018 2

accumulated element.
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

2.2.2 Analise bibliométrica do portfolio bibliografico

Apds a leitura dos artigos, fez-se a analise bibliométrica do portfolio de modo a
identificar o grau de relevancia dos peridodicos dos artigos nele contidos, o
reconhecimento cientifico dos artigos e o grau de relevancia dos autores.

Ao analisar o grau de relevancia dos periodicos, percebe-se que o periodico
Journal of Structural Engineering (ISSN 0733-9445) se destaca tanto no portfélio
quanto nas referéncias dos artigos do portfélio, uma vez que apareceu 6 vezes no
portfélio bibliografico e 181 vezes nas referéncias dos artigos selecionados, conforme
indicado na Figura 1. Os periodicos que se destacam somente no portfolio
bibliografico, com 10 e 9 ocorréncias, respectivamente, sdo Engineering Structures
(ISSN 0141-0296) e Thin-walled structures (ISSN 1879-3223).
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Figura 1 — Relevancia dos periddicos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A analise do reconhecimento cientifico dos artigos do portfélio bibliografico foi
elaborada a partir da pesquisa do numero de citagdes de cada publicacdo na base de
dados do Google Académico. Com base na Tabela 1, pode-se concluir que a
publicagdo de Liew, J. Y. R. et al. (2000), intitulada “/Improved nonlinear plastic hinge
analysis of space frame structures”, &€ a publicagcdo de maior relevancia, visto que
apresenta um elevado numero de citagdes. No entanto, ao analisar os artigos mais
recentes, publicados nos ultimos 10 anos, verifica-se que as publica¢gdes de Ngo-huu,
C.; Nguyen, P. C.; Kim, S. E. (2012a) e Nguyen, P. C.; Kim, S. E. (2014a) apresentam
0 maior numero de citagdes, cada uma com 41 citagées no Google Académico.

Na analise do grau de relevancia dos autores, constata-se que os autores Kim,

S.E. e Nguyen, P. C. sdo os autores de destaque no portfolio bibliografico.
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2.2.3 Analise sistémica dos artigos do portfélio

A andlise sistémica tem como objetivo identificar as lacunas e destaques no
conhecimento em torno do tema pesquisado. Para isso, utiliza-se uma abordagem
denominada “lentes”. Neste trabalho, as lentes de pesquisa foram estabelecidas
considerando os aspectos mais relevantes para o levantamento do estado da arte da
Analise Avancada de Estruturas Reticuladas Tridimensionais de Agco. O Quadro 2

apresenta as lentes de pesquisa pelas quais a revisédo sistémica foi realizada.

Quadro 2 — Lentes de pesquisa para analise do portfélio bibliogréafico
Index Lente O que busca

Qual a descrigdo cinematica do movimento do
1 Descrigado cinematica elemento finito é adotada? O empenamento é

considerado?

Qual o método utilizado para capturar a plasticidade do
2 N&o linearidade do material | material? Quais s&o as vantagens e/ou desvantagens

da metodologia empregada?

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

2.2.3.1 Descrigao cinematica

As descrigbes cinematicas empregadas nas formulagdes de elementos finitos para
a analise geometricamente nao linear podem ser classificadas em trés categorias:
Formulagdo Lagrangiana Total, Formulagdo Lagrangiana Atualizada e Formulagao
Corrotacional (Felippa e Haugen, 2005). Dentre essas abordagens, a Formulagéo
Corrotacional é a mais recente, sendo abordada em varios trabalhos presentes no
portfélio bibliografico (Krenk, Vissing-Jargensen e Thesbjerg, 1999; Teh e Clarke,
1999; Cai, Paik e Atluri, 2009a, 2009b; Alsafadie et al., 2011; Alsafadie, Hjiaj e Battini,
2011; Liu, Liu e Chan, 2014a; Liu et al., 2016; Re, Di e Addessi, 2018). Em relagao as
formulagdes Lagrangianas, a Formulag&do Corrotacional apresenta duas vantagens: 1
— a integracado da equacgao constitutiva apresenta a mesma forma que no caso da
hipdétese de pequenas deformacdes; 2 — a matriz de transformacao entre as
coordenadas local e global ndo depende das suposic¢des feitas para o elemento local
(Alsafadie et al., 2011).

Por sua vez, na Formulacdo Lagrangiana Atualizada, a ultima configuragao

conhecida é usada como a configuragao de referéncia para definir as equagdes de
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equilibrio ndo lineares do elemento na configuragéo corrente (Thai e Kim, 2009).
Portanto, realiza-se a atualizacdo das coordenadas nodais no final de cada passo de
tempo, e os deslocamentos, tensdes e deformacdes estdo relacionados a ultima
configuragéo atualizada do elemento. Considerando o portfolio de artigos obtido, os
trabalhos de Al-Bermani e Kitipornchai (1990), Chiorean e Barsan (2005), Jiang, Chen
e Liew (2002), Liew et al. (2000), Nguyen e Kim (2018b), Savard, Beaulieu e Fafard
(1994), Souza Junior e Creus (2007), Shugyo (2003), Turkalj, Brnic e Kravanja (2011)
e Zubydan (2013) utilizaram a descrigdo Lagrangiana Atualizada.

Na Formulagao Lagrangiana Total, as variaveis do sistema s&o escritas em fungao
da posicao inicial do elemento, conduzindo a relacbes deslocamento-deformacgao
mais complexas (Liu e To, 1995; Marzouk et al., 2002; Lu, 2005). Como exemplo de
trabalhos que adotam tal abordagem pode-se citar os artigos de Huang e Tan (2007)
e Yang e Wang (2010).

Algumas das formulagdes para analise de estruturas reticuladas espaciais
apresentadas nos artigos do portfélio sdo capazes de considerar, além dos efeitos de
segunda ordem e escoamento do material, o efeito do empenamento das se¢des
transversais (Izzuddin e Smith, 1996b; Hajjar, Schiller e Molodan, 1998; Shugyo, 2003;
Nukala e White, 2004; Huang e Tan, 2007; Cai, Paik e Atluri, 2009a, 2009b; Yang e
Wang, 2010; Alsafadie et al., 2011; Alsafadie, Hjiaj e Battini, 2011; Turkalj, Brnic e
Kravanja, 2011; Re, Di e Addessi, 2018). Verificou-se que a maioria dos trabalhos ndo
considera a influéncia do empenamento e, portanto, as formulagdes se aplicam para
secOes fechadas ou para as sec¢des transversais nas quais a influéncia do efeito do
empenamento na deformacgao e resisténcia do elemento pode ser desprezada (Ma e
Richard Liew, 2004).

Em Alsafadie et al. (2011) sdo apresentadas formulagbes para elementos com
secao transversal aberta de parede fina baseadas nas hipéteses de Euler-Bernoulli e
Timoshenko (Timoshenko e Gere, 1994). Para os elementos de Timoshenko e Euler-
Bernoulli, a tor¢gao € descrita a partir da teoria de torcdo de Benscoter (1954) e de
Vlasov (1961), respectivamente. Na teoria de Benscoter, admite-se um parametro de
empenamento diferente do gradiente do angulo de torgéao (8(x) # 6;). Além disso, as
distorcbes devido ao empenamento sdo consideradas, sendo, portanto, uma teoria
compativel com a descricdio de Timoshenko, na qual as deformacdes por
cisalhamento devido a flexdo sédo levadas em consideracdo. Cabe ressaltar que as
teorias de Benscoter e de Vlasov degeneram-se na teoria de Saint-Venant quando a
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derivada do parametro de empenamento é igual a zero (6’ = 0) (Alsafadie, Hjiaj e
Battini, 2011).

Nesse sentido, Alsafadie et al. (2011) adotaram 9 graus de liberdade para o
sistema de referéncia local do elemento: o alongamento axial, as rotagdes em torno
de cada eixo local nas extremidades do elemento, e um grau de liberdade de
empenamento em cada no.

Yang e Wang (2010) apresentaram um modelo de elemento finito para analise
fisica e geometricamente nao linear de vigas espaciais com segao arbitraria de
paredes finas. O desenvolvimento tedrico é baseado nas teorias de Euler-Bernoulli e
Vlasov. Considerando o sistema de coordenadas local, foram estabelecidos 7 graus
de liberdade: o deslocamento axial da secdo transversal; os deslocamentos
transversais do centro de cisalhamento ao longo dos eixos y e z, as rotagées em torno

dos eixos x, y e z, e 0 angulo de torgao.

2.2.3.2 Nao linearidade do material

A nao linearidade fisica esta relacionada ao comportamento nao linear do material
em funcdo da deformacdo corrente, taxa de deformacao, historico de deformacao,
temperatura etc. Os métodos utilizados para a consideracdo da nao linearidade do
material dividem-se basicamente em dois: métodos de plasticidade distribuida e
meétodos de plasticidade concentrada. Considerando o portfélio de artigos obtido,
verifica-se que a maioria dos estudos empregaram o método da plasticidade
concentrada (Al-Bermani e Kitipornchai, 1990; Chandra, Krishna e Trikha, 1990;
Krenk, Vissing-Jargensen e Thesbjerg, 1999; Liew et al., 2000; Kim, Park e Choi,
2001b; Shugyo, 2003; Ma e Richard Liew, 2004; Chan, Huang e Fang, 2005; Kim e
Choi, 2005; Krishnan e Hall, 2006; Kim, Ngo-Huu e Lee, 2006b; Ngo-Huu, Kim e Oh,
2007; Junior e Creus, 2007; Cai, Paik e Atluri, 2009a; Turkalj, Brnic e Kravanja, 2011;
Ngo-Huu, Nguyen e Kim, 2012b; Liu, Liu e Chan, 2014a; Nguyen e Kim, 2014b, 2018b;
Cosgun e Sayin, 2014; Liu et al., 2016). Na abordagem de plasticidade concentrada,
a formacdo de rotulas plasticas € permitida em regides especificas do elemento
quando as forcas atuantes na secao transversal superam a sua capacidade plastica.
Portanto, € assumido o comportamento elastico para as demais regides. A vantagem
desse método reside no fato dele ndo demandar um processo de integragdo na segéo
transversal, além de permitir o uso de poucos elementos para cada membro estrutural,

reduzindo-se, desse modo, o esforco computacional. Ndo obstante, como a
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plastificacdo no membro é concentrada, esse modelo € menos preciso na obtencao
da rigidez do elemento (Chiorean e Barsan, 2005).

No método de plasticidade distribuida, permite-se a ocorréncia da plastificacdo ao
longo do comprimento e da area da sec¢é&o transversal dos elementos estruturais e a
rigidez do elemento é obtida pela integragao numérica das tensdes atuantes na segao
transversal. Uma solugao para capturar a evolugao da plastificagdo emprega relagoes
momento-normal-curvatura para cada sec¢ao transversal. De forma alternativa pode-
se dividir a secdo transversal em varios elementos de area visando o monitoramento
do estado de tensdes, deformacdes de cada subdominio. Nesse caso, os efeitos das
imperfeicdes geométricas iniciais, das tensdes residuais e do endurecimento do
material podem ser incluidos na analise por zonas plasticas de maneira precisa. Em
ambos casos, € necessario subdividir os membros estruturais em varios elementos
finitos. Dentre os artigos analisados, aproximadamente, 43% utilizaram o método de
plasticidade distribuida na analise de estruturas espaciais (Izzuddin e Smith, 1996b;
Teh e Clarke, 1999; Jiang, Chen e Liew, 2002; Nukala e White, 2004; Chiorean e
Barsan, 2005; Huang e Tan, 2007; Cai, Paik e Atluri, 2009b, 2009a; Yang e Wang,
2010; Alsafadie et al., 2011; Alsafadie, Hjiaj e Battini, 2011; Zubydan, 2013; Nguyen e
Kim, 2015a, 2014a; Zubydan et al., 2018; Prakash e Srivastava, 2019; Du et al., 2019).

A principal desvantagem do método de zona plastica € o alto custo computacional
requerido, o que pode limitar sua aplicagao pratica na analise de estruturas de grande
porte. Por isso, ele é mais frequentemente utilizado em pesquisas para obter solu¢des
precisas em problemas de engenharia que envolvem estruturas de pequeno a médio

porte.
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3 ANALISE ESTRUTURAL EM PROBLEMAS NAO LINEARES
3.1 Considerag¢oes iniciais

As analises estruturais tém como finalidade determinar as respostas de uma
estrutura sujeita a determinadas condigdes de contorno e carregamento. As principais
respostas obtidas sao as tensdes, deformacdes, esforcos solicitantes, deslocamentos
e reagdes de apoio. Basicamente, essas analises podem se diferir pela forma de
conducdo do estudo do equilibrio da estrutura, pelas consideracdes utilizadas na
previsao do comportamento do material e pelas técnicas de modelagem empregadas.

No que se refere a formulacao do equilibrio da estrutura, a analise estrutural pode
ser realizada em teoria de primeira ordem ou teoria de segunda ordem. Na analise de
primeira ordem, considera-se o equilibrio da estrutura em sua posi¢cao inicial
indeformada para a determinacao dos esforcos e deslocamentos. Esse tipo de analise
€ conhecido como analise geometricamente linear e, nessa situagdo, é valida a
hipotese de pequenos deslocamentos. Em oposigéo, na analise de segunda ordem, o
equilibrio da estrutura é estabelecido na posicado deslocada, e, portanto, consideram-
se os esforgcos adicionais oriundos da agao das forcas sobre os deslocamentos,
conhecidos como efeitos P — A (P-delta) e P — § (P-deltinha). Trata-se de uma analise
geometricamente ndo linear. Neste caso, a analise pode ser feita tanto em regime de
pequenos deslocamentos quanto de grandes deslocamentos.

Quanto ao comportamento do material, pode-se dividir as analises em dois grupos:
elasticas e elastoplasticas. No primeiro caso, considera-se a existéncia de uma
proporcionalidade entre as tensdes e as deformacdes, sendo valida a Lei de Hooke.
No segundo caso, avalia-se o efeito da plastificagdo do material, incluindo-se,
portanto, o efeito da dissipagao de energia em virtude do processo de degradagao do
material. Cabe frisar que as analises elasticas e elastoplasticas podem ser realizadas
em teoria de primeira ordem ou de segunda ordem.

A partir dos diversos meétodos apresentados definem-se diferentes
comportamentos estruturais, conforme apresentado na Figura 2, na qual é
apresentada a trajetoria de equilibrio de um pdrtico simples hipotético. Nessa figura,
pode-se verificar que na analise elastica de primeira ordem tem-se um comportamento
linear. Ja na analise elastica de segunda ordem, observa-se que a curva forga (P)
versus deslocamento lateral (A) tende assintoticamente para a carga critica elastica

(Pe) da estrutura, que provoca flambagem elastica. Para um material elastoplastico
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perfeito, a trajetoria de equilibrio de uma andlise elastoplastica de primeira ordem

aproxima-se assintoticamente da carga limite plastica (Pp). Trata-se de uma analise

fisicamente ndo linear. Além disso, pela Figura 2, verifica-se que a analise

elastoplastica em teoria de segunda ordem é capaz de obter um comportamento mais

préximo do real. Nessa ocasido, pode-se determinar o maximo fator de carga que a

estrutura podera suportar, associado a ocorréncia de flambagem elastoplastica ou a

formagao de mecanismo plastico.

Figura 2 — Comportamento forga versus deslocamento dos varios tipos de analise
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Fonte: Viana (2019)

A seguir é apresentado o conceito de Analise Avangada, que representa uma

analise elastoplastica de segunda ordem.

3.2 Analise avangada

O dimensionamento estrutural tem como intuito definir as caracteristicas dos

elementos do sistema de tal modo que a estrutura seja capaz de resistir as solicitagdes

impostas. Geralmente, na concepgéao do projeto essa etapa € desacoplada da analise

estrutural. Nesse caso, existe a necessidade de verificar, de forma isolada, a
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estabilidade e resisténcia de cada membro da estrutura por meio do uso de equacdes
de interagao entre momento fletor, forga normal e forga cortante.

Com a evolugédo da tecnologia computacional, foi possivel implementar novas
formulagcbes de elementos finitos ndo lineares que consideram diversos fatores
relevantes para a analise e dimensionamento de estruturas, de tal forma que as
verificagcbes de cada elemento realizadas isoladamente, a posteriori, sejam
dispensadas. Essa avaliagao de forma integrada é conhecida como Analise Avancada
(Toma e Chen, 1994). Obviamente, nesse tipo de analise devem ser levados em conta
os aspectos relevantes que afetam o comportamento das estruturas, entre os quais
se destacam: os efeitos de segunda ordem, oriundos dos grandes deslocamentos e
rotacbes das estruturas, o processo de plastificacdo da secdo transversal, a
flexibilidade das ligacdes, as tensdes residuais e as imperfeicdées geométricas iniciais
(Chen e Kim, 1997; Silva, 2010).

Algumas normas técnicas, como o AISC-LRFD (2016), ja prescrevem o método
avangado de analise para a elaboragao do projeto estrutural. Ao viabilizar a obtengéo
de respostas mais condizentes com o comportamento real das estruturas, a Analise
Avancada permite a concepcao de estruturas mais leves, esbeltas e resistentes, com
um melhor aproveitamento dos recursos empregados, aumentando a qualidade e a

seguranca.

3.3 Meétodos de analise plastica

Para incluir os efeitos da plastificacdo do ago, os programas computacionais
adotam, geralmente, duas abordagens: a plasticidade concentrada, baseada no
conceito de rétula plastica, e a plasticidade distribuida, conhecida como método da
zona plastica (Nguyen e Kim, 2015a). Na abordagem por plasticidade concentrada,
sao definidos nés nas se¢des mais solicitadas do elemento estrutural para avaliar a
plasticidade. Supde-se que o elemento permanece em regime elastico até que a
resisténcia plastica da secdo seja alcangada formando uma rétula plastica. Essa
abordagem pode ser aprimorada de modo a considerar a perda de rigidez, de forma
gradativa entre as curvas de inicio de plastificacdo e de resisténcia, sendo conhecida
como método da rétula plastica refinado (MRPR) (Chen, Goto e Liew, 1996).

Nas pesquisas desenvolvidas por White (1993), Ngo-Huu, Nguyen e Kim (2012a)
sao apresentadas formulacdes baseadas no meétodo da rétula plastica, enquanto que

as pesquisas desenvolvidas por Kim e Chen (1996), Liew (1993), Kim et al. (2006a),
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lu e Bradford (2012), Chiorean (2013), Gongalves et al. (2019) Silva et al. (2021),
Lemes et al. (2023) empregam o método da rétula plastica refinado.

Na abordagem por plasticidade distribuida, considera-se a plastificagdo ao longo
do comprimento e da area da segao transversal dos elementos estruturais, seja
adotando relagcbes momento-normal-curvatura ou discretizando a sec¢ao transversal
em subdominios, conhecidos como fatias (Ver Figura 3b). Além disso, 0 comprimento
do componente estrutural € dividido em varios elementos finitos, conforme ilustrado
na Figura 3a. Tal método € mais preciso em relagcédo aos anteriores, no entanto, requer
um maior tempo de processamento e esforco computacional. Nao obstante, com os
rapidos avangos nas tecnologias de hardware e software, esse tipo de modelagem
tem se tornado cada vez mais viavel (EI-Tawil e Deierlein, 2001; Nguyen e Kim, 2014c;
Silva et al., 2018; Viana et al., 2020).

Figura 3 — Modelagem pelo método da zona plastica
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Como exemplos de estudos que empregam a abordagem por plasticidade
distribuida, pode-se citar os trabalhos desenvolvidos por Vogel (1985), Clarke et al.
(1992), Foley e Vinnakota (1997), Jiang et al. (2002), Silva et al. (2018) e Costa et al.
(2022)

Por considerarem os principais fatores que afetam o comportamento das
estruturas e permitirem, assim, capturar a interacao entre a resisténcia e a estabilidade
do sistema estrutural e de seus elementos, 0 método da zona plastica e 0 método da
rotula plastica refinado sdo considerados métodos de analise avangada, segundo
White (1993), Lavall (1996), Chan e Chui (2000), Thai e Kim (2011), Liu et al. (2012).



40

3.4 Solucgao das equacgoes de equilibrio nao lineares

Com o objetivo de representar o comportamento estatico n&o linear de estruturas,
usualmente, adota-se a curva carga versus deslocamento, conhecida como trajetoria
de equilibrio. Cada ponto dessa curva representa uma configuragdo de equilibrio
estatico, que pode ser obtida pela variagdo de um parametro de controle, como carga
externa aplicada e deslocamento. Portanto, conhecido um campo de deslocamento U
e um fator de carga A correspondente, deseja-se encontrar outro ponto de equilibrio
de modo que a variagcdo de determinadas grandezas do problema no passo
incremental seja controlada.

Nessa situacao, faz-se necessario a utilizacdo de um método incremental-iterativo
capaz de prever a ocorréncia de pontos limites de carga e de deslocamentos na
trajetéria de equilibrio, conforme representado na Figura 4 pelos pontos B e C,
respectivamente. Como ilustrado na Figura 4, préximo a esses pontos, a estrutura
perde a estabilidade, podendo ocorrer os fenbmenos de snap-through (salto dindmico
sob controle de carga — B para F) ou snap-back (salto dindmico sob controle de

deslocamento — C para D).

Figura 4 — Trajetdrias de equilibrio tipicas em problemas nao-lineares
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Além disso, uma metodologia eficiente de solugdo de equagdes nao lineares deve
ser capaz de lidar com situagdes comuns encontradas na trajetéria de equilibrio de
estruturas, como fenbmenos de aumento de deslocamentos com decréscimo de
cargas, decréscimo de deslocamentos com decréscimo de cargas e pontos de
bifurcagao (Figura 4 — Ponto E), que sdo pontos dos quais se originam duas ou mais
trajetdrias de equilibrio.

A estratégia de solug¢ao incremental-iterativa demandada nesses problemas pode
ser resumida em duas etapas. No primeiro momento, com base no sistema de
equacdes nao lineares, obtém-se a solugdo dos deslocamentos incrementais
considerando-se um determinado acréscimo de carga. Em seguida, visando a
corregcao das forgcas internas do sistema obtidas na primeira etapa, inicia-se um
processo iterativo no qual o sistema de equacdes € solucionado pelo efeito das forcas
desbalanceadas que geram acréscimos de deslocamentos. Esse processo é
finalizado quando algum critério de convergéncia € satisfeito. A partir de entao, é
iniciado um novo passo ou incremento.

A maioria dos métodos de resolugdo de problemas estruturais ndo lineares sao
baseados nos métodos de Newton-Raphson Padrdo (NRP) e Newton-Raphson
Modificado (NRM) (Crisfield, 1991). O método de Newton-Raphson Padrao pressupde
que a matriz de rigidez é atualizada a cada iteracdo. Ja no método de Newton-
Raphson Modificado a matriz de rigidez € atualizada somente na primeira iteragao de
cada passo e usada em todo o processo iterativo até a convergéncia. A seguir,

apresenta-se uma descricao dos métodos incrementais-iterativos.
3.4.1 Métodos incrementais-iterativos

A analise de estruturas pelo Método dos Elementos Finitos conduz a um sistema
de equacgbes que relaciona o vetor de cargas aplicadas, P, com o vetor de
deslocamentos, U, pela matriz de rigidez tangente global do sistema, K, dada por:

KU—-P=0 (3.1)

Caso a matriz de rigidez K dependa das incognitas de U ou de suas derivadas, o
problema torna-se nao linear, fazendo-se necessario a utilizacdo de um meétodo
incremental-iterativo para a solugdo do problema. Nessa ocasido, a equacao de
equilibrio incremental na iteragao j do passo i pode ser escrita como:

i .8Ui= AP+ Ri_, (32)
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onde,

K]‘:_1 € a matriz de rigidez tangente da iteracdo j— 1 (precedente) do passo i
(corrente), fungdo do campo de deslocamentos U}_l;

SU} € o vetor de deslocamentos incrementais da iteragao j (corrente) do passo i;

5/1]‘3 € o incremento do fator de cargas na iteragao j do passo i;

P ¢é o vetor de cargas de referéncia;

R}_l € o vetor de forgas residuais da iteragdo j — 1 do passo i.

Primeiramente, deve-se estabelecer um incremento do fator de carga /13. para
assim obter o vetor de deslocamentos incrementais 5U;. Esse vetor pode ser
decomposto em duas parcelas, uma relacionada a carga de referéncia SU}-D e, a outra,

a carga residual 5U1’3. As equacdes a seguir descrevem esse procedimento.

8U; = 61; .8U; + 8UF

(3.3)
com
P _
e
K;_,.6Uj = R;_, (3.5)

ApOs determinar os vetores 5U1’-’ e 5Uf, verifica-se a convergéncia do processo, a
qual pode ser avaliada pela magnitude do vetor de forgas residuais e/ou pela
magnitude do vetor de deslocamentos iterativos. Caso o critério de convergéncia

estabelecido ndo seja satisfeito, o valor do incremento do fator de cargas 5/1} deve

ser calculado utilizando uma equacao de restrigdo que engloba uma conjung¢ao das
grandezas do problema.

A atualizagdo das variaveis é executada da seguinte maneira:

J (3.6)
Por sua vez, o vetor R; pode determinado por:
R; =% .P—F (3.8)

onde, F; € o vetor de forgas equivalentes as tensoes internas ao final da iteragao j.

Conforme destacado anteriormente, a obtengado do parametro de carga depende

do meétodo de controle adotado. Dentre os principais métodos incrementais
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empregados na analise nao linear de estruturas destacam-se os métodos de controle
de carga, de controle direto de deslocamento e de controle de comprimento de arco
(Fuina, 2004).

O método de controle de carga consiste em manter o pardmetro de carga
constante durante o ciclo iterativo de um incremento de carga, portanto, §4; = 0.
Desse modo, pode-se determinar somente os pontos da trajetéria de equilibrio até o

primeiro ponto limite de carga, conforme ilustrado na Figura 5.

Figura 5 — Processo incremental-iterativo com controle de carga
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Fator de carga ()\)
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de equilibrio
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Ut U U, U Deslocamento (U)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Por sua vez, no método de controle direto de deslocamentos, uma componente (k)
do vetor de deslocamentos € selecionada como parametro de controle e as iteracdes
sdo processadas a um deslocamento constante, ou seja, o vetor 5UJ’~‘ € nulo apos a
primeira iteracao (Batoz e Dhatt, 1979).

Ao substituir o vetor de deslocamentos incrementais pela sua componente k,
escolhida para gerenciar o processo, na Eq.(3.3), obtém-se:

5, = U — iuf"
SU;’ (3.9)
Considerando que o vetor de cargas residuais € nulo para a primeira iteragéo de

cada passo, tem-se:
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L
- sut" (3.10)

Para as demais iteracdes, dado que o vetor SU]’-"‘ € nulo, o incremento do fator de

SA

cargas € dado por:

SUR"

_ ]
0% === (3.11)

]

A técnica de controle direto de deslocamento ¢é ineficiente em ultrapassar pontos

limites de deslocamento, uma vez que a trajetoria de iteragcdo, controlada por uma reta

vertical, ndo cruza a trajetéria de equilibrio apds essa ocorréncia (Figura 6).

Figura 6 — Processo incremental-iterativo com controle direto de deslocamento
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A fim de contornar esses fendmenos, existem métodos que utilizam uma
combinagao de deslocamentos e fator de carga, como, por exemplo, o método de
controle de comprimento de arco. Dentre as combinacdes mais adotadas nesse
método se destacam: (1) a trajetéria de iteragdo € ortogonal a tangente inicial (Riks,
1972, 1979); (2) a trajetoria de iteragcdo ortogonal a tangente da iteragao anterior

(Ramm, 1981); e (3) a trajetoria de iteracdo € um arco de circunferéncia (Crisfield,
1981, 1983).
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Portanto, verifica-se que os métodos apresentados nao atendem completamente
aos seguintes critérios: (a) estabilidade numérica ao se aproximar de pontos criticos,
como pontos limite de carga e deslocamento; (b) adequagao dos incrementos de carga
para refletir variagbes na rigidez da estrutura; e (c) capacidade de se adaptar
automaticamente para determinar a dire¢do do carregamento. Visando contornar
essas deficiéncias, Yang e Shieh (1990) propuseram o método do controle de
deslocamento generalizado, que se baseia na seguinte expressao para o fator de
carga.

H; — 62, SUY Y sUR

0% = 51, SUF T 57 (3.12)

]

onde § Uf'i‘l representa o acréscimo de deslocamento decorrente da primeira iteragcao
do ultimo passo incremental, e H; pode ser entendido como um deslocamento
generalizado.

Considerando que o vetor 6U1’-e € nulo para a primeira iteracéo, tem-se:
0,5
N R 3.13
suPiT sy (3.13)
Nas iteragOes subsequentes H; deve ser zerado para assegurar o controle
estabelecido na primeira iteragao. Portanto, a partir da Eq.(3.12), obtém-se:
sUyt sUT

5U]’."i‘1T5U]’."" (3.14)

Para o primeiro passo incremental, toma-se U = §UD" e, substituindo na
Eq.(3.13), tem-se:

T
Hy = (62)26U7" sUp* (3.15)
Entao, substituindo a Eq. (3.15) na Eq.(3.13), chega-se a:
sendo GSP (Generalized Stiffness Parameter) o parametro de rigidez generalizado,
dado por:
5UP,1T5UP,1 0.5
GSP = (—pﬂ_lr 1p,i> (3.17)
U, U,

O GSP, conforme definido anteriormente, apresenta diversas caracteristicas

significativas:
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1. O numerador e o denominador na expressdao do parametro de rigidez
generalizado representam, respectivamente, os deslocamentos no primeiro
passo e, aproximadamente, os deslocamentos no passo atual. Assim, o GSP
reflete a variagdo da rigidez da estrutura, tornando automatico o ajuste do
tamanho do passo incremental;

2. O valor do GSP é negativo apenas préximo dos pontos limites, pois seu sinal

. P T .
depende exclusivamente do produto escalar §U*™" §UP*. Dessa forma, o

parametro fornece uma indicagdo da mudanca no sinal do incremento de carga.
3.4.2 Critérios de convergéncia

O processo iterativo se encerra quando algum critério de convergéncia € atendido
considerando-se uma tolerancia adequada previamente estabelecida. Geralmente,
sdo definidos critérios de convergéncia relacionados com os deslocamentos, forgas
nodais ou energia incremental interna (Costa, 2014).

Neste trabalho, serdo considerados critérios de convergéncia envolvendo
deslocamentos e/ou forgas. O critério de convergéncia para deslocamentos adotado

compara a horma do vetor de deslocamentos incrementais SU} com a norma do vetor
de deslocamentos nodais U]‘ em cada iteragdo, conforme a Eq. (3.18). Se essa

relacdo for menor ou igual ao fator de tolerancia n, admite-se que a convergéncia foi
atingida.

jsur| _

o] = n (3.18)

A convergéncia para forgas € baseada na comparagdo entre as normas dos

vetores de forgas residuais R}f e forcas externas em cada iteragao P}. Nesse caso,

consideram-se as componentes de forca e componentes de momento fletor
separadamente, para se evitar inconsisténcia dimensional. Considerando esse
critério, admite-se que o processo converge se:
i
|R}| -
P = n (3.19)
Para uma verificagdo mais rigorosa da convergéncia, recomenda-se a utilizagao

simultanea dos dois critérios acima ou o emprego do critério baseado no incremento

da energia interna, no qual os trabalhos realizados no final e no inicio de cada iteragéo
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sdo comparados (Costa, 2014). Portanto, neste trabalho serdo implementados os
critérios de deslocamento e de forgas, verificados simultaneamente, podendo também
verificar a convergéncia somente por um desses critérios. De acordo Crisfield (1991),

valores tipicos para a tolerancia ficam entre 0,1% e 1%.
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4 TENSOR ROTACAO
4.1 Consideragoes iniciais

E uma pratica frequente tratar rotagdes no plano como vetores. No entanto, em
problemas tridimensionais que envolvem grandes rotacdes, a falta de comutatividade
nas rotacbes impede que sejam consideradas como grandezas vetoriais. Para
exemplificar essa situagao, aplica-se uma sequéncia de rotacdes de 90° no sentido
anti-horario ao corpo rigido representado pelo retangulo Ao na Figura 7(a).
Inicialmente, o corpo sofre uma rotagdo em torno do eixo x, levando-o a posi¢cao A1.
Em seguida, ao gira-lo em torno do eixo y, tem-se a configuragao Az. Por fim, o corpo
€ rotacionado em torno do eixo z, ocupando a posigao As.

Figura 7 — Caracteristica ndo vetorial da rotagdo no caso tridimensional

A

B,

(a) (b)
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Caso as rotagbes sejam aplicadas em ordem inversa, isto €, primeiramente
executa-se uma rotagdo em torno do eixo z, seguida das rotagdes em torno dos eixos
y e X, 0 corpo ndo ocuparia a posi¢cdo As, mas sim a posi¢cdo Bs, como ilustrado na
Figura 7(b). Isso demonstra a ndo obediéncia da propriedade comutativa das
grandezas vetoriais. No entanto, se as rotagdes forem efetuadas em torno de um unico
eixo, pode-se trata-las como grandezas vetoriais, assim como nos problemas
bidimensionais. Portanto, tal aspecto deve ser considerado no desenvolvimento de

uma formulacdo nao linear de elementos finitos para barras tridimensionais. Para
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calcular as matrizes de rotagédo nessas circunstancias, a férmula de Rodrigues (1840)

tem sido geralmente empregada.

4.2 Matriz de rotacao — Férmula de Rodrigues

A Figura 8(a) ilustra dois pontos quaisquer de um corpo rigido, denotados por P e
Q. Apos sofrerem um mesmo deslocamento de translacédo d;,,s, 0S pontos passam
para as posigdes P’ e Q', respectivamente. Em seguida, o corpo é rotacionado de um
angulo ¢ em torno do vetor unitario n que passa por P’. Por consequéncia, o ponto Q’

passa a ocupar a posigao Q.

Figura 8 — Translagao e rotagdo de um vetor no espaco

d

trans

(b)
Fonte: Adaptado de Monteiro (2004).

Considerando a Figura 8(b), o vetor deslocamento do ponto Q devido a rotagao é
dado por:
dyor = QQ"=PQ"-PQ = r,—T, 4.1)

onde
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r,=71,+d. ot =7,+a+Db 4.2)
Os vetores a e b sao ortogonais e podem ser determinados pelas Egs. (4.3) e (4.4),
respectivamente:

n xXr,

= _— 4.3

a=|al T (4.3)
n xXxa

= 4.4

b=Ibl o (4.4)

Considerando que n € um vetor unitario, que forma um angulo « e de 90° com os

vetores r, e a, respectivamente, tem-se:
n xr,

n xa
b=|b 4.6
bl 46)

A trajetoria descrita por Q, entre Q' e Q” € um arco de circunferéncia de raio R
contido no plano perpendicular ao eixo de rotacdo n e com centro em O. Portanto,

obtém-se as seguintes relagdes:

R = |r,| sena (4.7)
lal = R seng (4.8)
|b| = R(1 — cos¢) (4.9)
Substituindo as Egs. (4.7) e (4.8) na Eq. (4.5) chega-se a:
a=sengp(n Xr,) (4.10)

Inserindo a Eq. (4.7) na (4.8) e substituindo a expressao obtida na Eq. (4.6) pode
escrever b da seguinte forma:
b=(1-cosp)nx(n xr,) (4.11)
Portanto, a Eq. (4.2) pode ser reescrita como

r,=1,+senp(n xXr,)+ (1 —cosp)nx (n xr,) (4.12)
A Eq. (4.12), conhecida como férmula de Rodrigues, também pode ser dada por:
r, =1,c05¢ +senp(n xXr,)+ (1 —cosp)(n -r,)n (4.13)
O produto vetorial pode ser escrito como um produto de matrizes:
n xr,=SMn)r, (4.14)
sendo § uma matriz antissimétrica dada por:

0 —x X
S(x) = [xg 03 —;1] (4.15)

—X; X 0
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Logo, uma versdo mais compacta da férmula de Rodrigues, obtida a partir da
substituicdo da Eq.(4.14) na Eq. (4.12), é
r, = R(P)r, (4.16)
onde
R(p) =1 + sengpS(n) + (1 — cosp)[S(n)]? (4.17)
sendo I uma matriz identidade 3 x 3.
A rotacédo ¢ pode ser representada por um pseudo-vetor ¢, também conhecido
como vetor rotacional, definido por:
¢=1[p1 ¢ P3]l=¢n (4.18)

Esse vetor € paralelo ao vetor n e possui norma igual a rotagéo ¢.

b =10 = [0+ 03+ 03 (#19)
Substituindo a Eq. (4.18) na Eq.(4.17), obtém-se:
R() =1+ %s«m + (l_qb#d’) [S(9)1* (4.20)

Pode-se também expressar o tensor rotagdo de Rodrigues considerando a

expansao em série de Taylor para as fungdes trigonométricas.

seng = ¢——¢3+ ¢5——¢7+ + (= 1)"(2 +1)|¢(2"+1) 4.21)

cosp =1— —¢2 + ¢4 — —¢6 + et (1) — 2" (4.22)

(2n)!
Substituindo as Eqgs. (4.21) e (4.22) na Eq. (4.20) e levando em conta que as

poténcias de S(¢) sdo dadas por:

[S($)]CnD = (~1)""Dg2-Ds () (4.23)
[S($)]@ = (~)* DD [S(¢)]? (4.24)
pode-se reescrever a Eq. (4.20) da seguinte maneira:
R(§) = 1+5(9) + 7 [S@) + 3 [S@)F +-+ - [S@)]" (4.25)
que corresponde ao mapeamento exponenmal da matriz antissimétrica S.
R(¢) = exp(S(¢)) = 5@ (4.26)

Caso o corpo rigido da Figura 8 sofra uma rotagéo infinitesimal em torno do eixo

n, ou seja, quando ¢ se aproxima de zero, a Eq. (4.20) pode ser escrita como:

R(p) =1+ S(¢) (4.27)
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4.3 Extracao do vetor rotacional a partir da matriz de rotagao

Em alguns casos, é necessario calcular o vetor rotacional que corresponde a uma
matriz de rotagédo dada. O vetor rotacional ¢p pode ser extraido da parte antissimétrica
da matriz de rotacéo R(¢) (Souza, De, 2000). A parte antissimétrica de R(¢) € dada

por:

R — (R T
sengS(n) = %S(q)) = (@) 2[ (@)] (4.28)
Logo, tem-se a seguinte igualdade:
0 —nz; n 1 0 Ri =R3; Riz — Rz
Sen(l) n3 0 _nll = — R21 _ R12 0 R23 - R32 (4.29)
—n; Ny 0 R31 —Ry3 R3z; — Ry 0
onde R;;, sdo as componentes de R(¢).
Considerando a Eq. (4.29) pode-se escrever
nq R., — R
1 32 23
sengn = seng {nz} = E{RB — R31} =T (4.30)
ns Ry1 — Ry
Uma vez que |n| = 1, a norma de t é dada por:
|T| = |sen¢n| = seng (4.31)
A partir das Egs. (4.30) e (4.31) obtém-se:
L 4.32
~ seng  |1| (4.32)
Por fim, sabendo-se que ¢ = ¢n, escreve-se:
T
¢ = arcsen(lrl)m (4.33)

Observa-se que, devido a presenca da funcdo arco-seno, esta equacido esta

limitada a angulos ¢ < 90°.

4.4 Rotagoes sucessivas

Como mencionado previamente, o efeito das rotagdes sucessivas aplicadas a um
objeto varia de acordo com a ordem em que essas rotagdes sdo realizadas. Isso
significa que as rotagbes ndo obedecem as mesmas regras estabelecidas para
vetores. Por exemplo, se um vetor r, € girado para se tornar um vetor r,, utilizando
um pseudovetor ¢4, e, em seguida, o vetor resultante for girado para se tornar um

vetor r, utilizando um pseudovetor ¢,, pode-se escrever as seguintes expressoes:

r, = R(p)71, (4.34)



53

r, = R(Pp)1r, (4.35)
Entdo, substituindo a Eq. (4.34) na Eq. (4.35) obtém-se:
r, = R(¢P2)R(P1)T, (4.36)

Portanto, a atualizagao da rotacéo pode ser realizada multiplicando duas matrizes

de rotagcao consecutivas conforme especificado pela Eq. (4.36).
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5 TORGAO EM BARRAS PRISMATICAS
5.1 Considerag¢oes iniciais

As combinagdes dos elementos das estruturas de edificios, geralmente, sao
realizadas de modo que as barras nao fiquem sujeitas a esforcos de torgao
consideraveis. Contudo, em certas situagdes, as barras podem estar sujeitas a
instabilidade por flexo-tor¢ao. Portanto, a analise da torgado em elementos estruturais,
principalmente, nos casos de barras de secao transversal aberta de paredes finas, se
torna essencial nos projetos de engenharia.

Cabe ressaltar que as teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko ndo sao
adequadas para segdes de paredes finas, ja que o empenamento da segédo nao é
considerado nessas teorias devido a hipotese basica de que as secbes planas
permanecem planas apos a deformacgao (Gere e Timoshenko, 1961).

De acordo com Vlasov (1961) as vigas de parede fina satisfazem as seguintes

relagdes:

d t
_< —< 5.1
L_oied_a1 (5.1)

onde t € a espessura da parede; L € o comprimento da viga; d € a dimensé&o
caracteristica da sec¢ao transversal.

Nesse sentido, visando o desenvolvimento de uma formulagao geral que possa ser
aplicada nesse contexto, sdo apresentadas a seguir as hipoteses basicas da teoria de
torgao uniforme de Saint-Venant (1855), bem como os principios da teoria de Vlasov
(1961).

5.2 Torgao uniforme de Saint-Venant

A Figura 9 ilustra uma barra prismatica constituida de material isotropico com
comportamento elastico linear, submetida a um momento de torcdo M,. Nessa
situagao, a barra esta livre para sofrer deslocamentos longitudinais, na direcédo x, ou

seja, 0 empenamento nado é restringido.
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Figura 9 — Torgao uniforme em barra prismatica

N >
/NN
=

Fonte: Adaptado de Silva (2005)

Esse problema consiste em determinar os deslocamentos longitudinal (u) e
transversais (v e w), as tensdes normais (o, o,, 0,) € cisalhantes (ty,, Ty;, Ty;), @S
deformagdes normais (e, &y, €,) € distorgoes (vyy, ¥z, ¥yz) de um ponto material, que
atendam as condi¢des de contorno do problema e que também sejam a solugédo do

sistema de equacdes da teoria da elasticidade, dadas por:

a) Equacdes de equilibrio

a5
63
b) Relagcbes deslocamentos-deformacgdes

6= (5.5)

= (5.6)

e =2 (5.7)

Yxy = g—l; + Z—Z (5.8)

Yxz = g_l; + 3—:: (5.9)
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dv  ow
2 7" 5.10
Vyz 57 + 3y ( )
c) Relagdes tensdes-deformagdes (Equagdes constitutivas)
1
Ex =E[0x—v(ay+az)] (5.11)
1
& =% [ay —v(oy + 0,)] (5.12)
1
& =% [0, —v(oy + ay)] (5.13)
Txy
Vxy = ? (5.14)
T VA
Ver = = (5.15)
Tyz
Vyz = (5.16)

onde E e G sao, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal e transversal,
e v, o coeficiente de Poisson.

Se a barra da Figura 9 estiver engastada na extremidade So ocorrera torgédo nao
uniforme nessa regido. No entanto, nas regides mais afastadas da extremidade So,
pode-se assumir que a tor¢cado seja uniforme. Dessa forma, para as regides sujeitas a
esse tipo de solicitagao, a solugdo do problema é alcancada fazendo-se hipoteses
sobre a componente dos deslocamentos, artificio conhecido como método semi-
inverso. Caso as equagdes da elasticidade sejam atendidas, tem-se a solugdo do
problema (Boresi, Chong e Lee, 2010). Portanto, Saint-Venant (1855) estabeleceu as
seguintes hipéteses:

i) A rotacdo 6, da barra em torno do eixo longitudinal (x) varia linearmente ao longo
do comprimento, ou seja, a rotagdo especifica ', (derivada do angulo de torgdo em
relacdo a x) é constante;

i) As segdes transversais deixam de ser planas (empenam) e o0 empenamento nao
varia para sec¢des transversais distintas; sua intensidade € proporcional a rotagao
especifica 6',.. Portanto, o deslocamento longitudinal pode ser arbitrariamente tomado
como:

u=0,w(y,z) (5.17)

onde w(y, z) é a fungdo de empenamento, definida no dominio da segao transversal.
iii) A forma da secado transversal ndo € modificada. Logo, as distor¢gdes da seg¢ao

transversal em seu préprio plano ndo sao consideradas (z,, = 0; y,, = 0).
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E importante destacar que as barras de segdo transversal circular ndo sofrem
empenamento na torgdo e as barras de seg¢ao delgada cujas ramificagbes séo
concorrentes em um ponto, perfis (L, T, Y etc), ndo sofrem empenamento nos pontos
situados sobre a linha do esqueleto (Dias, 1997).

Se a secao transversal da barra e o momento de torcdo aplicado permanecem
inalterados ao longo do comprimento e se a barra ndo possui limitagdes nos

deslocamentos longitudinais, o valor do momento de tor¢ao pode ser determinado por:

M. = G0, (5.18)
onde J é a constante de tor¢ao, determinada pela Eq.(5.19) (Love, 2013):
dw dw
_ 2 2 _,o% v (5.19)
] jA <Z +y yaz+26y)dA
Para sec¢des abertas de parede fina, a constante de tor¢ao pode ser determinada
por:
1 5.20
] = —f t3ds (5.20)
3 S

sendo t a espessura da parede da sec¢do e ds o comprimento infinitesimal ao longo
de uma ordenada s que se estende ao longo da linha do esqueleto (linha que divide a
espessura t ao meio).

As tensdes de cisalhamento da torcéo livre 14, podem ser calculadas por meio da
Eq. (5.21).

M, t
Ty = —— (5.21)
J
Substituindo a Eq. (5.18) na Eq.(5.21) obtém-se:
Tov = Gt Oy (5.22)

Pode-se concluir que as tensdes de cisalhamento da torgao livre sdo diretamente

proporcionais a rotacao especifica.

5.3 Torgao nao uniforme ou flexo-torgao

Se a barra da Figura 9 apresentar qualquer restricdo ao empenamento, aparecerao
tensbes normais, que formam um sistema de forcas e momentos internos auto
equilibrados na secgado transversal. De maneira geral, essas tensdes normais
costumam mudar ao longo do elemento, e, portanto, sdo acompanhadas por uma
distribuicdo desigual de tensdes de cisalhamento, as quais, por sua vez, afetam a

torcao da secdo. Portanto, havera alteracdes locais no campo de deformacdes e de
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tensdes, caracterizando uma tor¢gao nao uniforme ou flexo-tor¢éo (Oden, Ripperger e
Saunders, 1981).

Uma situacdo semelhante ocorre quando ha variagdo no momento torgor ou na
secao transversal ao longo do comprimento da barra. Nesse cenario, as segdes
vizinhas tém tendéncia a girar com diferentes angulos, invalidando a suposigao de que
elas permanecem planas apés a deformagao. Portanto, 0 momento de torgdo gerado
em cada secao nao esta diretamente relacionado a taxa de tor¢do 6, (rotacéo
especifica), e as tensdes de cisalhamento resultantes ndo podem ser simplesmente
determinadas pela superposicao daquelas produzidas pela tor¢ao uniforme e flexao.
Nesse sentido, aplicar o principio de Saint-Venant para esse tipo de problema pode
resultar em grandes imprecisdes (Oden, Ripperger e Saunders, 1981).

A Figura 10(a) exibe uma viga composta por quatro barras longitudinais de area
igual, conectadas por placas finas. Para simplificar, supde-se que as barras estao
submetidas apenas a tensdes normais, enquanto as placas, somente tensdes de

cisalhamento.

Figura 10 — Viga de parede fina submetida a carga excéntrica

Fonte: Adaptado de Oden e Ripperger (1981)
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De acordo com a teoria de Bernoulli-Navier para flexdo, a carga excéntrica P

produz a forga axial N, e os momentos fletores M, e M,. A sobreposigao dos casos

(b), (c) e (d) na Figura 10 n&o resulta na forga P. Logo, um sistema adicional de forgas,
mostrado na Figura 10(e), é requerido. Esse sistema equivale a dois binarios de igual
magnitude e diregdes opostas, representados como B, atuando em planos paralelos.
Vlasov (1961) nomeou de "bimomento" esses binarios que s&o estaticamente auto
equilibrados e que geram um empenamento da se¢do muito similar aquele produzido
pela torcdo. E importante destacar que o bimomento ndo afeta os deslocamentos
lineares e angulares do eixo do elemento, nem a rotagcdo da secao transversal. Por
outro lado, quando um momento de torg&o € aplicado na extremidade livre da viga em
vez de uma carga axial, as restrigdes que eliminam o empenamento no bordo fixo
também geram bimomentos.

Para se¢des fechadas os efeitos das tensdes produzidas por empenamento
diminuem ao afastar-se do ponto de aplicacédo, conforme Principio de Saint-Venant.
No entanto, para secbes abertas, especialmente, de paredes finas, essas tensdes
diminuem muito lentamente a partir do ponto de aplicacao e podem representar as
tensdes mais relevantes geradas (Oden, Ripperger e Saunders, 1981).

A teoria de Vlasov (1961), aplicada a barras de secédo aberta e paredes finas
submetidas a um carregamento qualquer, considera as seguintes hipoteses:

i) A forma da secéao transversal é constante, ou seja, as distorgdes da segdo em seu
proprio plano nao séo consideradas (t,,, = 0);

i) As deformagdes por cisalhamento na superficie média da barra podem ser
desprezadas;

iii) O empenamento da sec¢éo transversal é constante ao longo da espessura e pode
ser representado pelo seu valor ao longo da superficie média.

Essa teoria consiste em adotar a derivada primeira do angulo de rotagao (6,.) como
o grau de liberdade do empenamento, ainda considerando valida a Eq. (5.17). No
entanto, ao contrario da teoria de Saint-Venant, admite-se que 6, # 0, ou seja, a
derivada primeira do angulo de rotagdo n&o € constante. Entdo, pode-se inferir que
existirdo deformagdes normais, uma vez que os deslocamentos longitudinais ser&o

variaveis ao longo do comprimento. Logo, tem-se:

& = 0yw (5.23)
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onde w € a area setorial da segdo transversal, uma grandeza puramente geométrica,
que corresponde a fungdo empenamento da teoria de tor¢ao uniforme.

Conforme a Figura 11, a area setorial de um ponto localizado na coordenada s;
em relagcdo a um ponto de rotagao (polo) D e origem setorial s, pode ser determinada

pela expressao:

S1
w =f nds (5.24)
So

sendo n a menor distancia do polo a tangente da linha do esqueleto da segdo do

trecho de interesse.

Figura 11 — Area setorial

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

De acordo com a Figura 11, a area setorial representa o dobro da area do setor
determinado pelo elemento ds do esqueleto e polo D. Para perfis | duplamente
simétricos, a area setorial com polo no centro de cisalhamento (D), que coincide com
o centro de gravidade da sec¢ao transversal (C), é dada por:
h—t;

2
A Figura 12 apresenta a area setorial principal para um perfil | duplamente

wiz)=+1z (5.29)

simétrico.



61

Figura 12 — Area setorial principal para um perfil | duplamente simétrico
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Considerando, entéo, o surgimento de deformacgdes longitudinais, dadas pela Eq.
(5.23), e aplicando a Lei de Hooke, chega-se a:
oy =E0; w (5.26)
Tem-se demonstrado na literatura, que a tensao normal de flexo-torcdo dada pela
Eq. (5.26) ndo tem esforco resultante na se¢ao, seja forga normal ou momento fletor.
Segundo Vlasov (1961), essas tensdes sdo causadas por um novo esforgo solicitante,

chamado de bimomento (B), definido como sendo:
Bzf@wM (5.27)
onde dA é um elemento de area da sec¢&o, dado por dA = t.ds.

Substituindo a Eq. (5.26) na Eq. (5.27), escreve-se:

sendo I, 0 momento de inércia setorial, conhecido como constante de empenamento,

expresso por:

I, =fw2dA (5.29)
Levando a Eq. (5.28) a Eq.(5.26), obtém-se:
B
0y = —w (5.30)
Iy

Se as tensdes normais variam ao longo do comprimento da barra, isto é, 6, # 0,
o equilibrio exige o aparecimento de tensbdes de cisalhamento devido a tor¢do n&o

uniforme. Admite-se que a tensdo tangencial de flexo-torgao 7;, seja uniformemente
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distribuida sobre a espessura t da sec¢do transversal de parede fina. Entao,
considerando um elemento infinitesimal de comprimento dx e largura ds, conforme
ilustrado na Figura 13, a variagao das tensdes normais g, causam um incremento de

forgas internas dR, que € equilibrado através da tens&o de cisalhamento ..

Figura 13 — Equilibrio de forcas num elemento de um perfil aberto U

y(v)

z(w) e

N
x(u) R e
Rt - \\ ‘

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Logo, pode-se escrever as seguintes expressoes:
R = fadi = E 6, fa)dA (5.31)

Considerando o equilibrio do elemento apresentado na Figura 13 na diregéo x,

tem-se que a tensao de cisalhamento 7, € dada por:

1dR
Tft = ?E (532)
Inserindo a derivada em relagéo a x da Eq. (5.31) na Eq. (5.32), tem-se:
1
e = E 0} f w dA (5.33)

Dado o conceito de momento estatico setorial (S,,), pode-se reescrever a Eq. (5.33)

como:

E fx 5, (5.34)

Entdo, considerando a derivada da Eq. (5.28) na Eq. (5.34), tem-se:

Tft =

B'S,,
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E importante destacar que o valor de S,, é igual a area do diagrama funcéo w vezes
a espessura t, tomada até o ponto em questao, e que a tensao 7, € positiva quando
estiver no sentido positivo adotado para a coordenada s.

Apesar das tensbes de cisalhamento da flexo-torgdo serem relativamente
pequenas para as secoes transversais de parede fina, suas contribuicdes como
reacdo ao carregamento externo sao consideraveis, uma vez que as forgas
resultantes dessas tensdes possuem bracos de alavanca n muito maiores do que as
tensdes de cisalhamento da torgao livre t,, cujo brago é apenas (2/3)t, conforme

ilustrado na Figura 14.

Figura 14 — Forgas resultantes das tensdes de cisalhamento da torgéo livre e da flexo-torgéo

Sendo
Tsv>> Ty
. \
n >>b \
2 \
| Tﬂ
/
/ n |
K} |
3 J D
Sec¢édo delgada

tg
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Sendo My, o momento devido a contribuicdo das tensbes t;,, denominado

momento torgor de flexo-tor¢ao, pode-se escrever:
Mft = fot n dA = _E 1(1) 6),6” (5.36)

Portanto, o momento de torcdo solicitante M; pode ser dado pela soma do

momento de torgao livre (M;) e momento de flexo-torgao (Mg, ):

Ao determinar o angulo de rotagdo pela resolugdo da Eq. (5.37) sera possivel
determinar todas as grandezas envolvidas no problema de barras abertas de paredes

finas.
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A Eq. (5.37) é uma equacéo diferencial linear ndo homogénea de terceira ordem,
com coeficientes constantes. Para encontrar a sua solug&o geral, denotada por S =
Sp +Sp, deve-se procurar uma solugdo para a equagao homogénea correspondente
e, em seguida, determinar a expressao para a solugao particular. Ao derivar em
relacdo a x e dividir os termos por G J;, a Eq. (5.37) pode ser reescrita da seguinte

forma:

7,,20//// _ 9// — ﬂ (5 38)
X X G] .

onde m é a carga de tor¢ao distribuida, cujo valor é igual a derivada de M;, e r, 0

comprimento de comparacao, dado por:

. \/Elw ~ j2(1 + W), (5.39)

GJ J
A solucao da equacao diferencial acima € dada por:
0, = A, sinh (;) + A, cosh (;) +Azx + A4+ S, (5.40)

onde 44, A,, A; e A, sao constantes determinadas a partir das condi¢gdes de contorno
e caracteristicas especificas do problema.
Se o momento de torgdo M, for constante ou variar linearmente ao longo do

comprimento da barra, a solucao particular é dada por:

2
_ mx (5.41)

S
P26
Destaca-se que as expressdes das fungdes hiperbdlicas sdo expressas por:
Ax —Ax

sinh (;) _ % (5.42)
cosh (;) = g (5.43)

5.4 Instabilidade por flexao e torgao

A Figura 15 representa uma barra de comprimento [ com sec¢ao transversal aberta
de parede fina, cujos eixos principais de inércia da seg¢ao transversal sdo os eixos y e
z. O eixo longitudinal que contém o centro de gravidade da sec¢ao transversal € o eixo
x. Para esse elemento, o centro de torgéo € indicado pelo ponto D (zj, yp) enquanto
Q (z,y) representa um ponto genérico do esqueleto. O elemento estrutural em questéo

pode estar submetido aos seguintes esforgos solicitantes: forgca normal (N, ), forgas
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cortantes (Q,,, Q,), momentos fletores (M,,, M,), momento de torgdo (M) e bimomento

(B).

Figura 15 — Secéo transversal de parede delgada

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Portanto, no caso em que os eixos da secio transversal sdo centrais e principais,

a tensao normal longitudinal sera:
Oy = %-I_AI/I_ZZ),-I_ 1\1/1—;2+%w (5.44)
Na expressé&o anterior, consideram-se M,, e M, positivos quando tracionamem z >
0 e y > 0, respectivamente; N, positivo quando traciona o elemento; e B positivo
quando tracionada w > 0.
As coordenadas do centro de tor¢ao podem ser obtidas a partir da interpretagao
geométrica do calculo da area setorial, conforme apresentado por Javaroni (1999).

Adotando-se um polo P arbitrario (Figura 15), tem-se que:

1
Zp = Zp — I__f Wp ydA (545)
Z

1
Yp =Yp — I_f wp z dA (5.46)
y

onde wp € a area setorial com polo provisoério P, I, e I, sdo os momentos de inércia
em relagdo aos eixos y e z, respectivamente.
O ponto genérico Q esta sujeito a deslocamentos nas diregdes x, y e z. Para uma

nova posicdo de equilibrio da barra, quando esta estiver submetida a um
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carregamento capaz de causar sua instabilidade, as expressdes dos deslocamentos

do ponto Q da segéo, segundo os eixos principais, sao:

u=wb; (5.47)
v=vp+ (z2—2p)by (5.48)
w=wp — (¥ — ¥p)bx (5.49)
Para o caso de flexao, tem-se que:
E Ly, = —M, (5.50)
Elywp =—M, (5.51)

Para o caso de flexo-torcédo, pode-se escrever:
Derivando as Egs. (5.50) e (5.51) duas vezes e a Eq. (5.52) uma unica vez em
relacdo ao eixo x, chega-se a:

ELvy" =p, + f o, v dA (5.53)
ELwp" =p, + f ow' dA (5.54)
El,6;" —GJoY = —m+ [{ow"[(z=2p) = (v = yp) bx | — aw" [(y - (5.55)

Yp) + (z — 2p) 6, |} dA
sendo p, e p, as cargas distribuidas ao longo do eixo x nas diregcbes y e z,

respectivamente, e m 0 momento torgor distribuido ao longo do eixo x.
Entdo, considerando a Eq. (5.44) e o campo de deslocamentos nas Egs. (5.53),
(5.54) e (5.55), e admitindo p, = p, =m = 0, as equagbes gerais da instabilidade

global por flexao e tor¢ao séo dadas por:

E IL,vy" — Nvp + (NZD — My) 0, =0 (5.56)
E Lwp" — Nwp + (Nyp —M,) 6 =0 (5.57)
El,0)" — [Ni3 + 2M, (k, — zp) + 2M,(ky, — yp) + GJ] 64 — (M, — (5.58)

Nzp)vp + (M, — Nyp)wy =
onde i3 é o raio de giragao polar; k, e k, sao caracteristicas geomeétricas da segao

transversal, dadas por:

1

ky =-—| y(z* + y*)dA (5.99)
21,
1

k,=— | z(z? + y?)dA (5.60)

y
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que sdo as coordenadas do centro do circulo de estabilidade nos eixos y e z,
respectivamente.

Para a obtencao das equagdes gerais da instabilidade global por flexao e torgao
foram desprezados os termos de alta ordem.

Portanto, dependendo das condi¢cdes de carregamento e da geometria da barra,
poderao ocorrer as seguintes situacgoes:
a) Flambagem elastica por flexdo v e w ou flambagem de Euler;
b) Flambagem elastica por tor¢éo 6, ou flambagem puramente torcional;
c) Flambagem elastica por flexdo v e w e torgédo 6, ou flambagem lateral com torg&o
(Javaroni, 1999).
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6 FORMULAGAO PARA ANALISE DE PORTICOS ESPACIAIS CONSIDERANDO
AS TEORIAS DE SAINT VENANT E VLASOV

6.1 Consideragdes iniciais

Neste capitulo, € exposta uma formulagado para a analise de porticos espaciais,
fundamentada no método dos elementos finitos, que abrange a n&o linearidade
geométrica e do material. Essa abordagem visa capturar de maneira mais precisa o
comportamento dessas estruturas, levando em consideracido pequenas deformacoes
sob grandes deslocamentos e rotagdes, os efeitos da plasticidade distribuida, a
influéncia das tensdes residuais e das imperfeicdes geométricas iniciais, bem como
do empenamento da secao transversal.

Para a atualizagdo da geometria e obtengdo das deformagbes do elemento sao
utilizados os procedimentos propostos por Kuo, Yang e Chou (1993). Nessa
abordagem, aplica-se a teoria de rotagdes finitas de Euler para a consideracao da
natureza ndo-comutativa das rotagdes no espacgo. Além disso, os deslocamentos séo
decompostos em deslocamentos de corpo rigido e deslocamentos naturais por meio
da técnica corrotacional. Portanto, a partir dos deslocamentos incrementais da
estrutura, calculados por meio da solugdo das equacbdes de equilibrio, sao
determinados os incrementos de deslocamentos naturais para cada elemento.

Para a obtengcdo da matriz de rigidez do elemento aplica-se o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV) e a Formulagdo Lagrangeana Atualizada (FLA). Os
momentos internos sdo determinados a partir da integracdo de tensdes calculadas
pelas teorias de Euler-Bernoulli para momentos fletores e Timoshenko-Vlasov para
momentos torcores. Nesse processo, assume-se que as rotacdes naturais séo
pequenas, o que é aceitavel para aplicagdes praticas da engenharia de estruturas.
Destaca-se que, para o calculo do momento de tor¢édo e do bimomento, adota-se um
comportamento elastico linear. Consequentemente, as rigidezes a torgdo e ao
empenamento ndo sio afetadas pela plastificacdo do elemento.

Neste estudo, utiliza-se a tenséo e a deformagao de engenharia que séo pares de
medidas conjugadas, ou seja, ao se integrar o produto da tenséo pela deformagéo em
todo o volume do elemento é obtida a energia interna total. Além disso, em razdo da
adocao do sistema de coordenadas corrotacional no desenvolvimento da formulagao
deste trabalho, pode-se garantir que as tensdes e as deformagdes de engenharia séo

também pares de medidas objetivas, isto é, sdo invariantes sob movimentos de corpo
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rigido. A seguir, apresenta-se, em topicos, o desenvolvimento da formulagcédo do
elemento finito ndo linear de podrtico espacial que considera a torcao livre e a torgao

nao uniforme.

6.2 Sistemas de eixos de referéncia

Na analise nao linear incremental, consideram-se diferentes configuragdes de
referéncia. Pode-se denotar a configuragéao inicial indeformada de um elemento como
Cy, a ultima configuragao de equilibrio conhecida por C;, e a configuragdo deformada
atual por C,. Portanto, neste trabalho, um sobrescrito « (com a =0,1,2) do lado
esquerdo de uma grandeza denota a configuragdo na qual ela € determinada.

Um sistema de eixos ortogonais pode ser arbitrado para os nos inicial e final do
elemento, referidos como A e B. Conforme exemplificado na Figura 16, os eixos de
referéncia do n6 A do elemento, na configuragéo C,, sdo definidos por um conjunto de
vetores unitarios “q, =[%4 “msa “{4], e as coordenadas do mesmo nd por
(*X,, “Y,, “Z,). Similarmente, para o nd B, cujas coordenadas s&o ( *Xg, “Yg, “Z3), &
definido um conjunto de vetores unitarios “qz = [“€s  “ng (). E importante
destacar que, para a configuracéo C,, esses vetores sao paralelos aos eixos globais

de referéncia XYZ.

Figura 16 — Eixos nodais de referéncia e coordenadas dos nés nas diferentes configura¢des

%
a)
2 A CZ
&

(Xa,2Y4 .22

NM»

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Além disso, podem ser definidos conjuntos de vetores ortonormais para
estabelecer o sistema de eixos das secdes transversais dos nés A e B, nas
configuragbes C,, designados como “pu=[%as “Ba “val e “pp=
[*ag  “Bg “yg], respectivamente. O eixo “a €é considerado como sendo
coincidente com o eixo longitudinal, que passa pelo centroide da se¢ao do né. Por sua
vez, os eixos “B e “y sdo os eixos centrais principais de inércia da mesma sec¢éo. De
maneira semelhante, € necessario inserir um terceiro sistema de eixos ortogonais para
o elemento, composto pelos vetores “x, “y, “z, onde “x é assumido como sendo o
eixo baricéntrico do elemento. Os vetores que constituem esse sistema compdéem a
matriz de rotagdo “R. A partir da Figura 17, verifica-se que os eixos da se¢éo dos nos

inicial e final e o eixo do elemento sdo paralelos na configuragao C,.

Figura 17 — Eixos do elemento e eixos das seg¢des inicial e final
20‘13

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Desse modo, os eixos da secdo podem ser definidos pela transformacao de
rotacdo dos eixos dos nOs para os eixos de referéncia do elemento. Como na
configuragéo C, todos os eixos da secéo sao paralelos aos eixos do elemento, pode-

Se escrever:

vj="R°%q; (j=AB) (6.1)
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sendo °R=[%a; °B; ‘vl
A seguir sdo descritos os procedimentos para atualizagdo das rotagbes nodais

para cada elemento com base na teoria de rotacgao finita.

6.3 Atualizagao da geometria do elemento

A atualizag&o da geometria do elemento é realizada por meio da teoria de rotagdes
finitas, descrita no capitulo 4. Ao ocorrer a transi¢do do elemento da configuragao C;
para a C,, as variagdes de deslocamento e rotag&o sofridas pelond j (j = 4, B) podem
ser expressas como:

_~

Au; = Au, i+ Auyj + Auyk (6.2)
Ap; = A i+ Apyj+ Ap,k (6.3)
Por sua vez, a magnitude ¢; e o vetor unitario da diregdo n; do incremento de

rotacéo A¢; podem ser determinados por:

6 = |, | = 892 + 005+ 092 (6.4)
A
o 6.5)

Desse modo, os vetores que constituem o eixo de referéncia da sec¢ao do né j,
atualizados para a proxima configuragdo podem ser determinados aplicando a
Eq.(4.16). Assim, pode-se escrever a seguinte expressao:

“pi=R@"'p; (=A4B) (6.6)

6.4 Eixos do elemento e eixos das se¢des nodais

Para atualizar os eixos de referéncia do elemento deve-se inicialmente definir o
eixo x, dado pelo vetor posi¢ao formado pelos nés A e B.
_ Xap + Uyp
l
onde [ se refere ao comprimento da corda que une os nés do elemento na

(6.7)

configuragao corrente, dado por:

L= 1Xyp + Unpl = [(Xap + Unp)" (Xyp + Ugp)]'/? (6.8)
sendo X, 0 vetor que contém as diferengas entre as coordenadas dos ndés B e A da

configuragao anterior, ou seja,

Xap = Xp — Xy (6.9)
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e U,p, 0 vetor que armazena as diferengas entre os deslocamentos sofridos pelos nos
B e A no passo corrente.
Upp =Up—Uy (6.10)
No decorrer da deformacdo do elemento, os vetores dos eixos das secdes
localizadas nas extremidades n&o permanecem paralelos, uma vez que o0 eixo
baricéntrico do elemento torna-se curvo. Nesse caso, para definir os eixos ortogonais
y e z pode-se assumir um plano S perpendicular ao eixo axial x, no qual serao
projetados os eixos centrais principais de inércia das duas seg¢des nodais. A Figura
18(a) ilustra as projecbes dos eixos centrais principais de inércia das secgodes

localizadas nos nés A e B, identificadas por B3, ¥4 € B5, V5, respectivamente.

Figura 18 — Determinacdo das novas coordenadas do elemento: (a) média das projegbes dos eixos
da sec¢éo; (b) novos eixos do elemento.
1
ez/\

[\

1%
B

'8\
(a) (b)

Fonte: Adaptado de Kuo, Yang e Chou (1993).

Essas proje¢cdes podem ser determinadas por:

pi=pj—Apix (=ABp=B7Y) (6.11)
onde
bj=pjx ( =ABp=87) (6.12)
Para obter vetores unitarios nas mesmas direcbes das projec¢des, aplica-se a Eq.
(6.13):

_ 1
pj =|p7pj G =ABp=8Y) (6.13)
j

Entao, conforme ilustrado pela Figura 18, definem-se os vetores e, e e, dados

pelas diregbes médias das proje¢cdes dos eixos da secdo dos dois nds e seus

respectivos vetores unitarios e,, e e,, conforme equagdes seguintes:
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es =Py +Psg (s =y2zp =B7Y) (6.14)

1
€ =—es (s =y72) (6.15)
les|

Os vetores e, e e, obtidos, geralmente, ndo formam um angulo de 90°. Para a
definicdo dos eixos ortogonais, considera-se que as diagonais de um losango séo
perpendiculares entre si e funcionam como bissetrizes dos angulos internos. A partir
do losango obtido com os vetores unitarios e, e e,, sdo definidos os vetores
perpendiculares e; e e,, que representam suas diagonais (Figura 18(b)). Nesse

processo, sdo empregadas as seguintes equacoes:

e, =¢€, te, (6.16)
e, =€, —¢& (6.17)
Esses vetores podem ser normalizados utilizando a Eq. (6.18):
1
e, =—e, (k=12) (6.18)
lexl

Por fim, ao girar os vetores unitarios e; e e, no sentido anti-horario por um angulo

de 45°, obtém-se os vetores y e z.

1
=—— (e, +e 6.19
y \/E(el + eZ) ( )

1
—— (e, —e 6.20

A matriz de rotagédo para o elemento na configuragéo corrente C, (com a > 1) é
obtida pelo agrupamento dos vetores x, y e z.

R=["x Ty Tz (6.21)

6.5 Deslocamentos naturais do elemento

Durante uma analise incremental n&o linear, os incrementos de deslocamento
determinados das equacdes de equilibrio da estrutura podem ser decompostos em
deslocamentos de corpo rigido e os deslocamentos naturais dos elementos
estruturais.

Para o elemento de pértico espacial proposto, o vetor de deslocamentos naturais
u referenciado no sistema de eixos do elemento *x, %y e 2z, na configuragéo C,,

contém 8 graus de liberdade (GL).

u=[A 6,5 60, @ Oy Oz Or4 6i5] (6.22)
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onde A é a variagado do comprimento da corda que une o nd inicial e final do elemento;
0,4 € 0,4 séo as rotagées no né A em torno dos eixos ‘y e ?z, respectivamente, ¢,
é a rotacao relativa entre os nés B e A em torno do eixo “x, 0,5 € 0,5 Sao as rotagdes

no né B em torno dos eixos *y e °z, respectivamente; e 6., e 6, sd0 0s graus de
liberdade relacionados ao empenamento da sec¢do transversal nos nés A e B,
respectivamente.

A variagao do comprimento da corda do elemento é dada por:

A= -1 (6.23)
sendo 'l e ?I, o comprimento da corda do elemento nas configuracdes C; e C,,
respectivamente.

Com base no sistema de eixos das sec¢des nodais e eixos do elemento nas
configuragbes C; e C,, pode-se determinar as demais componentes do vetor de
deslocamentos naturais. Primeiramente, os eixos das se¢des devem ser escritos no
referencial local do elemento, por meio da Eq. (6.24):

Pjet = Pijg (=4B) (6.24)

onde os subscritos el e g sdo empregados para denotar o sistema local (do elemento)

lXRTa

e o sistema global, respectivamente.

A Figura 19 ilustra os vetores da segdo de um nd expressos em relagdo ao
referencial do elemento nas configuragdes C; e C, ( 1pj,el e ij,el), que determinam
as rotacdes naturais desse nd. Portanto, o vetor de incrementos de deformacéo do n6
21p]- pode ser escrito em relagao aos eixos da se¢ao da configuragao C; (Figura 19(c)),
aplicando a Eq.(6.25):

2pi= 0l (G=AB) (6.25)

Figura 19 — Variacdo do sistema de eixos das se¢bes nodais: (a) Configuracdo C1; (b) Configuragédo
C2; (c) Incrementos rotacionais

B, Yoo
5
NG j X
:Z
Ti (v

Fonte: Adaptado de Ribeiro (2022).
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Desse modo, o angulo de rotagdo 6; paraond j (j = A,B), que ocorre durante o
movimento do elemento de (; para C,, e seu eixo de rotagdo n; podem ser
determinados como segue.

Primeiramente, considerando que n; = [ 7 n3]T define-se que:

| =1 (6.26)

Em seguida, impde-se que:

= '@Ga=[1 0 0" er, =" =[u @ @ (6.27)
Aplicando a expresséo da rotagao finita (Eq. (4.12)), pode-se obter as seguintes

=~ . 21 .
relagbes para o eixo “'a;:

a; = C()SH]- + (1 - COSHj)n% (6 28)
a, = nzsenb; + (1 — cosf;)nyn, (6.29)
az = —n,senb; + (1 — cosf;)nn; (6.30)

Similarmente, adotando-se:
r,= 1Bj,el =0 1 0]" er,= 21ﬁj =[B1 B2 B3l” (6.31)

obtém-se a seguinte relagéo para o eixo *'B;:

p1 = —nzsenb; + (1 — cosf;)n n, (6.32)
Subtraindo a Eq. (6.32) da Eq. (6.29) chega-se a:
a; — P
= 6.33
i3 2senb; ( )
Definindo-se
r, = 1y].’el =0 o 1]" e T, = Zlyj =[v1 Yz V3]” (6.34)
pode-se mostrar que as seguintes relagdes s&o validas:
_ Y1~ a3
iz = 2sen); (6.35)
B3 — V-
= 6.36
e 2senb; ( )

Substituindo as Egs. (6.33), (6.35) e (6.36) na Eq.(6.26), tem-se que o angulo de
rotagéo 6; € dado por:

6, = sen™! (%) (6.37)

onde

A= J(Bs—72)*+ (1 — az)? + (a, — B1)? (6.38)
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O vetor n; esta referido aos eixos da segéo 1pj,el, onde p = (a, B,v), e pode ser
escrito em relagdo ao sistema local, pela equagao:
1
Njer = Pjaly (6.39)
A partir das Eqgs. (6.37) e (6.39), as rotagdes naturais associadas a cada né do
elemento, resultantes do movimento do elemento de C; para C, podem ser

determinadas:
[6xj Oyj Oz]1= 6mj, ( = AB) (6.40)

6.6 Cinematica do elemento

A Figura 20 exibe os graus de liberdade de uma sec¢ao transversal de parede fina
no sistema de coordenadas local. Conforme destacado nas sec¢des anteriores, esse
sistema é escolhido de tal forma que o eixo x coincide com o eixo longitudinal que
passa pelo centroide (G) de cada secgao transversal, enquanto o0s €ixos y e z sdo 0s
eixos principais de inércia. O centro de tor¢ao (D) é definido pelas coordenadas y;, e
zp. As rotacdes, as translagdes e as deformagdes de torgao relacionadas a momentos,
cortantes e bimomentos s&o definidas para atuar ao longo do eixo do centro de torgéo,
ao passo que os deslocamentos na diregdo do comprimento do elemento atuam no

eixo centroidal.

Figura 20 — Deslocamentos e forgas nodais
B _

Fy fo ‘

Dg, o

F

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Os deslocamentos incrementais da sec¢ao transversal podem ser definidos por:

Ug = Ug(x), vp = vp(x), wp = wp(x), 0 = 0,(x), (6.41)

dé
6, = 0,(x),0, = 6,(x),0; = d—;‘

6.6.1 Campo de deslocamento

O campo de deslocamento adotado considera a hipotese de Euler-Bernoulli para
a flexdo e a teoria de Vlasov para a torcao. Portanto, considerando a hipotese de
pequenas rotagdes, os deslocamentos longitudinal e transversais de um ponto
arbitrario P (Figura 20) com coordenadas x,y e z, pertencente a se¢ao transversal, é

definido no sistema local corrotacional pelas expressées (Bani¢, Turkalj e Lanc, 2023):

u(x,y,z) = ug(x) — y0, + 20, — 6,0(y, z) (6.42)
v(x,y,2) = vp(x) — (z — zp) by (6.43)
w(x,y,z) = wp(x) + (v — ¥p)bx (6.44)

onde u;, vpe wp sdo os deslocamentos da secao transversal associados ao centroide
na direcao x e ao centro de torgao nas diregdes y e z, respectivamente; 6,. € a rotagao
especifica; w(y, z) representa a area setorial em relagdo ao centro de tor¢do; y e z séo
as coordenadas do ponto genérico em relagao ao centro de gravidade da seg¢ao (ponto
G).

Conforme destacado por alguns autores, caso a hipotese de pequenas rotagdes
seja violada, deve-se considerar os termos de segunda ordem no campo de
deslocamento (Kim, Chang e Kim, 1996; Turkalj, Brnic e Kravanja, 2011; Bani¢, Turkalj
e Lanc, 2023) . Nesse caso, o deslocamento total de um ponto genérico da segéo
transversal € dado por:

~

u+t+i, v+v, w+w (6.45)
sendo
(x,y,2) = 0,5[~(y — yp)0xby + (z — 2p)6,6,] (6.46)
(x,y,2) = 0,5[—y(62 + 62) + 26,0, + yp6%] (6.47)
w(x,y,z) = 0,5]—z(62 + 02) — 0,0, + z,02] (6.48)

Neste trabalho, serdo considerados apenas os termos de primeira ordem do campo
de deslocamentos. A adocéo da hipotese de pequenas rotagdes em relagado a corda
do elemento nédo faz com que a formulagdo perca a sua generalidade devido ao

sistema corrotacional adotado, podendo ocorrer grandes deslocamentos e curvaturas,



78

desde que os elementos utilizados sejam suficientemente curtos e os incrementos de
carga suficientemente pequenos (Lavall, 1996).

Além disso, s&o consideradas sec¢des duplamente simétricas, ou seja, o centro de
torcdo coincide com o centro de gravidade (y, = zp =0). Neste caso, os
deslocamentos da secgao transversal associados ao centroide G, ug, v; € wg,

coincidem com os deslocamentos associados ao centro de tor¢ao D, up, v, € wp.

6.6.2 Campo de deformacéao

A partir do campo de deslocamentos, pode-se determinar as expressdes analiticas
do campo de deformacéo consistente com a teoria estrutural adotada. Desprezando-
se os termos que contém produto de ordem superior obtém-se:

_du  dug de, ao, 07 E(y,2) (6.49)

ST T dx Y dx tz dx
& =& —y0, + 20, — 0, 0(y,2) (6.49a)
du dv db,dw dvp do,
==t =2 (2 6.50
Vay dy T Z dx dy T ix (z=2p) dx (6:50)
dw
Yy = 93’5 [_E —(z—- ZD)] (6508)
du  dw A6, do  dwy do,
=—+—=0,———+— — - 6.51
Yz = + dx Y dx dz + dx + =) dx ( )
dw
Yxz = 09,6 [_E + (y - YD)] (6518)
dv dw
Ve =gy T gy = et b (6.52)
Yyz =0 (6.52a)

onde o simbolo (‘) sobrescrito indica derivagdo em relagéo a x.

A Figura 21 ilustra o elemento infinitesimal localizado no eixo que une os centros
de gravidade de um perfil com sec¢édo duplamente simétrica, antes (GH) e apds a
deformagdo (G'H’). Os pontos G, e H),definem a projecdo no plano xy desse
elemento apos a deformagéo, enquanto os pontos G;,e H, limitam a projecéo desse
elemento no plano xz. Os segmentos G'F e G'D sio paralelos as projegdes do

elemento ¢’'H’, respectivamente, possuindo os mesmos comprimentos das projecoes.
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Figura 21 — Elemento infinitesimal antes e apds deformagéao

y xy

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Pela Figura 21, verifica-se que as rotages de flexdo 6, e 6, das segbes

transversais decorre dos deslocamentos u;, v, € wg, sendo obtidas por,

respectivamente:
DE  d e ' 6.53
w w, )
6, = tan b, = = £ _ = a dxd = £ 7 ( :
G'E dx+ du; X% 14ug;
dx dx
FF d e / 6.54
v - v .
QZEtarIQZ:ﬁ:d - =dxdxdu = G’ ( )
x+ du; X% 1+4ug
dx dx

Por sua vez, o angulo 6,, pode ser calculado por:

EH [(dv)® + (dwe)?]2  [(w)? + we)?] /2 (6.55)
G'E dx + dug B 1+ug

0,y =tanf,, =

O comprimento infinitesimal da fibra analisada apds a deformacao pode ser obtido
pelo triangulo G'EH’, sendo dado pela expressao:

dS, = [(dx + dug)? + (dvg)? + (dwg)?] 2 (6.56)
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O alongamento ou encurtamento da mesma fibra é calculado dividindo-se a
Equacéio (6.56) por dS, = dx:
ds, B ds,
ds, dx

O estiramento da fibra do eixo da barra pode ser determinado pelo cosseno do

Z= = [(1+up)? + We)? + (we)?] 2 (6.57)

angulo 6,,,, obtido pela expressao:

_ E dug ’
dx+du T, 14+ug (6.58)
cos sz = — = _ = _
ds. dSc A
dx

Logo, a Equacgao (6.58) pode ser reescrita como:

A= (1+ug)sect,, (6.59)
A deformacéo longitudinal da fibra do eixo da barra pode ser obtida pela relagéo:
& =1-1 (6.60)
Assim, a expressao analitica do campo de deformacgdes consistente com a
mecanica dos sélidos, Eq. (6.49a) pode ser reescrita como:
& = (1 +ug)secl,, —1—y0, + 20, — 0, @(y,2) (6.61)
Adotando-se aproximagdées de segunda ordem para a fungdo trigonométrica

presente na Equacéo (6.61) obtém-se:
2

0 , ,
o = () (1 ¥ Ty> —1-y6; +26, — 65y, 2) (6.62)
A determinacdo das deformacgdes, longitudinal e angular, depende da escolha de
funcdes de interpolacdo expressas em fungdo dos graus de liberdade naturais,
portanto:

&x = flunl; Yoy = [unl; ¥z = [un] (6.63)

6.7 Funcoes de interpolagao

Para que o campo de deformacado seja conhecido é necessario definir fungdes
interpoladoras para os deslocamentos u;, v; € wg, assim como para os angulos de
rotagéo por flexao 0,, 6, e 6,,, e rotagao por torgao 6,.

Adotando-se um polinbmio de primeiro grau para o deslocamento longitudinal do
eixo da barra, tal que, u;(x) =ax + b, e considerando as condigdes de extremidade
do elemento tem-se:

ug(x) = #A (6.64)
sendo
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x 1
S 6.65
w1_<1l+2> (6.65)

Para os deslocamentos transversais v; e w; adota-se um polinémio de terceiro

grau, tal que, v;(x) = wg(x) =cx3 +dx? + ex + f. Desse modo, sdo obtidas as
seguintes expressoes:

ve(x) = (1 + %) (¥,0,,4 + ¥30,5) (6.66)
we () = (1 + %) (¥,6, + ¥56,5) (6.67)

onde
lpgzx_g x _x_ 1 (6.69)

+
1z 721 4 8
Conforme demonstrado anteriormente, os angulos de flexao 6,, 8, e 6,, (Figura

21), podem ser obtidos por:

_ We (6.70)
8, = arctan (1 n u&)
_ Vg (6.71)
0, = arctan - .
1+u;
I\2 + N2 1/2
6,y = arctan ([(UG) (W,G) ] ) (6.72)
1+u;

A partir dessas expressdes pode-se determinar as fungdes de forma para as
rotacdes por flexao:

Hy S lPZIHyA + le3'9yB

(6.73)
QZ = WZIQZA + qjéng (674)
Oy = [(W30y4 + P50,5)* +(¥30,0 + ¥30,5)°]"" (6.75)
y Y. y
onde
q;zr:?’_xz_i_l (6.76)

XL X2 (6.77)
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O angulo de rotacéo 6, da segao transversal por tor¢gao pode ser interpolado por
um polinbmio de terceiro grau. Considerando as condi¢des de extremidade do

elemento pode-se escrever:

Ox(x) = Yoy + W3054 + V30,5 (6.78)
sendo as fungdes ¥, e ¥; dadas pelas Egs. (6.68) e (6.69) e ¥, por:
2x3 3x 1
S Tt T T
v (S5 in+s) 679)

E importante ressaltar que para a teoria de Saint Venant, considera-se uma fungéo
de primeiro grau na interpolag&o do angulo de rotagdo da segao transversal por torgéo.

Portanto, tem-se:

Ox(x) = W19y (6.80)

6.8 Valor médio de deformacgao

A deformacgao do eixo da barra ¢, € variavel ao longo de seu comprimento, uma
vez que as funcdes de interpolacdo dependem de x. Para facilitar o desenvolvimento
analitico da formulagao, adotar-se-a um valor constante para &,, representado por seu

valor médio, dado por:

1
&, = Tlf Eydx (6.81)
Resolvendo-se a integral acima, chega-se a expressao da deformagéo média:
A ANT1 1 1 1
(‘;Txm = Tl + <1 + Tl) [E (932“4 + 93213) - %9},1493,3 + E (ezzA + 9223 - %QZAGZB (6.82)

Assim, a expressao final da deformacéo longitudinal € dada por:

& = &, — Y0, + 20, — 0)®(y,2) (6.83)

onde 6,, 6, e 6, sdo dados pelas expressdes:

Oy =¥3'0y0 + ¥3'0yp (6.84)
0, =3 0,4+ ¥30,p (6.85)
Ox =i Px + W5 000 + W3 045 (6.86)

6.9 Equacoées de equilibrio

Uma vez conhecida a expressao do campo de deformacao, dado pelas Equacdes
(6.50), (6.51) e (6.83), o equilibrio do elemento pode ser formulado aplicando o
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), que estabelece que, ao aplicar uma pequena
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deformacdo virtual a um elemento deformavel, em equilibrio, submetido a um
carregamento externo, o trabalho realizado pelas forgas externas é igual ao trabalho
virtual produzido pelas forgas internas ou tensdes resultantes. Nesse sentido, a
equacao de equilibrio para um elemento num instante t + At pode ser definida por:

j 0x6£der+J- Txy5)/xder+j sz5szdVr+j Ty20Yy,dV, = Q; du; (6.87)
v, v, v, v

r T r r

onde dV;, € o volume infinitesimal do elemento na configuracéo de referéncia, o, , 7y,
Tz € Ty, S80 a tensdo normal e as tensdes cisalhantes de uma fibra, respectivamente,
8¢, a deformagéo longitudinal virtual de uma fibra, 8yy,, 6y, € 8y,, séo as distorgdes
virtuais de uma fibra, sendo a deformag&o por cisalhamento dy,, nula, conforme

Eq.(6.52a), Q; é o vetor de forgas do elemento nas coordenadas corrotacionais e du;
sdo os deslocamentos naturais virtuais do elemento (i = 1 a 8).

A deformacéo longitudinal virtual e as distorgdes virtuais sdo expressas por:

0&,
= e 6.88
lox:- 51, ou; ( )
Sy,
8tay = .= OUs (6.89)
L
Sy,
8Yyz = —&ZZ Sy (6.90)

Inserindo as Equacgbes (6.88), (6.89) e (6.90) na Equacado (6.87), chega-se a
equacao de equilibrio que governa o problema estatico:

Qi = (axgx,i + TxyYxy,i + szyxz,i)dv; (691)
vy

onde o subscrito i, apos a virgula, indica derivagdo em relagdo ao grau de liberdade
natural (corrotacional) u; (i = 1 a 8).

E importante destacar que para o calculo do momento de torcdo e bimomento
assume-se um comportamento linear para as tensdes e deformacgdes e, portanto, as
rigidezes a tor¢do e ao empenamento nao sao afetadas pela plastificagdo do material.

O vetor de forcas nodais do elemento em coordenadas locais, denotado por P,
pode ser obtido a partir de uma matriz de transformag&o que relaciona os graus de
liberdade corrotacionais com os graus de liberdade locais. Essa transformagéo sera
apresentada na préxima secao.

Por fim, pode-se agrupar as forgas Q; e P, (j = 1 a 14) nos vetores Q e P,

respectivamente, dados por:
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QTz{Fx MyA M,y M, MyB Mzp By BB}

PT={FXA FyA FZA MxA MyA MZA BA FxB FyB FzB MxB MyB MzB BB}

(6.92)
(6.93)

6.10 Matriz de transformagao

Na analise global de uma estrutura, € necessario transferir os deslocamentos e as
forcas dos elementos, como definidos nas Eqgs. (6.22) e (6.92) para os graus de
liberdade (GL) correspondentes nas coordenadas globais. Esse processo consiste em
duas etapas de transformacao: inicialmente, dos oito GL corrotacionais para os 14 GL
nas coordenadas do elemento, e posteriormente, para os 14 GL nas coordenadas
globais. A primeira etapa de transformacao pode ser efetuada por meio da aplicagéo
da equacéao a seguir, que se baseia nas relagdes entre momentos nas extremidades
do elemento e as forgas cortantes.

P=B'Q (6.94)
onde P é o vetor de forgas do elemento, em coordenadas locais, com 7 componentes
em cada no, e B € a matriz que relaciona os graus de liberdade corrotacionais com os

graus de liberdade do sistema local do elemento, que pode ser expressa por:

-1 0 0 0 00O0OT1 0O 0 00 0 O (6.95)

1 1

0 0 -5 0 1000 0 - 0000
1 1

0 3 0 0 0100 -5 00000

— o o o -10000 0 0 1000
B = 1 1

0 0 -5 0 0000 0 - 0100
1 1

0 5 0 0 0000 -5 00010

o 0 0 0 0010 O 0 0UO0TU 0O

lo o0 0 0 00O0O0O O O 00 0 1

A matriz responsavel por transformar os graus de liberdade do sistema local do
elemento para as coordenadas globais pode ser expressa da seguinte maneira:

0 (6.96)

cocoococoX
mooooo

cococoX™

coomroo
coxmooo
oxmoocoo

onde R € a matriz de rotacdo, definida pela Eq. (6.21), e 0 € uma matriz nula 3x3.
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Por fim, considerando as matrizes de transformacao, pode-se escrever o vetor de
forgas do elemento no sistema global, F, conforme expressao:

— T
F=1TP (6.97)

6.11 Matriz de rigidez tangente do elemento
A matriz de rigidez do elemento em coordenadas naturais, k., pode ser obtida
derivando-se a Eq. (6.91) com relagéo aos graus de liberdade naturais u;, com j inteiro
variando de 1 a 8.
ke ;= er(Sx,ingx,j + 0y ij + Vay,iDeVayj + TayVayij T VaziDeVzj + TxzVxzij)AVy (6.98)
sendo Dy e D, os coeficientes de rigidez axial e transversal tangente da fibra analisada,

respectivamente, dados por:

Dy = do,/de, (6.99)
D, = dey/dey = dTy;/dVxz (6.100)
A partir da Equagdo (6.98), definem-se Di’fj, Hi’fj, Df;, Hi; como sendo,
respectivamente:
D{j = fv Ex,iDpex,; AVy (6.101)
Hl, = f O ij AVp (6.102)
Dl'c,j = J- (yxy,iDCny,j + sz,iDcyxz,j) av; (6.103)
Vr
H{fj = j (Txy)/xy,ij + szyxz,ij) dVr (6104)
Vr
Por consequéncia, a Equacgao (6.98) pode ser reescrita como:
—nf f
ke,; = Dij + Hi; +Di; + Hi; (6.105)

Dado que D(gyg) = Di’;. + Di; € Hgyg) = H{j + Hi;, a matriz de rigidez tangente
simétrica do elemento (8x8) em coordenadas naturais pode ser expressa em notagéo
matricial como:

, ke=D+H (6.106)

E importante destacar que o primeiro termo a direita da expressédo anterior
representa a parcela constitutiva da matriz de rigidez, enquanto o segundo, refere-se

a parcela geométrica referente ao efeito P-§.
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Devido a natureza nao conservativa das grandes rotagdes no espaco, a derivagao
da matriz de rigidez tangente global € complexa pelo método de variagdo do vetor de
forgas global, mesmo que a propriedade nado aditiva das rotagdes naturais ndo seja
considerada. Além disso, a matriz de rigidez tangente gerada por esse método néo é
simétrica. No entanto, ela pode ser simetrizada durante o processo de analise sem
comprometer a convergéncia quadratica, exceto nos casos em que ha momentos
concentrados (Tang et al., 2019).

De forma simplificada e analoga ao caso 2D, a matriz de rigidez tangente do
elemento em coordenadas globais pode ser obtida a partir de uma interpretacéo fisica,
conforme mostrado por Tang et al. (2019). Essa matriz simplificada e simétrica é
usada principalmente como um preditor no procedimento incremental-iterativo n&o
linear e, portanto, ndo afeta a precisdo dos resultados da analise, podendo ser
expressa por:

kg = T[B"DB + B"HB + k,|T (6.107)

A primeira parte apos a igualdade da equagao anterior representa a parcela
constitutiva, a segunda e a terceira compdem a parcela geométrica, formada pelos
efeitos P-6 e P-A, respectivamente.

Portanto, a Eq. (6.107) pode ser reescrita como

kg =Tlky + k¢ |T (6.108)

Nas proximas secdes sao apresentadas as matrizes de rigidez constitutiva e

geométrica de um elemento prismatico, constituido por uma secado duplamente

simétrica, em regime elastico e elastoplastico.
6.11.1 Matriz de rigidez tangente constitutiva e geométrica em regime elastico

A matriz de rigidez tangente constitutiva para o regime elastico, no sistema local
do elemento, em coordenadas cartesianas, pode ser escrita com o auxilio da matriz
§(8x14) (Eq. (6.95) e da matriz de rigidez constitutiva em coordenadas corrotacionais

f
ap

multiplicados por 6,,, 6,5,0,4 € 6,5 por serem suficientemente pequenos e

Dgyg), constituida pelos elementos D, e Dé,ﬁ- Desprezando-se os termos

considerando-se a deformagdo media &, , obtém-se a matriz de rigidez constitutiva

R,
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a 0 0 0 0 0 0 —a 0 0 O O 0 O0j
b 0 0 0 ¢c 0 0 —-b 0O 0 0 ¢ O
d 0 —e 0 0 0 0 —-d O —e 0 O
f 0 0 g 0 0 0O —f 0 0 g
h 0 0 0 O e O i 0 O
j 0 0 —c 0 0 0 k O
- S ! 0 0 0 —-g 0 0 m
ke, =
M a 0 0 o o o of (6109
I b 0 0 0 —c O
d 0 e 0 0
M. f 0 0 -—g
h 0 0
J
[
com
EA 12E1, 6El, 12E1L, 6EL, 6G] 12EI,
a =—ib=gogic=grid=goge=5g =gt 5
! 12 1] 11 12 1] 11 51 3
G] 6EI AEI 2E1 AEI 2E1 2G] 'l 4EI
g=—]+—1w; === j=—Tk=—20= /L, -
10 12 l l l l 15 l
GJ] 'l 2EI,
m=-3 i

onde E € o modulo de elasticidade longitudinal, A € a area da segéo transversal, I,, e
I, s&o os momentos de inércia em torno de y e z, respectivamente, G é o médulo de
elasticidade transversal; J é a constante de torcao; I, € 0 momento de inércia setorial
(constante de empenamento).

Para a consideracao da teoria de Saint Venant, basta anular todos os coeficientes

. "~ . . . G .
das linhas e colunas nas 72 e 142 posic¢des e considerar o coeficiente f = T]z nas linhas

e colunas das 42 e 112 posigoes.
Por sua vez, a matriz de rigidez geométrica k¢, considerando a se¢ao duplamente

simétrica, é dada por:



onde N ¢ a forga normal atuante na segao transversal; AM,, = M, g

AM,

6N
521

0 0
N
T
LA
10
0 0
2
2N “l 0
15
2N 21
15
M.

o O O

10

2N 21
15

2N 21
15

(=]
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(6.110)

- M,,, sendo M,,

e M,z os momentos fletores em torno do eixo y nas extremidades do elemento 4 e B,

respectivamente, e AM, = M,z — M,,, sendo M,, e M,z 0s momentos fletores em torno

do eixo z nas extremidades do elemento A e B, respectivamente.

6.11.2 Matriz de rigidez tangente constitutiva e geométrica em regime elastoplastico

A matriz de rigidez constitutiva em regime elastoplastico, no sistema local do

elemento, em coordenadas cartesianas, € expressa por:

R =

~ O © O

b —c
—f 9
—i f
0 0
k-l

(0]

M.

—-a
0
0

Q O o o O OO

S0 O O

I
TooQ

S OO W OO O OO
]

(6.111)
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onde os coeficientes de rigidez Cy,,,, com Q inteiro variando de 1 a 8, sao obtidos pela
média aritmética entre os valores dos coeficientes C, calculados para as segdes
transversais das extremidades do elemento A e B, respectivamente, ou seja, Cqoy, =
(Caa + Cap)/2.

Novamente, para a considerag¢ao da teoria de Saint Venant, basta anular todos os

coeficientes das linhas e colunas nas 72 e 142 posicdes e considerar o coeficiente f =

G . -
T]z nas linhas e colunas das 42 e 112 posigdes.

Os coeficientes de rigidez C, sdo expressos matematicamente por

G :fodA (6.112)
A
A

Cs = f DTydA (6.114)
A
A

Cs :foyZdA (6.116)
A

_ a2
C6—fD y-dA (6.117)
A
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C =J-DC[(Z—Z)2+( —yp)2+ (v — )6_w+(z_z)a_w dA =GJ
7 D Y—JYp Y= Yp) 5, )3y (6.118)
A

Cy = j D’ &2dA = EI, (6.119)
A

A matriz de rigidez geométrica do elemento no regime elastoplastico é analoga a
matriz de rigidez geométrica no regime elastico, com os esforgos calculados no regime

elastoplastico.

6.12 Relagodes constitutivas

De acordo com o apresentado anteriormente, adota-se neste estudo a deformagao
e tensdo de engenharia, que formam um par de medidas conjugadas. A deformacéao

de engenharia é dada por:

2]
e=A-1=—-1 (6.120)

onde 2l e 'l sdo o comprimento deformado e o de referéncia da fibra analisada.
Por sua vez, a tensdo de engenharia ou tens&do nominal pode ser calculada pela

expressao:

S 6.121
o a ( )

onde N ¢é a forga normal que atua sobre uma fibra e A, € a area da secao transversal
da fibra na configuragao de referéncia ou inicial.
As tensdes e deformagdes s&o relacionadas entre si por uma lei constitutiva, na

qual a tensao o é funcao da deformacgao &, conforme ilustrado na Figura 22.
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Figura 22 — Diagrama tenséo versus deformagéao do material
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Ao analisar uma barra em regime elastoplastico distinguem-se, conforme ilustrado
na Figura 22, duas regides: uma regiao elastica, onde a tensao atuante ¢ € menor que
a resisténcia ao escoamento do material o,,, € uma regido elastoplastica, onde o €
maior que o,. A tangente a curva tensdo-deformagdo no ponto que representa o
estado atual de uma fatia reflete o modulo de rigidez do material da fibra.

Diz que uma fibra esta em regime elastico se existe uma relagdo que associa cada
deformagdo a uma so6 tensdo. Neste caso, com base na Figura 22, tem-se que no
regime elastico:

g = D% (6.122)
e tanto em carga (¢ £ > 0), quanto em descarga (¢ & <0), o modulo de rigidez
elastica é dado por:
do
" de
Verifica-se que esse valor € unico e depende apenas de €. Por outro lado, diz-se

pe (6.123)

que uma fibra estd em regime elastoplastico se
e :
= {ll))e::iegg gé<>00 (dezccz:jz)) (6124
onde D°P é o mddulo de rigidez elastoplastica.
Neste trabalho, para o estudo do comportamento de materiais sujeitos a esforgos
de cisalhamento, considera-se que existe uma relagao linear entre a tensao cisalhante

aplicada e a distorgao resultante.
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6.12.1 Comportamento elastoplastico unidimensional

Nos materiais em regime elastoplastico a deformacéo longitudinal total € composta
por duas parcelas: elastica e plastica. Conforme destacado anteriormente, no regime
elastoplastico ndo existe uma correspondéncia univoca entre a tensdo normal e a
deformacdo normal e, portanto, €& necessario acompanhar o histérico de
carregamento.

A Figura 23 idealiza o comportamento elastoplastico por meio de um diagrama
bilinear, onde a regido AO representa o comportamento elastico, com moddulo de
elasticidade longitudinal E, e a regidao AB, um comportamento elastoplastico, com

encruamento linear e modulo tangente E,.

Figura 23 — Comportamento elastoplastico do material para o caso uniaxial
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Considerando um processo incremental de carregamento, um acréscimo de
tensao do pode alterar o comportamento do material, de tal modo que ele passe do
regime elastico para o regime plastico. Apds o escoamento inicial, 0 acréscimo de
deformacéao de pode ser escrito como:

de = de€ + deP (6.125)
onde defrepresenta a parcela de deformacéo elastica e deP, a parcela de deformacgao
plastica.

O acréscimo de deformacéo elastica pode ser obtido por:

do
- E
Por sua vez, o acréscimo de deformacao total € determinado pela equacgao:

de® (6.126)
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do
= — 6.127
de L, ( )
A deformacao plastica pode ser determinada a partir do parametro de encruamento
isotropico ou moédulo plastico H:

do

P — 6.128
de I ( )
Substituindo-se as Egs. (6.126), (6.127), (6.128) na Eq.(6.125), obtém-se:
EH
= 6.129
Ee=5im ( )
Pela Eq.(6.129) determina-se o parametro H, sendo dado por:
g= "t _ (6.130)
1-=
E
Entdo, os incrementos de tensdes podem ser determinados por:
o EE;IIS (fase elastica) (6.131)
T de (fase plastica)

Quando H =0 tem-se que E; = 0 e o comportamento elastico perfeitamente
plastico é contemplado.

Assim, considerando a EQq.(6.131) e as Eqgs.(6.126) e (6.128), tem-se que os
acréscimos de deformacdes elasticas e plasticas para o comportamento elastoplastico

podem ser expressos como:

E
dge = (Et) de (6.132)

de? = ( )de (6.133)

A fim de considerar diferentes comportamentos para o material, esse modelo
bilinear pode ser estendido para diagramas tens&o normal versus deformacao
longitudinal multilineares, conforme apresentado em Araujo (2010). Esse autor propde
um diagrama multilinear composto por cinco trechos lineares, conforme ilustrado na

Figura 24. Tal solugéo é adotada neste trabalho.
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Figura 24 — Diagrama tensdo normal x deformagdo normal multilinear
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Fonte: Adaptado de Costa(2014)

O trecho | corresponde ao comportamento elastico, definido pela Lei de Hooke.
Nesse caso, o material apresenta moédulo de rigidez E e parametro de encruamento
nulo. Os demais trechos simulam o comportamento elastoplastico com méddulo de
rigidez tangente E;; e parametro de encruamento H;, com i inteiro, variando de 1 a 4.
O algoritmo que rege a simulagdo do comportamento elastoplastico durante o
processo de carregamento incremental segundo cada intervalo de deformacao,
levando-se em conta os eventos da descarga e recarga elastica, pode ser verificado
no trabalho de Araujo (2010).

6.13 Esforgos internos

Neste trabalho, € empregada a técnica das fatias; portanto, os esforgos internos
(forca normal e momentos fletores) sao obtidos pela integragédo das tensdes atuantes
nas fatias da secao transversal de cada n6. Assim, tem-se:

N:f sdA, (6.134)

Ay

My=j ozdA, (6.1395)
A

r

M, = _f oydA, (6.136)
A

r



95

E possivel simplificar a integracdo dos esforcos ao longo da secéo decompondo-a
em m pequenas areas, como sera mostrado na préxima se¢ao. Essa aproximagao
permite que, a partir do monitoramento das tensées e deformagdes em cada uma
dessas areas, se aproxime a resposta da secdo transversal pela soma de suas
contribuicdes.

Para o calculo do momento de torcdo e bimomento assume-se um comportamento

elastico linear para o material, obtendo-se:

6 1 12
M, = G]l i _E(H”‘A + H,QB)l +EI, [ S Px — 112 (0.4 + 9;@3)] (6.137)

|

1

l 6 2
Om%—%ﬁwmkzw qm@wml(mw)

m=w[0w .

1

1 l 6 2

BBszl 10

6.13.1 Decomposigao da sec¢ao transversal em fatias

Com o objetivo de capturar o desenvolvimento da plasticidade nas barras,
decompde-se a secao transversal do elemento finito em pequenas regides
homogéneas, chamadas fatias, conforme mostrado na Figura 25. Cada regido é
degenerada a um unico ponto, denominado ponto material, no qual se atribui as
caracteristicas representativas de toda a regido, tais como: a posi¢ao em relagao ao

centroide da seg&o transversal (y;, z;), a area (4;) e as variaveis de estado.

Figura 25 — Discretizagdo da secao transversal
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|y AR material
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Na Figura 25, as fatias hachuradas sdo aquelas que sofreram escoamento,
enquanto as fatias sem hachura apresentam comportamento elastico. Portanto, o
comportamento da secdo é obtido pelo somatdrio do estado de cada uma dessas
partes. Com esse procedimento, & possivel obter os coeficientes de rigidez e os
esforcos internos do elemento.

Conforme descrito anteriormente, neste estudo, uma vez que a deformacao
longitudinal da fatia é obtida, a tensdo atuante na fatia é calculada com base na
relacdo tensdo normal versus deformacgao longitudinal do material. Caso a tensdo no
centro de uma determinada fatia alcance a resisténcia ao escoamento, toda fatia
passa ser considerada elastoplastica, enquanto que as fatias submetidas a uma

tensdo menor que a tensdo de escoamento permanecem no regime elastico
6.13.2 Coeficientes de rigidez

Os coeficientes de rigidez C,, sendo QO de 1 a 8, das segbes transversais
localizadas nos nos da barra podem ser obtidos, numericamente, pelo somatoério ao
longo da area da secado transversal, conforme exemplificado pelas expressdes a

seguir para o comportamento elastoplastico:

m
Ci=EA= ) By (6.140)
i=1
N 6.141
C; = ESy = Z Etiz;A; (6.141)
i=1
N 6.142
C3 =ES, = ZEti}’iAi (6.142)
i=1
N 6.143
C4 = EtIy = ZEti(AiZiz + Iyi) ( ) )
i=1
N 6.144
Cs = Eil,, = z Ei(Ayizi + 1) (6.144)
i=1
N 6.14
145
Co=Eely = ) Eu(Ay? + 1) (6.145)
i=1
(7 =GJ (6.146)

Cs = Eelo (6.147)
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onde m €& o numero de fatias na secdo transversal monitorada, E;; e G; sao,
respectivamente, os médulos de elasticidade tangentes longitudinal e transversal do

material da fatia i, ;e I,;580 os momentos de inércia em torno dos eixos y e z que
passam pelo centroide da fatia i, respectivamente, e I,,; € o produto de inércia em

relacdo aos eixos y e z que passam pelo centroide da fatia i.
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7 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
7.1 Consideragoes iniciais

A formulagao apresentada no capitulo 6 foi implementada no programa ASTRAS.
Conforme discutido anteriormente, tal metodologia é capaz de considerar os efeitos
de segunda ordem, a influéncia da plasticidade distribuida, das tensées residuais, do
empenamento da sec¢ao transversal, bem como das imperfeigdes geométricas iniciais.

Para a solucédo das equacgdes de equilibrio ndo lineares é adotado o Método de
Newton-Raphson juntamente com a técnica incremental de controle de carga ou
controle de deslocamento generalizado. A convergéncia do processo incremental
iterativo € verificada através do critério dos deslocamentos ou das forgas residuais
nodais ou adotando-se ambos os critérios.

No programa, as tensbes residuais sao inseridas como dados de entrada e
atribuidas a cada fatia da se¢ao transversal dos elementos, sendo adicionadas
automaticamente as tensdes normais durante a analise.

Uma visdo geral do programa ASTRAS e a descrigdo das sub-rotinas que o

constituem sao descritas na proxima seg¢ao deste capitulo.

7.2 Visao geral do programa ASTRAS

Para uma melhor compreensao do desenvolvimento do programa ASTRAS, é
importante citar os principais trabalhos que Ihe deram origem. Pode-se dizer que a
base computacional desse programa foi apresentada inicialmente por Lavall (1996),
que desenvolveu um programa usando a linguagem Fortran 90 para a analise de
porticos planos de ago, nomeado PPLANLEP (Pérticos Planos de Ago, considerando
a Analise Nao Linear Elastoplastica).

A partir do ano de 1998, outros trabalhos de mestrado e doutorado foram
realizados utilizando essa base sob a orientagdo desse pesquisador. Ferreira (1999)
adaptou o programa PPLANLEP de modo a considerar a influéncia das tensdes
residuais no equilibrio do elemento. Almeida (2006) implementou a matriz de rigidez
tangente (constitutiva e geométrica) para o caso de elementos de pértico plano com
uma extremidade rotulada e outra rigida. Araujo (2010) implementou uma lei
constitutiva multilinear, que permitiu a representacao de diferentes comportamentos
para o ago estrutural. Em seguida, Silva (2010) incluiu a influéncia das deformagdes

por cisalhamento e flexibilidade das liga¢des viga-pilar nas sub-rotinas do programa.
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Dando continuidade a esses trabalhos, Costa (2014) introduziu um elemento de
trelica espacial considerando o efeito da variacdo uniforme de temperatura. Além
disso, foram implementados os elementos de cabos espaciais que levavam em
consideracao, além dos efeitos da temperatura, a pretensdo dos cabos. A fim de
viabilizar a andlise de torres estaiadas, que surgem da associagcdo das estruturas
trelicadas espaciais com os elementos de cabos, foram implementados outros
algoritmos nas rotinas existentes. O novo programa obtido foi batizado como
Advanced STRuctural Analysis System (ASTRAS), algo necessario pois o0 nome do
programa anterior restringia a aplicagéo do software a problemas envolvendo porticos
planos. Portanto, o programa ASTRAS permite realizar analises estruturais estaticas,
considerando a n&o linearidade do material e a ndo linearidade geométrica de
estruturas como pérticos planos, trelicas planas e tridimensionais, cabos planos e
tridimensionais e estruturas associadas como torre estaiadas.

Viana (2019) implementou um algoritmo para a analise avangada transiente ndo
linear de porticos planos de ago. Foram elaboradas sub-rotinas para a montagem da
matriz de massa e de amortecimento de elementos de pértico plano com extremidades
rigidas, visando a construgao das equacgdes incrementais de movimento. O algoritmo
de integracao implicita de Newmark, combinado com a técnica de Newton-Raphson,
foi adotado para a solugao dos problemas transientes nao lineares.

Machado (2022) desenvolveu um algoritmo para implementar o modelo de
escoamento de von Mises na analise avancada de porticos planos com secoes
transversais retangulares ou em perfis |, submetidos a flexdo em relagdo ao eixo de
maior inércia.

O programa ASTRAS é composto por duas partes: o programa principal e as sub-
rotinas. O programa principal estabelece a sequéncia das sub-rotinas e controla o
numero de iteragdes a serem executadas durante as analises, ao passo que as sub-
rotinas executam os procedimentos para a analise elastoplastica em teoria de
segunda ordem.

Com o objetivo de viabilizar a analise estatica n&do linear de pérticos espaciais no
programa ASTRAS considerando as teorias de Saint Venant e Vlasov foram
realizadas alteragdes nas sub-rotinas existentes. Uma descricao sucinta de cada sub-
rotina empregada na solugdo dos problemas apresentados neste trabalho é
apresentada a seguir.
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1. DADOS: Realiza a leitura das informacdes inseridas pelo usuario em um arquivo
texto a fim de obter os pardmetros caracteristicos do problema e atribuir tais valores
as variaveis. Portanto, sdo armazenadas informagdes relacionadas ao modelo da
estrutura a ser analisada, o numero total de elementos e nds, os dados relativos a
secgao transversal, as coordenadas, vinculagdes e carregamentos nodais, a incidéncia
dos elementos, as tensdes residuais em cada fatia da sec¢ao transversal, os dados

sobre a lei constitutiva adotada e os parametros do processo incremental-iterativo.

2. INICIA: Inicializa vetores e matrizes envolvidas no processo de solucéo.

3. INCAR: Controla o processo incremental do carregamento.

4. ALGOR: Controla o tipo de algoritmo iterativo a ser empregado para a solugao do

problema (Newton-Raphson Padréao / Newton-Raphson Modificado).

5. MATRIG: Determina a matriz de rigidez tangente do elemento em cada iteracéo do

processo, em regime elastico ou elastoplastico.

6. FATIA: avalia o estado de plastificacdo da secado transversal, por meio da
contribui¢do de cada fatia no calculo de propriedades geométricas e nos coeficientes
de rigidez.

7. MONRIG: Monta a matriz de rigidez global do sistema por meio da superposi¢géao da
matriz de rigidez de cada elemento de acordo com a incidéncia nodal adotada (Método
da Rigidez Direta).

8. REDGAS: Executa os procedimentos necessarios ao desenvolvimento da fase de
eliminacdo progressiva do Método de Redugao de Gauss para a solugdo do sistema
de equacdes nao lineares a cada iteracdo do processo. Além disso, monitora o sinal
do elemento pivot da diagonal principal da matriz de rigidez. Caso o sinal do pivot seja

menor ou igual a zero, € verificado o estado de limite ultimo.
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9. SUBREG: Realiza a substituicdo regressiva do sistema de equacgdes triangular
superior originado na sub-rotina REDGAS. Sido determinados os deslocamentos

nodais e as reacdes de apoio e € realizada a atualizagdo das coordenadas nodais.

10. DESNAT: Atualiza o sistema de eixos do elemento e determina os deslocamentos

naturais (corrotacionais).

11. ESFOR: Determina as deformagdes ao longo da segéo transversal, e, por meio da
lei constitutiva, sdo determinados os esforgos nodais equivalentes. Por fim, calcula-se
o vetor de forgas residuais, que serdo reaplicadas até que a estrutura esteja em

equilibrio.

12. LEICONST: Auxilia a subrotina ESFOR percorrendo a lei constitutiva de cada
material. Com base na lei constitutiva determina-se o vetor das forgas nodais

equivalentes internas e calculam-se as deformagdes.

13. CONVER: Verifica a convergéncia da solugdo através do critério dos
deslocamentos ou das forgcas residuais nodais ou ambos os critérios,

simultaneamente, conforme descrito na sec¢ao 3.4.2.

14. RESULT: Fornece a saida dos resultados, tais como os deslocamentos nodais e
as reagoes de apoio segundo o sistema global de referéncia, os esforgos solicitantes
nas extremidades de cada elemento, as deformacdes elasticas, plasticas e totais em
cada fatia da sec¢édo transversal, bem como as tensdes atuantes.

A Figura 26 mostra o fluxograma do procedimento de solug&o incremental-iterativo

do tipo Newton-Raphson e as sub-rotinas envolvidas na analise estatica de estruturas.
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Figura 26 — Fluxograma do algoritmo de solugdo incremental-iterativa para analises estaticas
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8 SIMULAGCOES NUMERICAS
8.1 Consideragoes iniciais

Este capitulo se dedica a apresentacdo de exemplos visando a analise de
simulagdes numeéricas para validar as formulacdes propostas e as implementacdes
realizadas no ASTRAS para a analise nao linear de sistemas estruturais,
considerando as teorias de Saint Venant e Vlasov. O cerne desta investigagao reside
na comparacdo dos resultados obtidos nas analises estruturais realizadas com o
software ASTRAS com aqueles reportados em referéncias bibliograficas, de modo a
verificar a precisao e eficiéncia da metodologia adotada.

Durante as analises, para a solugdo das equagdes nao lineares, foi adotado o
Método de Newton-Raphson Padrdo juntamente como a estratégia incremental-
iterativa de Controle de Deslocamentos Generalizados ou o Controle de Carga. A
convergéncia do processo iterativo & verificada a partir de critérios baseados em
deslocamentos ou forgas, sendo a tolerancia especificada em cada problema.

8.2 Exemplos considerando a teoria de Saint-Venant

Os resultados dos exemplos apresentados a seguir se referem aos obtidos pela
formulagcédo baseada na teoria de Saint-Venant, sem a consideracdo da influéncia do

empenamento das secdes transversais.
8.2.1 Viga engastada submetida a uma carga concentrada

Este exemplo visa avaliar como a discretizacdo da estrutura afeta os resultados
numericos, considerando o numero de elementos finitos e o numero de fatias
utilizados na analise. Para isso, sera considerada uma viga engastada com
comprimento L = 1080 cm sujeita a um carregamento concentrado vertical na sua
extremidade livre P = Mp/L, sendo M, o momento plastico, conforme ilustrado na
Figura 27. A estrutura possui secdo W21x50 e é composta por ago estrutural com
modulo de elasticidade longitudinal de 200 GPa, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e
resisténcia ao escoamento de 248 MPa. Considera-se que o material possui
comportamento elastoplastico perfeito. Nas anadlises foi empregado o Método de
Controle dos Deslocamentos Generalizados, com um parametro de carga inicial igual
a 0,1. A verificagdo da convergéncia do processo iterativo foi realizada com base no

critério de deslocamentos, com uma tolerancia de 10°.
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Figura 27 — Viga engastada com carga vertical na extremidade livre
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Com o intuito de avaliar o impacto do numero de fatias na discretizacdo da sec¢ao
transversal nos resultados numéricos, foram utilizados diferentes modelos. A Tabela
2 mostra a quantidade de fatias consideradas em cada modelo estrutural. Para este
estudo, foram empregados 10 elementos finitos ao longo do comprimento da viga.
Uma parte do arquivo de saida para o modelo M1 é apresentado no Apéndice A.1. A

Figura 28 apresenta as trajetdrias de equilibrio para o né com carga vertical aplicada.

Tabela 2 — Discretizagao da secao transversal por modelo

Numero de fatias

Modelo Mesas Alma Total
M1 10 4 24
M2 10 6 26
M3 10 9 29
M4 10 14 34
M5 10 20 40

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 28 — Influéncia do numero de fatias na resposta estrutural
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Nota-se que o numero de fatias tem uma influéncia minima sobre a carga maxima
suportada pela estrutura, porém, no comportamento carga versus deslocamento, essa
influéncia € mais preponderante, especialmente apds o inicio da plastificacdo da
secao transversal. Enquanto a carga maxima depende mais das propriedades globais
do material e da geometria, o comportamento carga versus deslocamento,
especialmente apds a plastificacdo, € influenciado pela maneira como a segao
transversal é discretizada e analisada.

Durante a fase elastica, a distribuicdo de tensbes tende a ser uniforme e linear, o
que faz com que a influéncia do numero de fatias seja menos perceptivel. No entanto,
com o inicio da plastificacdo, o comportamento do material torna-se nao linear, e
diferentes regides da segado transversal passam a exibir regimes distintos de
comportamento (elastico e elastoplastico). Nessa fase, uma discretizagcdo mais
refinada, obtida com um maior niumero de fatias, permite uma modelagem mais
precisa dessas variagbes. Como resultado, a curva carga versus deslocamento se
torna mais detalhada e sensivel as mudangas no comportamento da estrutura.

Em seguida, foi avaliada a influéncia do numero de elementos finitos adotados ao
longo do comprimento total da estrutura nos resultados numéricos. Quatro
discretizacdes distintas para o comprimento total da estrutura sdo adotadas, sendo 5,
10, 20, 40 elementos finitos. Nesse estudo, a secao transversal foi subdivida em 50
fatias (20 fatias para cada mesa e 10 para a alma). A Figura 29 apresenta as curvas
carga versus deslocamento obtidas para a estrutura em questdo considerando
diferentes quantidades de elementos. Esses resultados sdo comparados com aqueles
reportados por Ngo-Huu e Kim (2009), os quais adotaram 50 elementos finitos e o

Método da Roétula Plastica Refinado.
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Figura 29 — Influéncia do niumero de elementos finitos na reposta estrutural
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A partir da Figura 29, é observada uma boa concordancia entre os resultados
obtidos pela formulagdo proposta e pelo método empregado por Ngo-Huu e Kim
(2009). Verifica-se que o numero de elementos finitos possui um efeito muito pequeno
na carga maxima prevista da estrutura, ao passo que as curvas carga versus
deslocamento se tornam ligeiramente distintas apds o inicio do escoamento do
material. Essa diferenga esta relacionada ao método de analise plastica utilizado. O
meétodo da rétula plastica pode subestimar a deformabilidade da estrutura, resultando
em uma curva carga versus deslocamento com menor flexibilidade em comparagéo
com o0 método da zona plastica, que considera uma distribuicdo mais continua e

detalhada das deformacdes.
8.2.2 Portico L em balanco no plano XY

O podrtico apresentado na Figura 30 foi inicialmente analisado por Argyris et al.
(1979) e, desde entdo, tem sido utilizado por outros autores na validagdo de
formulagbes n&o lineares tridimensionais. Essa estrutura esta no plano XY e
submetida a uma carga concentrada P na dire¢gao X na extremidade livre, conforme
indicado na Figura 30. O pértico possui segao transversal retangular de 0,6 mm x 30
mm e é constituido por um material com mdédulo de elasticidade longitudinal igual a
71240 MPa e coeficiente de Poisson de 0,31.
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Figura 30 — Pértico L em balango submetido a carga concentrada na diregao X

240 mm

~

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A estrutura exibe, inicialmente, um comportamento plano até o valor de P = P,,.
Entdo, devido a alta esbeltez da sec¢ao (b/h = 1/50), a estrutura sofre flambagem
lateral, resultando em uma resposta tridimensional.

Para induzir a instabilidade da estrutura, € introduzida uma pequena carga
perturbadora de 2 x 10* N na extremidade livre no sentido do eixo Z positivo, conforme
realizado por Crisfield (1990). Na discretizagcado do pértico, foram adotados 2, 4 e 10
elementos finitos por componente estrutural com uma malha de 8 x 8 fatias na sec¢éo
transversal. O Método de Controle dos Deslocamentos Generalizados foi utilizado nas
analises considerando um parametro de carga inicial de 0,1. Para avaliar a
convergéncia adotou-se o critério de deslocamentos com uma tolerancia de 104,

A curva carga versus deslocamento lateral na diregdo Z (w) para o né localizado
na extremidade livre € exibida na Figura 31. Os resultados obtidos sdo comparados
com aqueles obtidos por Crisfield (1990), De Souza (2000) e Monteiro (2004).
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Figura 31 — Curva carga versus deslocamento lateral (w) para o pértico L
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Na discretizacdo desta estrutura, De Souza (2000) aplicou 4 elementos por
componente estrutural, enquanto Crisfield (1990) e Monteiro (2004) adotaram 5
elementos por componente. Esses autores também aplicaram a técnica corrotacional
para a analise ndo linear em teoria de segunda ordem.

A partir da Figura 31, observa-se uma boa correspondéncia entre os resultados da
formulacdo proposta e os registrados pelos autores mencionados. Além disso, é
notavel que a curva obtida com 4 elementos por componente € muito semelhante a
curva obtida com 10 elementos.

A Figura 32 ilustra a configuracgéao inicial e deformada da estrutura para P= 1,5 N.
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Figura 32 — Configuragado deformada do pértico L em balango
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

8.2.3 Domo espacial submetido a carga vertical

A estrutura ilustrada na Figura 33 tem sido amplamente considerada na verificagao
de métodos de analise ndo linear para estruturas tridimensionais (Teh, 2004; Gu e
Chan, 2005; Ribeiro, 2022; Titus e Jayachandran, 2022) . Trata-se de um domo com
base hexagonal com raio de 24,38 unidades (un) e altura de 6,10 un, submetido a
uma carga vertical aplicada no né central superior, no sentido negativo do eixo Z
global, com apoios engastados. As se¢des transversais sao retangulares com altura
igual a 1,22 un e base igual a 0,76 un.
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Figura 33 — Geometria da estrutura em vista superior e em elevagao
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A configuragao da estrutura foi subdividida em 85 nds e 90 elementos de portico
espacial (5 elementos por componente estrutural), e a segdo transversal foi
discretizada em 49 fatias (7 fatias ao longo da altura e da base). Os mddulos de
elasticidade longitudinal e transversal sdo, respectivamente, 20690 un e 8830 un. Para
a analise elastoplastica em 22 ordem foi empregado o modelo elastoplastico perfeito
considerando a resisténcia ao escoamento do material (f,) igual a 80 un. A execugéo
da analise nao linear foi conduzida empregando o Método do Controle dos
Deslocamentos Generalizados, com um parametro de carga inicial estabelecido em 2.
A convergéncia do processo iterativo foi verificada com base no critério de forgcas com
uma tolerancia de 103

As trajetorias de equilibrio, representativas do deslocamento do né superior na
dire¢ao do eixo Z para as analises elastica e elastoplastica, estéo ilustradas na Figura
34. Tais curvas sdo comparadas com os resultados obtidos por Teh (2004), Gu e Chan
(2005) e De Souza (2000).
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Figura 34 — Trajetorias de equilibrio para o né do topo
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Avaliando as trajetorias de equilibrio, verifica-se uma boa concordancia entre os
resultados da formulagao proposta e os reportados por outros autores.

Para esse problema, no que se refere a analise elastoplastica, € importante
destacar que De Souza (2000) e Park e Lee (1996) adotaram uma discretizagcéo
diferente dos componentes e da secg&o transversal. De Souza (2000) empregou 1
elemento por componente estrutural e aplicou uma formulagdo baseada no método
da flexibilidade, assumindo um estado de tens&o uniaxial e um comportamento linear
para a torcdo. Park e Lee (1996) adotaram 8 elementos por componente e uma
formulagc&o baseada no meétodo da rigidez.

A Figura 35 exibe a configuragdo deformada da estrutura obtida por meio da
analise elastica para P = 100 un. Por sua vez, a Figura 36 apresenta a configuragao
deformada para P = 36 un obtida por meio da analise elastoplastica. Para uma melhor

visualizacao, os deslocamentos nos planos X e Y foram amplificados duas vezes.
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Figura 35 — Configuragdo deformada do domo (analise elastica)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 36 — Configuragcao deformada do domo (andlise elastoplastica)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

8.2.4 Podrtico tridimensional de dois andares com seg¢des retangulares

O pdrtico tridimensional de dois andares com bases engastadas mostrado na
Figura 37 foi inicialmente analisado por Argyris (1982). Os componentes estruturais
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sao compostos por sec¢des retangulares de dimensdes 20 cm x 40 cm, cujo material
possui comportamento elastico perfeitamente plastico com mdodulo de elasticidade
longitudinal (E) igual a 19613 MPa, resisténcia ao escoamento (f,) de 98 MPa e
coeficiente de Poisson (v) igual a 0,17.

A estrutura foi dividida em 72 elementos finitos (4 elementos por viga e 5 elementos
por pilar) e a segéo transversal discretizada em 10 fatias ao longo da altura e 6 fatias
ao longo da base, totalizando 60 fatias. Como estratégia incremental iterativa adotou-
se o Método de Controle de Deslocamentos Generalizados e a convergéncia foi
verificada com base nas forgas, com tolerancia de 10-3. Imperfeigdes iniciais ndo sao
consideradas. Para analisar essa estrutura, Liu, Liu e Chan (2014a) adotaram o

meétodo da rétula plastica refinado.

Figura 37 — Pértico de dois andares com bases engastadas
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A curva carga aplicada versus deslocamento lateral obtida pelo programa ASTRAS
foi comparada com os resultados reportados por De Souza (2000) e Liu, Liu e Chan
(2014b), conforme ilustrado na Figura 38. Verifica-se novamente uma excelente

concordancia entre os resultados.
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Figura 38 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral do pértico de dois andares com bases

engastadas
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

8.2.5 Pdrtico espacial de dois andares e um vao com perfis H

A Figura 39 ilustra um pértico de dois andares e um vao cujas seg¢des dos pilares
e vigas sdao compostas por perfil H160x150x6,5x10. Essa estrutura possui 3,0 m de
largura na diregcao X e 2,5m de comprimento na diregao Y. Os pilares do primeiro e
segundo pavimentos possuem altura de 1,76m e 2,2m, respectivamente. O material
dos elementos estruturais possui limite de escoamento de 320 MPa, mdodulo de
elasticidade longitudinal igual a 221 GPa, médulo de elasticidade transversal de 85
GPa e comportamento elastico perfeitamente plastico. Além disso, imperfeicbes
geométricas iniciais de desalinhamento foram modeladas explicitamente, conforme
mostra a Tabela 3. Tendo por base o modelo de distribuicdo de tensdes residuais
proposto pela ECCS (1984) para perfis laminados, sao aplicadas tensdes residuais
distribuidas linearmente nas mesas e alma do perfil, com tensdo maxima igual a 50%
da resisténcia ao escoamento do material. O carregamento vertical e horizontal
concentrado aplicado € também mostrado na Figura 39.

A estrutura foi subdividida em 72 elementos finitos, utilizando 4 elementos para as
vigas e 5 elementos para os pilares. A secao transversal foi dividida em 50 fatias,

sendo 10 fatias para a alma e 20 fatias para cada mesa. O Método de Controle de
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Deslocamentos Generalizados foi adotado como estratégia incremental iterativa, e a

convergéncia foi avaliada com base nas forgas, com uma tolerancia de 1073,

Figura 39 — Pértico espacial de dois andares e um vao com perfis H
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Fonte: Adaptado de Ngo-Huu, Kim e Oh (2007)

Tabela 3 — Imperfeicdo de desalinhamento do portico espacial de dois andares com segao H

Imperfeigdao (mm)

Nivel Pilar 1 Pilar 2 Pilar 3 Pilar 4
X Y X Y X Y X Y
Cobertura 4,51 11,08 5,49 11,41 -8,17 6,58 -4,31 12,04
2° andar 1,39 6,88 -0,68 6,77 -5,11 2,11 -3,96 6,19
Base 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

As Figuras 40 e 41, mostram, respectivamente, a curva carga aplicada versus

deslocamento lateral para o né A do topo do primeiro pavimento e para o né B da
cobertura. Os resultados obtidos por Thai e Kim (2015) e pelo software ABAQUS (Ngo-

Huu e Kim, 2009) também sao plotados nos graficos. Na modelagem do portico, Thai

e Kim (2015) empregaram o modelo de fatias que considera a propagacédo do

escoamento do material. Neste exemplo, os autores utilizaram um Unico elemento

com cinco pontos de integragao ao longo do comprimento e 80 fatias em cada secéo,
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sendo 20 em cada mesa e 40 na alma. Na modelagem da estrutura por meio do
software ABAQUS, Ngo-Huu e Kim (2009) utilizaram o elemento de casca S4R.

Figura 40 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral para o né A do topo do primeiro

pavimento
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 41 — Curva carga aplicada versus deslocamento lateral para o n6é B da cobertura
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Observa-se que os resultados obtidos pela formulagao proposta sao praticamente

idénticos aos reportados por Thai e Kim (2015) e aqueles obtidos por Ngo-Huu e Kim
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(2009) por meio do software ABAQUS. No entanto, uma pequena diferenca é notada
nas cargas maximas obtidas por cada método. E compreensivel que a carga maxima
calculada pelo ABAQUS seja superior a obtida pelo modelo de elementos viga-coluna,
uma vez que a simulagdo detalhada das restricbes de base e ligagdes utilizando
elementos de casca pode aumentar a resisténcia do modelo estrutural, em

comparagao com aquele modelado por elementos viga-coluna.

8.3 Exemplos considerando a teoria de Vlasov

A seguir, sdo apresentados os resultados dos exemplos numéricos obtidos pela
formulagcdo considerando a teoria de Vlasov. Os exemplos mostram como a
consideragao do empenamento influencia a resposta estrutural, abrangendo diversos
cenarios de carga e condi¢gdes de contorno. Essa segdo tem como objetivo avaliar a
precisdo da formulacdo implementada, além de ilustrar a aplicabilidade e a

importancia da teoria de Vlasov na resolu¢ao de problemas de engenharia estrutural.
8.3.1 Viga com momento torgor distribuido

Este exemplo tem como objetivo avaliar o efeito da consideragdo do empenamento
da secdo transversal na analise e o impacto da sua restricdo ou liberacdo na segao
transversal nos apoios. Para isso, uma viga submetida a um momento torgor
uniformemente distribuido ao longo do vao é analisada, conforme ilustrado na Figura
42.

A estrutura analisada €& constituida por perfil W36x230 cujo material possui
modulos de elasticidade longitudinal e transversal iguais a 200 GPa e 77,2 GPa,
respectivamente. O comprimento da viga, L, é igual a 1219 cm e o momento torgor
distribuido aplicado, f, é igual a 1,88 kN.cm/cm. A viga foi discretizada em 10
elementos finitos e a se¢do transversal em 40 fatias, sendo 16 fatias nas mesas e 8
fatias na alma. O momento torgor distribuido foi convertido em nove momentos de
torgdo concentrados nos nos intermediarios, cada um com magnitude de 229,2 kN.cm,
e dois momentos de tor¢gdo concentrados nos apoios, cada um com magnitude de
114,5 KN.cm.
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Figura 42 — Viga submetida a momento torgor uniformemente distribuido
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Murray (1986, apud Grigoletti, 1999) fornece a solugdo analitica para esse
problema, levando em conta tanto a restricao quanto a liberacédo do empenamento da

secao transversal nos apoios.

a) Caso 1: Empenamento livre nos apoios (x = 0ex = L - 6, =B =0e 0, #0)

ot (2 ) sinh(Ax) + sinh[A(L — x)] 8.1
x _AZG]{?(LJC—X )-1+ sinh(AL) } e
5 i{ _ sinh(4x) + sinh[A(L — x)]} (8.2)

A2 sinh(AL)
r = _E{cosh(ﬁx) + cosh[A(L — x)]} (8.3)

A sinh(AL)
ot (L cosh(Ax) + cosh[A(L — x)] 8.4
Tsw = E{A (E B x) * sinh(AL) } (8.4)

L

A@=7@+uv=t@—x) (8.5)

sendo T, a torcdo de empenamento, T, a torgdo de Saint Venant e 1 o inverso do

comprimento de comparacéo (r), dado por:

g (8.6)
A—,/m

b) Caso 2: Empenamento restringido nos apoios (x = 0ex = L - 6, =0e 6, =0)

AL sinh(AL) (1 — cosh(4x)
1 — cosh(AL) }

0, {AZ (Lx — x*) — AL sinh(Ax) + (8.7)

T 222G)

—sinh(4x) +

ot AL AL sinh(AL) cosh(Ax) (8.8)
- ﬁ{ 2 2[1 — cosh(AL)] } .
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tL sinh(AL) senh(Ax) 8.9

T, = E{COSh(Ax) + 1= cosh(AL) } (8.9)

(L L L sinh(AL) senh(Ax) 8.10

Top =t {E —X ECOSh(Ax) ~ 2[1 = cosh(AL)] } ( )
L

Mx=TW+TS,,=t(§—x> 811)

A Figura 43 apresenta as solugdes para o angulo de tor¢do ao longo da viga nos
cenarios previamente mencionados (casos 1 e 2) e sem a consideragao do

empenamento.

Figura 43 — Variagéo do angulo de torgéo (6,) ao longo do v&o da viga
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A partir da Figura 43, verifica-se que os resultados do programa concordam com
as solugbes analiticas. Além disso, pode-se observar que, ao restringir o
empenamento nos apoios, altera-se consideravelmente a distribuicao de esforgos ao
longo do comprimento da viga, conferindo maior rigidez a estrutura.

As Figuras 44 e 45 apresentam os resultados obtidos para o momento torgor ao
longo da viga, considerando o empenamento livre e restringido nos apoios,
respectivamente. Uma vez que é assumida a hipétese de torgao constante no interior
do elemento, os resultados de tor¢do sao considerados no centro dos elementos. Por
sua vez, a Figura 46 apresenta os resultados para o bimomento.
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Figura 44 — Variagdo do momento torgor considerando empenamento livre nos apoios
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 45 — Variacao do momento torgor considerando empenamento restringido nos apoios
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Figura 46 — Variagado do bimomento ao longo do vao da viga
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A partir da observagdo das Figuras 44 a 46, verifica-se uma excelente

concordancia entre os resultados obtidos pelo programa e os resultados analiticos.
8.3.2 Grelha submetida a um momento torgor concentrado

Neste exemplo, € realizada uma analise da grelha indicada na Figura 47, com o
objetivo principal de avaliar o efeito da restricdo ao empenamento da segéo
transversal. A estrutura é constituida por perfil W36x230, cujo material possui modulos
de elasticidade longitudinal e transversal iguais a 206,7 GPa e 82,7 GPa,
respectivamente. O momento torgor T, aplicado no né B, é igual a 1130 kN.cme L =
152,4 cm. Na analise da estrutura, foram adotadas duas discretizagdes distintas: uma
com 8 elementos finitos (EF) por componente estrutural e outra com 1 elemento por
componente estrutural. Em ambas as abordagens, a se¢ao transversal foi dividida em
40 fatias, sendo 16 fatias para cada mesa e 8 fatias para a alma. Foi adotado um
incremento de carga constante de 0,017, com o critério de convergéncia baseado em

forcas e uma tolerancia de 107°.
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Figura 47 — Grelha submetida a um momento torgor concentrado

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Nas Tabelas 4 e 5 sao apresentados os resultados obtidos pelo programa
desenvolvido para momento de torgcdo, momento fletor e bimomento considerando 8
EF’s e 1 EF por componente estrutural, respectivamente, e as seguintes situacgdes: 1
— Nos A, B e C restringidos ao empenamento; 2 — Nos A e C restringidos ao
empenamento; e 3 — Empenamento livre. Tais resultados sdao comparados com as
respostas obtidas por Conci (1988).

Tabela 4 — Valores obtidos para momento de torgao, momento fletor e bimomento (8 EF’s)

. - i Mx/T x10? . M/T x10? . B/ATL) x 10° .
Situagdo No Dif. % Dif. % Dif. %

ASTRAS Ref. ASTRAS  Ref. ASTRAS Ref.

A 13916 13,745 1,24 12,899 12,924 -0,19 68,745 67,928 1,20
BA' 13,916 13,745 1,24 0,001 0,001 0,00 68,745 67,928 1,20
BC2 0,001 0,001 0,00 86,084 86,255 -0,20 0,025 0,025 0,00

C 0,001 0,001 0,00 42,913 42,998 -0,20 0,025 0,025 0,00

A 5388 5,355 0,61 14,056 14,062 -0,04 42,692 42,263 1,01
BA 5388 5,355 0,61 0,122 0,121 0,66 9,352 9,537 -1,94

2 BC 0,122 0,121 0,66 94,612 94,645 -0,03 9,352 9,637 -1,94
C 0,122 0,121 0,66 47,166 47,183 -0,04 2,775 2,500 10,99
A 0,776 0,788 -1,52 14,810 14,806 0,03 0,000 0,000 0,00
3 BA 0,776 0,788 -1,52 0,059 0,061 -3,40 5,835 6,048 -3,52

BC 0,059 0,061 -3,40 90,224 94,645 4,84 5,835 6,048 -3,52
C 0,059 0,061 -3,40 49,464 47,183 4,83 0,000 0,000 0,00

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

" BA: Representa a diregdo do n6 B em relagdo ao no A
2 BC: Representa a diregdo do n6 B em relagdo ao n6 C
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Tabela 5 — Valores obtidos para momento de torgdo, momento fletor e bimomento (1 EF)

Mx/T x10? M/T x10? BATL) x 10°
Situacao N6 Dif. % Dif. % () Dif. %

ASTRAS Ref. ASTRAS Ref. ASTRAS Ref.

A 13,916 13,745 1,24 12,899 12,924 -0,19 68,745 67,928 1,20
BA 13,916 13,745 1,24 0,001 0,001 0,00 68,745 67,928 1,20
BC 0,001 0,001 0,00 86,084 86,255 -0,20 0,025 0,025 0,00
C 0,001 0,001 0,00 42,913 42,998 -0,20 0,025 0,025 0,00

A 5446 5,355 1,70 14,046 14,062 -0,11 42,870 42,263 1,44
BA 5446 5355 1,70 0,123 0,121 1,76 9,757 9,637 2,30

2 BC 0,123 0,121 1,76 94,554 94,645 -0,10 9,757 9,537 2,30
C 0,123 0,121 1,76 47,137 47,183 -0,10 2,602 2,500 0,10
A 0,813 0,788 3,19 14,801 14,806 -0,04 0,000 0,000 0,00
3 BA 0813 0,788 3,19 0,063 0,061 2,70 6,208 6,048 2,64

BC 0,063 0,061 2,70 99,187 94,645 4,80 6,208 6,048 2,64
C 0,063 0,061 2,70 49,45 47,183 4,80 0,00 0,000 0,00

Com base na Tabela 4, pode-se concluir que a maioria dos resultados obtidos para
momento de tor¢do, momento fletor e bimomento apresentam uma boa correlacéo
com os valores encontrados por Conci (1988), com diferencas de até 3,40%, 4,84% e
10,99% para esses esforcos, respectivamente. Considerando apenas 1 EF por
membro estrutural, as diferencas sdo de até 3,19%, 4,80% e 2,64% para esses
esforcos, respectivamente. Além disso, constata-se que o efeito da restricdo ou da
liberacdo ao empenamento ndo é desprezivel em nenhum dos esforcos analisados. A
restricdo ao empenamento introduz bimomentos significativos no menor vao da
estrutura.

A partir dos dados apresentados na Tabelas 4 e 5, é possivel inferir que a diferenca
nos resultados pode ser atribuida ao uso de diferentes formulacdes e discretizacdes
na analise da estrutura. Destaca-se que Conci (1988) ndo informa o numero de

elementos finitos utilizados na analise.
8.3.3 Viga-pilar submetida a flexo-torgao

A viga de aco solicitada a flexo-compressao ilustrada na Figura 48 possui um vao
L igual a 732 cm e é composta por perfil W24x76. Essa estrutura esta submetida a

forga normal de compresséo P, cuja excentricidade e, = 38,1 cm produz um momento
fletor M, = P.e,. O material da estrutura possui médulos de elasticidade longitudinal

e transversal iguais a 200 GPa e 77,2 GPa, respectivamente.
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Figura 48 — Viga-pilar submetida a flexo-torgéao

732 cm L

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Para a analise elastica geometricamente nao linear, sdo adotados 10 elementos
finitos ao longo do comprimento da estrutura e 50 fatias na sec&o transversal, sendo
20 fatias para as mesas e 10 fatias para a alma. O Método de Controle de
Deslocamentos Generalizados foi adotado como estratégia incremental iterativa, e a
convergéncia foi verificada com base nas forgas, com uma tolerancia de 10.

Inicialmente, aplica-se um momento torcor T = aP no meio do vao, com a = 0,05.
O valor do parametro a foi escolhido com base no trabalho de Yang (1984), que
comparou os resultados obtidos para carga critica com « variando de 0,05 a 0,15. O
autor concluiu que ao adotar o parametro a = 0,05, obtém-se o resultado mais préximo
da solugcdo analitica considerando o empenamento livre, dada pela expressao
(Timoshenko e Gere, 2012):

2

(P—P,)(P—Py) = P? ey (8.12)

Iy

onde
P, a carga critica de flambagem em relagao ao eixo y;
P.;: a carga critica de flambagem torcional;
A: a area do perfil; e
I,- o momento de inércia polar em relagao ao centro de torgéo.
Para esse exemplo, a carga critica de flambagem em relagdo ao eixo y pode ser

obtida por:

n?El
P, = x Y (8.13)

em que, I, € o momento de inércia em relagéo ao eixo y.

Em contrapartida, a carga critica de flambagem por tor¢do considerando

empenamento livre nas extremidades € obtida por:
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2
Pu (0r+ ) (814)

T L+ 12
sendo I, € o momento de inércia em relagao ao eixo z, J a constante de torcédoe I, 0
momento de inércia setorial ou constante de empenamento.

Substituindo as expressdes (8.13) e (8.14) na Eq.(8.12) e resolvendo-a, obtém-se
o valor de 737,96 kN para a carga critica.

Os resultados obtidos pelo programa desenvolvido para o empenamento
restringido e empenamento livre sdo apresentados na Tabela 6 e Figura 49. Os
valores de carga critica obtidos por Yang (1984) por meio da analise por autovalores

também s&o apresentados.

Tabela 6 — Valores de carga critica para viga-pilar submetida a flexo-torgéao

. Carga critica (kN) Diferenga
Condigéao .
ASTRAS Yang (1986) relativa
Empenamento livre 759,10 763,36 -0,56%
Empenamento restringido 1025,00 1053,69 -2,72%
Diferenca (%) 35,03% 38,03%

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 49 — Comportamento geometricamente nao linear da viga-pilar submetida a flexo-torgéo
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Nota-se que a carga critica determinada pelo programa desenvolvido para a

condigado de empenamento livre €, aproximadamente, 2,86% maior que a carga obtida
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analiticamente, e 0,56% menor que a carga obtida por Yang (1984). Para a condic&o
de empenamento restringido, a diferenga percentual entre o valor da carga critica
obtida pelo programa proposto e a determinada por Yang (1984) também & muito
pequena, sendo apenas -2,72%.

A andlise da Figura 49 revela que a restricdo ao empenamento exerce uma
influéncia significativa na carga maxima que a estrutura pode suportar. Esse
fenbmeno ocorre porque a restricdo ao empenamento limita a capacidade de
deformacdo da secédo transversal da estrutura, o que, por sua vez, afeta diretamente
a distribuicdo de tensdes internas e a estabilidade global do sistema. Com a restricao
ao empenamento, a estrutura pode resistir a maiores cargas antes de alcancgar o
estado de colapso. Assim, a consideracao dessa restricdo € essencial no calculo da
capacidade de carga de elementos estruturais, especialmente em situa¢gdes onde a

estabilidade é um fator critico.
8.3.4 Portico L em balanco no plano XZ

Neste exemplo sera analisado um portico L em balango no plano XZ submetido a
uma for¢ca P aplicada em sua extremidade livre, conforme ilustrado na Figura 50.
Ambos os elementos possuem um comprimento igual a 609.6 cm. Uma forga
desestabilizadora de 0,001P é aplicada na extremidade livre para iniciar um
deslocamento lateral na analise elastica geometricamente nao linear. Essa estrutura
foi analisada primeiramente por Yang e McGuire (1986) e desde entdo tem sido
utilizada em trabalhos que incluem a influéncia do empenamento na analise nao linear.
O portico de ago é composto por perfil W21x93 com a alma localizada no plano da
estrutura. O material possui moédulo de elasticidade longitudinal de 200 GPa e
coeficiente de Poisson de 0,3. Neste trabalho, dois casos sao considerados para a
condigdo de empenamento nas extremidades: a) empenamento livre; b)

empenamento restringido nas extremidades A e B e livre na extremidade C.
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Figura 50 — Pértico L em balango no plano XZ
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

O método de controle de deslocamentos generalizados com tolerancia para as
forcas de 10 foi adotado na analise. Cada componente estrutural foi discretizado em
10 elementos finitos. As Figuras 51 a 53 apresentam as curvas carga versus
deslocamento na extremidade livre (né C), nas dire¢des X, Y e Z, respectivamente.
Os resultados obtidos por Yang e McGuire (1986) e Lin e Hsiao (2001) também s&o
representados nas Figuras 51 a 53.

Figura 51 — Carga versus deslocamento U, do pértico L
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Figura 52 — Carga versus deslocamento V, do pértico L
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Figura 53 — Carga versus deslocamento |W,| do pdrtico L
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Observa-se que os deslocamentos obtidos pela metodologia proposta sao
aproximadamente idénticos aos obtidos nos estudos de referéncia quando a carga é
menor que a carga critica de flambagem. No entanto, a partir da carga critica e a
medida que o carregamento aumenta, surgem diferengas significativas entre os
resultados obtidos pelo programa ASTRAS e os reportados por Yang e McGuire
(1986) e Lin e Hsiao (2001). Além disso, observa-se que as curvas obtidas pelo

programa ASTRAS, considerando o empenamento livre (caso a), apresentam melhor
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concordancia com os resultados de Lin e Hsiao (2001). Por outro lado, no caso (b),
quando o empenamento é restringido nas extremidades A e B e livre na extremidade
C, os resultados obtidos estdo mais alinhados com os resultados de Yang e McGuire
(1986). Essas diferengas podem ser ocasionadas pela formulagdo ou até mesmo a

quantidade de elementos finitos adotados por cada autor.
8.3.5 Flambagem lateral de uma viga continua com dois vaos

Para obter uma compreensao sobre a influéncia da rigidez de empenamento, da
configuragédo de carregamento e da plasticidade do material na capacidade de carga
da estrutura, é considerado um exemplo de uma viga continua de dois vaos carregada
por uma combinagao de cargas laterais e axiais, com L = 500 cm, conforme ilustrado
na Figura 54. A viga &€ composta por perfil IPE 200. Em todos os apoios, assume-se
que as rotacdes torcionais em torno do eixo X sao impedidas, enquanto as rotacdes
de flexdo nos planos XZ e XY sado permitidas. O comportamento do material
elastoplastico € modelado por uma lei constitutiva bilinear, com tensao de escoamento
de 240 MPa, médulo de elasticidade de 210 GPa e modulo tangente constante pos-

escoamento de E; = 0,001E.

Figura 54 — Viga continua com dois vaos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Para a analise desta estrutura, foram adotados 20 elementos finitos ao longo de
seu comprimento, € o método de controle de deslocamento generalizado foi
empregado com uma tolerancia para forgcas de 10

A Figura 55 apresenta os resultados obtidos pelo programa ASTRAS,
considerando as condigdes de empenamento restringido e livre nos apoios A e C, bem
como a auséncia de empenamento, para os seguintes casos: Caso | - P, = B, = 0;
Casoll-P,=0; P, =0,1P; e Caso lll - P, = 2,5P; P, = 0,1P. Considerando o Caso |

com a excentricidade e = 0 e adotando a teoria de Saint Venant (sem considerar o
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empenamento), a menor carga critica suportada pela viga € P53V = 57,18 kN. Na
Figura 55, sdo plotadas as cargas maximas P%,, obtidas para cada caso,
considerando a rigidez ao empenamento na analise, normalizadas por P3¥, em fungéo

do parametro de excentricidade e/L.

— =SV
Figura 55 — Relagéo P,a,)lax/Pcr versus parametro de excentricidade e/L
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Com base na Figura 55, observa-se que, nos trés casos analisados, a estrutura
demonstra uma sensibilidade significativa a excentricidade inicial e, 0 que diminui sua
capacidade de carga. Além disso, verifica-se que ao restringir o empenamento nos
apoios A e C, a viga apresenta uma maior capacidade resistente de carga em todos
0s casos. Se o empenamento € desconsiderado, 0 modelo estrutural obtido € menos
rigido, resultando em menores capacidades de carga.

As Figuras 56 (a), (b) e 57 ilustram as reduc¢des percentuais da capacidade de
carga da estrutura para as condigbes de empenamento restringido, livre e auséncia
de empenamento, respectivamente, em fungao de diferentes excentricidades iniciais
e. Os valores exibidos nesses graficos foram calculados com base na diferenga entre
a carga maxima suportada pela estrutura sem excentricidade inicial e a capacidade

de carga correspondente para cada excentricidade considerada.
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Figura 56 — Redugao da capacidade resistente
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 57 — Redugao da capacidade resistente sem empenamento
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A partir das Figuras 56 (a), (b) e 57, verifica-se que a remocgédo das forgas
desestabilizadoras P, e P, (Caso |), leva a uma sensibilidade a excentricidade inicial
mais acentuada. Para o Caso |, nota-se que o modelo que desconsidera o
empenamento na analise apresenta a maior redu¢do na capacidade de carga com o
aumento da excentricidade inicial, seguido pelo modelo que considera o

empenamento livre nas extremidades A e C.
8.3.6 Viga engastada submetida a flambagem lateral

A viga engastada mostrada na Figura 58 esta submetida a uma carga vertical
concentrada na extremidade livre. A seg¢do transversal da estrutura esta
completamente restringida ao empenamento no apoio e € composta por um material
de comportamento elastoplastico perfeito, com um médulo de elasticidade longitudinal

de 206 GPa, coeficiente de Poisson de 0,3 e resisténcia ao escoamento de 206 MPa.
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Figura 58 — Viga engastada submetida a flambagem lateral
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
Esse problema também foi analisado por Izzuddin e Smith (1996a) e Zhang et al.

(2011), cujos resultados foram utilizados neste trabalho para validar a implementagao

realizada. Para essa viga, a carga critica de flambagem elastica lateral com torgao &

dada por:
JVELG] n2El, (8.15)
P, = I 3,95+ 3,52 IE = 47,35 kN

A viga foi modelada utilizando 20 elementos finitos ao longo de seu comprimento,
e a secgao transversal foi discretizada em 50 fatias, sendo 20 fatias para as mesas e
10 fatias para a alma. Para iniciar uma flambagem fora do plano XY, foi aplicada uma
pequena carga lateral de 0,001P na extremidade livre da viga no sentido do eixo Z
positivo. O método de controle de deslocamento generalizado foi empregado com uma
tolerancia para forcas de 10-4.

A Figura 59 exibe o comportamento carga versus deslocamento lateral da
extremidade livre da viga, considerando material elastico e elastoplastico, obtida pelo
programa ASTRAS e as apresentadas nos trabalhos de Izzuddin e Smith (1996a) e
Zhang et al. (2011). Nota-se uma boa concordancia entre as curvas, com pequenas
diferengas na carga maxima suportada pela estrutura. Para o caso de material com
comportamento elastico, verifica-se que, a partir de um deslocamento de 40 cm, a
curva obtida por meio do programa ASTRAS revela uma estrutura mais flexivel em
comparagao com a obtida por Izzuddin e Smith (1996a). Essas diferengas podem ser
decorrentes da formulacéo utilizada, da carga perturbadora inicial ou da quantidade
de elementos finitos adotados para a analise.
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Figura 59 — Comportamento carga versus deslocamento lateral da viga engastada
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8.3.7 Poartico espacial de dois pavimentos com planta baixa triangular

A Figura 60 apresenta um portico espacial de dois andares e um vao com planta
baixa triangular cujos componentes estruturais possuem comprimento de 287,76 cm.
Essa estrutura € constituida por perfis W14x43 com mddulos de elasticidade
longitudinal e transversal iguais a 210 GPa e 80 GPa, respectivamente, e resisténcia
ao escoamento de 248,3 MPa. O empenamento é totalmente restringido nos apoios e
nas conexdes viga-pilar. Forgas concentradas foram aplicadas conforme mostra a
Figura 60. A carga critica de flambagem elastica, determinada pelo método de
autovalores, é P.. = 744,9 kN.

Na modelagem da estrutura, foram utilizados 4 elementos finitos por componente
estrutural. Para a discretizagao da sec¢ao transversal, adotou-se um total de 50 fatias,
sendo 20 fatias para cada mesa e 10 fatias para a alma. As tensodes residuais,
distribuidas linearmente nas mesas e na alma do perfil, foram aplicadas no inicio da
analise, considerando uma tensdo residual maxima igual a 30% da resisténcia ao
escoamento do material. Além disso, assume-se um comportamento elastoplastico

perfeito para o material.
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Figura 60 — Pértico espacial com planta baixa triangular
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A Figura 61 apresenta a curva carga versus deslocamento na dire¢gao X (Ua) para
0 nd A, obtida tanto pelo programa desenvolvido quanto por outros autores. A carga
ultima encontrada na presente pesquisa foi 196,5 kN, valor bem préximo aquele
reportado por Vogel e Maier (F;;,,, = 192,5 kN), que também utilizaram o método da
zona plastica (MZP) na analise desta estrutura. A carga ultima determinada por Turkalj
e Brnic (2004) aplicando o método da rétula plastica (MRP) foi Fj;,, = 185,6 kN.

Ziemian (apud Turkalj e Brnic, 2004) também analisou a estrutura utilizando o método

da rétula plastica.
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Figura 61 — Comportamento néo linear do pértico de dois andares com planta baixa triangular
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Ao comparar as trajetérias de equilibrio, observa-se a partir da Figura 61, que o
meétodo da rotula plastica tende a resultar em uma estrutura aparentemente mais
rigida. Isso ocorre porque esse método simplifica o comportamento estrutural,
assumindo que as deformacbes plasticas se concentram em pontos discretos
(rotulas), enquanto o restante da estrutura permanece elastico. Por outro lado, no
meétodo da zona plastica, assume-se que o escoamento esta distribuido ao longo do
volume do elemento estrutural, proporcionando uma modelagem mais realista e
detalhada do comportamento da estrutura sob carga.

A Figura 62 exibe o valor percentual da area da seg&o transversal que sofreu
escoamento, tanto no no inicial quanto no no final dos elementos, para a carga ultima.
Graficamente, esse valor é considerado para cada metade do elemento. Observa-se
que o processo de plastificagao ocorre principalmente proximo as extremidades das

vigas e pilares localizados no plano XZ.
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Figura 62 — Plastificagdo nas barras do pértico de dois andares com base triangular
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9 CONSIDERAGOES FINAIS

A presente pesquisa apresentou um desenvolvimento tedrico e a implementagéo
computacional de uma formulacdo n&o linear para a analise avangada de poérticos
espaciais de aco, considerando as teorias de Saint Venant e Vlasov. As relacdes
cinematicas adotadas permitiram a analise de estruturas com a consideragcao de
grandes translagcdes e rotagbes de corpo rigido, acompanhadas de pequenas
deformacdes. A consideragdo do comportamento elastoplastico do material, por meio
do conceito de plasticidade distribuida e de relagdes constitutivas adequadas, permitiu
acompanhar o escoamento ao longo da altura da segao transversal e do comprimento
do elemento. Destaca-se que na formulacdo baseada na teoria de Vlasov, assumiu-
se que as rigidezes a torgdo e ao empenamento ndo sao afetadas pela plastificagéo
do elemento estrutural.

Para o caso de se¢cbes compactas, a metodologia apresentada permite a avaliagao
simultanea da resisténcia e estabilidade do sistema estrutural como um todo, de tal
forma que as verificagcbes posteriores, de cada componente estrutural, realizadas
isoladamente, possam ser dispensadas. Além disso, o0 modelo descrito viabiliza a
modelagem das tensdes residuais e a consideragao das imperfeicdes geométricas
iniciais explicitamente.

Com base nos exemplos estudados na secao 8.2, que consideraram a formulagao
baseada na teoria de Saint Venant, sem a influéncia do empenamento, chegaram-se
a varias observacdes sobre o comportamento estrutural em diferentes condicoes de
analise. No exemplo 8.2.1, verificou-se que o numero de fatias utilizadas na
discretizagao da segao transversal tem pouca influéncia na carga maxima suportada
pela estrutura, mas afeta significativamente o comportamento carga versus
deslocamento. Durante a fase elastica, essa influéncia € minima, mas se torna
relevante na fase elastoplastica, onde uma maior discretizagcdo proporciona uma
modelagem mais precisa das tensbes e deformagdes atuantes. Além disso, a
quantidade de elementos finitos adotados ao longo do comprimento da estrutura
mostrou ter um efeito minimo na carga maxima prevista, embora produza diferengas
no comportamento carga versus deslocamento, especialmente apds o inicio do
escoamento.

A partir dos exemplos 8.2.2 a 8.2.5, foi observada uma boa concordéancia entre os

resultados obtidos pelo programa ASTRAS e aqueles reportados em estudos
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anteriores na literatura. Nas analises elastoplasticas, verificou-se que o método da
rétula plastica tende a resultar em uma estrutura aparentemente mais rigida. Esse
fenbmeno ocorre devido a simplificacdo inerente do método, que assume que as
deformagbes plasticas se concentram em pontos discretos (rétulas), enquanto o
restante do elemento estrutural permanece elastico. Em contrapartida, o método da
zona plastica, adotado na presente pesquisa, oferece uma representacdo mais
precisa das deformacbes e tensbes, uma vez que captura a progressédo do
escoamento de forma continua ao longo da sec¢ao transversal e do comprimento dos
elementos. Por consequéncia, essa metodologia permite avaliar melhor a
redistribuicdo de tensbes e identificar pontos de fragilidade que poderiam ser
negligenciados pelo método da rétula plastica. Adicionalmente, a analise pelo método
da zona plastica € capaz de incorporar a ndo linearidade geométrica e de material de
maneira mais abrangente, resultando em uma representacado mais fiel das respostas
estruturais.

Os resultados dos exemplos numéricos utilizando a formulagéo baseada na teoria
de Vlasov demonstraram a influéncia significativa do empenamento na resposta
estrutural. A analise abrangeu diversos cenarios de carga e condigdes de contorno,
afim de evidenciar a aplicabilidade e a importancia da formulacdo implementada.

Os resultados do programa obtidos para o exemplo 8.3.1 demonstraram uma
excelente concordancia com as solugdes analiticas. Observou-se que a restrigdo do
empenamento nos apoios alterou consideravelmente a distribuicdo de esforgos ao
longo da viga, aumentando a rigidez da estrutura. Por sua vez, os resultados obtidos
para o exemplo 8.3.2 destacaram a importancia da consideragao do efeito da restricdo
ou liberagdo ao empenamento no momento de tor¢cdo, momento fletor e bimomento.
A restricdo ao empenamento introduz bimomentos na estrutura, evidenciando a
importancia de considerar essas condicbes para uma analise precisa do
comportamento estrutural.

Conforme evidenciado nos exemplos 8.3.3 e 8.3.4, ao restringir o empenamento,
afeta-se a distribuicdo de tensdes internas e a estabilidade global do sistema. Com a
restricdo ao empenamento, a estrutura pode suportar maiores cargas antes de
colapsar, destacando a importancia de considerar essa restricdo no calculo da sua
capacidade de carga, especialmente em cenarios criticos de estabilidade.

A partir do exemplo 8.3.5, observou-se que, na auséncia de cargas

desestabilizadoras laterais e longitudinais ao eixo de uma viga, o modelo que
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desconsidera o empenamento apresenta a maior redu¢cao na capacidade de carga
com o aumento da excentricidade inicial, seguido pelo modelo que considera o
empenamento livre nas extremidades da estrutura.

Por fim, nos exemplos 8.3.6 e 8.3.7, foi possivel verificar mais uma das vantagens
da utilizacdo do método da zona plastica na analise avangada de pérticos espaciais
de ago. O programa proposto possibilitou uma avaliacdo satisfatéria do
comportamento carga-deslocamento, considerando material elastico e elastoplastico,
assim como da distribuicdo do escoamento ao longo do comprimento dos
componentes estruturais.

Os exemplos numéricos apresentados corroboraram a consisténcia e precisao da
formulagdo proposta, demonstrando sua aplicabilidade e eficiéncia para a analise de
porticos espaciais de aco com a consideragao da torcao livre ou flexo-torgao.

Ao integrar metodologias que consideram efeitos nao lineares significativos, como
grandes deslocamentos e rotagdes, e ao adotar o método da zona plastica para
capturar a evolugao da plastificagdo, a formulagcdo adotada permite um entendimento
mais detalhado do comportamento das estruturas sob condi¢gdes extremas. Com isso,
€ possivel otimizar o uso de materiais, reduzir a geragéo de residuos e minimizar
impactos ambientais, alinhando-se assim aos objetivos de desenvolvimento
sustentavel da industria da construcao civil.

Como continuidade deste estudo, s&o sugeridos os seguintes trabalhos futuros:

e Incorporar o efeito do cisalhamento no comportamento ndo linear das

estruturas.

¢ Incluir a analise de secbes assimétricas, focando na avaliacao de secbdes de
parede fina onde o centro de torgdo ndo coincide com o centro de gravidade.

e Introduzir elementos de mola 3D no programa para representar o
comportamento de ligagdes semirrigidas de forma mais precisa.

e Avaliar o efeito da restricao ou liberacdo do empenamento no processo de
propagacdo do escoamento nas segbes transversais dos componentes
estruturais;

e Adaptar a formulacao visando a analise dindmica nao linear;

e Implementar a analise de poérticos espaciais em situagao de incéndio, com o
objetivo de avaliar os efeitos térmicos na resisténcia e no comportamento

estrutural durante condi¢des adversas;
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e Incluir o efeito Wagner, associado a carga axial e aos momentos fletores
atuando nos deslocamentos relacionados a tor¢cdo do elemento, na matriz de

rigidez geométrica do elemento finito.
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A.1 Arquivo de saida: Viga engastada submetida a uma carga concentrada

(Exemplo 8.2.1)
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:--__---;-_: 21€.00000 : ---;j;;;;;-: s
:-------;--: 324.00000 : ---;T;;;;;-: o oeoee
:-------;--: 432.00000 : "~ 0.00000 : i
:___-_ . : $40.00000 : —_—;T;;;;;_: o-oa0ee
: _______ ;__: €48.00000 : ___;T;;;;;_: i
:_______;__: 75€.00000 : "~ 0.00000 : 2-0m0ee
:----——-;——: 8€4.00000 : —-_-;T;;;;;—: 0.00000
:------I;--: $72.00000 : ----;T;;;;;-: 0.00000
S R Nt 0.00000
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COMPRIMENTOS E COSSENOS DIRETCRES DE REFERENCIA DOS ELEMENTOS

B L R T L i T T g T o L B R T T e o

|
1
|
.

| EL | COMP_REF. (LR} | ©COsS.DIR.XER | COS.DIR.¥YR | CO5.DIR.ZR | ANG.FI RZ | ANG.FI RX | ANG.FI R¥Y | ANG.TETA RX | ANG.TETA RY | ANG.TETA RZ |
: 1 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 50.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 2 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 50.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 3 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 90.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 4 : 108 0000000 : 1.0000000 : 0._0000000 : 0_.0000000 : 0_0000000 : S0 0000000 : S0 _0000000 : 0 _0o0odcoo : 0_0000000 : 0_.0000000 :
: 5 : 102 .0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 80.0000000 : 90.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: € : 102.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 50.0000000 : S0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 7 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 80.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: :l : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 50.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 5 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : £0.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
: 10 : 108.0000000 : 1.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 50.0000000 : 50.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 : 0.0000000 :
| | | | |
N A

T Ll Rt B T B B B R R L T T TR T

R d L T L B t ek L L E R a e R At R T T R L Ed L L T T F ey

DESLOCARMENTOS PRESCRITOS NOS APOIOS E/OU RECALOUES

B L ks Bk Ll E R E L R d L E R R S TS T e

| NO VINC. | TRAN.X¥ | VALOR DRESC.X | TRAN.Y | VALOR PRESC.Y | TRAN.Z | VALOR PRESC.Z | ROT. ¥ | VALOR DRESC.X | ROT. ¥ | VALOR PRESC.Y | ROT. Z | VALOR DRESC.Z |
I I | I | | I I I I I I I I
| 11 11 0.00000| L] 0.00000| BN 0.00000}| i 0.00o0a| L1 0.00000| I | 0.00000|
| | I | I I | | I I | | | |
| 21 [ 0.00000] L | 0.00000]| T 0.00000| T a.aoooa| T 0.00000] 01 Q.00000]
| I I I | | I I | I I I I I
| 2 a1 0.00000] o 0.00000] .| 0.00000| A 0.00000| 1.1 0.00000]| 0| 0.00000|
| | | | I I | | I I | | | |
| 4 ] o a_go0ad| ol 0.00000| E ] 0_00000| T a_aoooo| ES] a_ooooa| ol a_00000]
| I I I | | I I | I I | I I
| 5 | o1 0.00000] o 0.00000] I 0.00000| A 0.00000| 11 0.00000]| [0} 0.00000|
| | | | I I | | I I | | | |
| & | [ 0.00000] L | 0.00000] 248 | 0.000001 T a.aoooa| T 0.00000] 01 Q.00000]
| I I I | | I I | I I I I I
| 71 o 0.00000] Y [ps]lx]x]x}] i [ [x]x]x]=}] i a.0oooa| 1 a.ooooa) [} a.00000|
| | | | I I | | I I | | | |
| B8 1 a1 0.00000] L1 | 0.g00oo| 28 0.00000| LT a.aoooat T o.ooaoo| 01 Q.00000]
I I I I | | I I | I I | I I
| 5| a1 0.00000] o 0.00000] I 0.00000| X 0.0000a| 11 0.00000]| 0| 0.00000|
| | | | I I | | I I | | | |
| 10 | [ 0.00000] L | 0.00000] T 0.00000| T a.aoooa| T 0.00000] 01 0.00000]
| | | I | | I I | I I I I |
| 11 | a | 0_0000a] {18 0.0000a]| BN 0_00000 | i a_0oooa| T-1 a_oooaa| [} a_0ooan|
|

*
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A A R A A A A R A R A R R A R R R A A A B A A W N A B N A R R R AT R
wo I Af,‘f)ES I FORCR (X) ] FORCR (X) | FCORCR (Z) | HOMENTOC (X) I MOMENTO () | MOMENTC(Z)
1 : T : a_o0ood : 0_0000d : a_00000 : a_00000 : 0_00000 : 0_00000
1 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
1 : W : 0.00d00 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
1 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : r : Q.00000 : Q.0000g : 0.00000 : Q.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : v : a_00000 : 0_0000d : 0_00000 : 0._00000 : 0_00a00 : 0_0a000
2 : W : 0.00d00 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : P : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00d000 : 0.00000
3 : W : a_o000od : 0_0000d : a_00000 : a_00000 : 0_00000 : 0_00000
3 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
4 : P : 0.00d00 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
4 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
4 : W : Q.00000 : Q.0000g : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
4 : T : a_00000 : 0_0000d : 000000 : 0._00000 : 0_00a00 : 0_0a000
| [ 1 | | I |
51 P | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
5 : v : 0.00000 : Q.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.0d000 : 0.00000
5 : W : a._00000 : 0_00000 : a_0000a : 0._00000 : 0.00000 : 0_00000
5 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
[ : 2 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
[ : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
[ : W : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
[ : T : 0_00000 : 0_00000 : a_00000 : a_a0000 : a_0d000 : 0.00000
7 : P : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
7 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
7 : W : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.900000 : 0.00000 : 0.00000
7 : T : 0.00000 : Q.00000 : 0.00000 : 0.00000 : Q.00000 : 0.00000
a8 : T : a._000oo : 0.00000 : a_a000a : 0.00000 : 0.00000 : 0_00000
8 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
a : W : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
2 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
a : r : a.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
-] : v : a_00000 : 0_00000 : a_00000 : a_00000 : a_0dooo : 0.00000
g : W : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
-1 : T : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
i i i i i i i
101 P 0.00000 | 0.00000 | Q.00000 | 0.00000 | 0.0gdo00 | 0.00000
10 : v : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
10 : W : 0.00000 : 0.00000 : Q.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
10 : p o : 0_0000d : 0_00000 : 0_00000 : a_00000 : 0_00000 : 0.00000
11 : P : 0.00000 : =1.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
11 : v : 0.00000 : 0.00003 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
11 : W : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00J000 : 0.00000
1L : p o : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000 : 0.00000
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COEFICIENIE DE PONDERA‘;EO DAS AQ.ES
R R R T S S SRR LR L
Agdo Permanente (P) = | 1.00
Agdo Variadvel (V) = _-: 1.00
Agdo do Vento (W) = -: 1.00
Acdo da Temperatura (T) = __: 0.00

AAkAAAAAAAA
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FORCAS APLICADAS NOS NOS DA ESTRUTURA

x

|
|
|
A

|
|
|
|
|
|
|
|
A
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| |
| PROCESSC INCREMENTAL/ITERRTIVO |
| |
s e

T i S I i i o R L o o S o o o
| Momero Total de Incrementos: | 1000 |
o e Pt re s o o T sy S S PGyt L e g o 1L e e T e e et ot e po e s |
| Tuamerc Total de Iteragdes: | 55101 |

0 - Solugdo Convergida p/ cada Incremento |
Saida: 1 — Primeira Iter. pf/cada Increm. + Sol_Conver. |
2 - Todas Inter. pfcada Increm. + Sol_Conver. |
3 - Solugdo Convergida p/ tdltimo Imcremento |

o

T T T o O g T gy g S o Y T U U U O 0 ST ARy A A oy S g o
B T T T o g S T 0 o 0 SR S S A i s
CONVERGENCIZ DO PROCESSC INCREMENTAL/ITERATIVO

| |
| |
| [
e *

B o o i o o o e S S L B o
| Incremento n®: | it |
e o o e e e T e S T s e T e e e L e |
| Iteragdec n®: | 3 |
e %1 —%1 =W v e |
| Codigo de Convergéncia: 0 -= Convergido. | a |
| 1 — Convergindo. | |
T T T i i o e R |
| Norma Residuo Forga: | O.100000E4+03 % |
o e R T S S R R |
| Norma Residuc Deslocamento: | 0_.458022E-08 % |
e T T T T T T T T o T |
| Pardmetro de carga: | 0.984035E-01 |

R T e ) e e T et e SR SR S R o

T LT T T P S S o S o o e T T S T A TR IR IR G e
| | | |
| COORDENADRS NODAIS Do CONFIGURACRD FINAL DR ESTRUIURR | Incremento n®: E | Itera-;.'ao neE E
| | | |
T LT T T P S o S S o o T A TR IR R G g

| NG | COORDEMADE (X)) COORDENRDE () | COORDENADR (Z) |

T T e T 0 O S 8 0 S T S St T e S 0 S R R S S S A SR A R R e )
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|

| DESLOCAMERTOS E BEACOES NOS KOS [0S ELEMENTOS | Incremento n°: 1 | Ieeragio n°: H I
| | |

JE T PP P T PP TN
[ IESL.X 1 HEAC.X 1 IESL.Y¥ 1 EEAC.Y 1 IESL.Z 1 HEAC.Z 1 HOTAX 1 EERM X 1 HOTA.Y 1 HEAM ¥ 1 HOTA. 2 1 EERM.Z 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I 1| 0.000000Z+00 |  ©.211552E-21 |  0.000ODOE+00 |  0.GB4035E-01 |  0.ODODOOE+0C |  0.1027SBE-16 |  0.0O0OCOE+00 | —0.265703E-20 |  0.00OCOOE+00 | —0.666134E-15 |  0.COUDOOE+D0 |  0.106276E+03 |
| I I I | | | I | I I | | |
I 2| -0.350527-08 | 0.000C00E+00 | -0.TEL52BE-03 | 0. I 0. I -0 ¥ 17 | 0. | -0.31313éB-20 | 0. I -0 SE-15 | -0.1: &. I 0. I
| I I I | | | I | I I | | |
I 3| -0.2607542-07 | ©.0OD00OE+00 | —0.3G4107E-02 |  0.C0O0OUE+00 |  0.00ODOOE+0C | —0.155317E-16 |  0.000000E+00 | —0.242650E-21 |  0.00OCOOZ+00 | —0.333067E-15 | —0.262506E-04 |  0.00COCOEH00 |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I 4| -0.B122262-07 |  0.0ODOOOE+D0 | —0.628108E-02 |  O.C0OCOUE+D0 |  0.00ODOOE+0C |  0.61E7S1E-17 |  0.0O0OCOE+00 |  0.25B877E-15 |  0.00OCOOZ+00 |  O.777156E-15 | —0.372011E-04 |  0.C0COCOEH00 |
| I I I | | | I | I I | | |
I 5 | -0.176C35E I 0.000C00E+00 | -0.105240E-01 | 0. 000000E+00 | 0. 000000400 | 0.208385E-17 | 0. 0O0000E+00 | 0.1BEB02E-1C | 0.000000E+00 | 0.43408CE-15 | -0.466BITE-04 | 0. 000000E+00 |
| I I I | | | I | I I | | |
I 6| -0.2163852-06 | ©.0ODOOOE+D0 | —0.164122E-01 |  O.C0OCOUE+D0 |  0.O0ODOOE+0C |  0.565351E-17 |  0.0O00COE+00 |  0.883201E-20 |  0.000COCE+00 |  O.111022E-15 | —0.547075E-04 |  0.00COCOEH00 |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I 7| -0.45B6032-06 |  ©.0ODOOOE+D0 | —0.226BB3E-0L |  O.C0OCOUE+00 |  0.00ODOOE+0C | —0.1027SBE-17 |  0.0O0OCOE+00 | —0.245273E-15 |  0.00OCOCE+00 | —0.721645E-15 | —0.612724E-04 |  0.00COCOEH0O |
| I I I | | | I | I I | | |
I B | -0.TIGL75E-06 |  ©.0ODOOOE+00 | —0.355846E-0L |  O.C0OCOUE+D0 |  0.00ODOOE+0C | —0.17SBS7E-17 |  0.0000COE+00 | —0.121070E-15 |  0.0COCOCE+00 | —0.166503E-15 | —0.652784E-04 |  0.00COCOEH0O |
| I I I | | | I | I I | | |
I & | -0.570525E2-06 |  0.0ODOOOE+00 | —0.365725E-0L |  O.C0OCOUE+00 |  0.00ODOOZ+0C |  0.285884E-1B |  0.0O00COE+00 |  0.520318E-20 |  0.0COCOCE+00 |  0.B32667E-16 | —0.700256E-04 |  0.00COCOEH0O |
| I I I | | | I | I I | | |
I 10 | —0.1284612-05 |  0.ODODOCE+D0 | —0.446676E~01 |  0.C0COCOE+D0 | 0.000CO0Z+00 | —0.256588E-18 |  0.0O0COUEOD | —0.405641E-20 |  0.CODODOE+D0 | —0.5551L2E-16 | -0.722135E-04 |  0.00ODOOEHOC |
| I I I | | | I | I I | | |
I 11| —0.153561E-05 |  0.ODODOCE+D0 | —0.525182E~01 |  0.00COCOE+D0 | 0.000CO0Z+00 | —0.BSG4B4E-18 | 0.0O0COUEOD | —0.615754E-25 |  0.CODODOE+D0 | —0.B47033B-21 | -0.728433E-04 |  0.00ODOODEHNC |
| I I | |

N N
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I
ESFORGOS SOLICITANTES EM CADR ELEMENTO |

Incremento n°: 1

I
Iteragio n®:

Ty TP Py e P PP P F TS
|
| DEFCEBMACQOES E TEMSR0ES EM CATR ELFMPNTO
|
v

D P TP PP PPy

I I
1 1
1 1
AR AR AR ARG AR AR AR A AR AR AR AR AR A A ARG AR AR AR AR AR A AR AR AR R AR R AR AR AR AR R A AR AR A AR AR AR AL A A AR AR AR AR AR AR A RI R
1 1 B (3 1 ¥ (k) I
T EL 3 1 1
I I ESF.NODMAL | ESF.CORTANTEY | ESF.CORTANTEZ | MOM. TORQORX | MOM. FLETCAY | MOM. FLETORZ | ESF.HOBMAL | EEF.CORTANTEY | ESF.CORTANTEZ | MOM. TORQORX | MOM. FLETCRY | MOM. FLETORZ |
1 1 [ 1 1 1 [ 1 1 l 1 1 | 1
| 1| -0.653878E-06 | 0.584035E-01 | -0.411154E-17 | 0. CO0000E+00 | 0.222045E-15 | 0.10627€E+02 | 0.653878E-06 | -0.584035E-01 | 0.411154E-17 | 0. CO0000E+0D | 0. 45E-15 | -0.556482F |
I I I I I | I I I I | I | I
I 2| -0.15B58S5E-05 | 0.584035E-01 | 0.822387E-17 | 0.000000E+00 | -0.222045E-15 | 0.556482E+02 | 0.158585E-05 | -0.584035E-01 | -0.822387E-17 | 0.000000E+00 | -0.666124E-15 | -0.BS0206E+02 |
1 1 [ 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 | 1
I 3| -0.31 I 0.5 1| 0. 5 17 | 0. | -0.333067E-15 | 0. I 0.31 1 -0.5 1] -0 5 17 | 0. ] 0. I -0 I
1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
I 4 | -0.413534E-05 | 0.584035E-01 | 0.411154E-17 | 0.000000E+00 | -0.333067E-15 | 0.743520E+02 | 0.413534E-05 | -0.584035E-01 | -0.411154E-17 | 0.000000E4+00 | -0.111022E-15 | -0.637654E+02 |
I I I I I I I I I I I I I I
| § | -0.500150E-05 | 0.584035E-01 | -0.513552E-17 | 0. CO0000E+00 | 0.666134E-15 | 0.637E654E+02 | ©.500150E-05 | -0.584035E-01 | 0.513552E-17 | 0.000000E+00 | -0.111022E-15 | -0.5321375E+02 |
1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
I 6 | -0.571751E-05 | 0.5 1| -0 17 | 0. I 0. 5 | 0.531375E+02 | 0.571751E-05 | -0.% 1] 0. 5 17 1 0. ] 0.555113E-16 | -0.425103E+02 |
1 1 [ 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 | 1
| 7| -0.625303E-05 | 0.584035E-01 | 0.205557E-17 | 0.000000E+00 | -0.222045E-15 | 0.425103E+02 | 0.625303E-05 | -0.584035E-01 | -0.20S8557E-17 | 0. CO0000E+0D | 0.000000E+00 | -0.31BB2TEHOZ |
| I I I I I I I I I I I | I
I 8 | -0.6722BBE-05 | 0.584035E-01 | -0.48B253E-17 | 0. CO0000E+00 | 0.333067E-15 | 0.31BEB27E+02 | 0.672288E-05 | -0.584035E-01 | 0.488253E-17 | 0. 0O0000E+00 | 0.154285E-15 | -0.212551E+02 |
1 1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
I 91 0 £ I 0.5 L | 0. 5 18 | 0. | -0.277556E-16 | 0.212551E+02 | 0. I = 1] -0 18 | 0. | -0.13877BE-16 | -0.10627EE+0Z |
1 l 1 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 | 1
I 10 | -0.715544E-05 | 0.584035E-01 | 0.514006E-18 | 0.000000E+00 | -0.555112E-16 | 0.10627€E+02 | 0.715544E-05 | -0.584035E-01 | -0.514006E-18 | 0.000000E+00 | -0.14B221E-20 | -0.143124E-08 |
I I I I I I | I
B T P P PP

Ty Py R PP e e r ey oy

|
| Elemento
|

ey

n®

|
1 | Incremento n®:
|

1 | Iteragio m°:

3 | Cédigo de Comvergéncia:

|
o
|
.

[ | B (3) [ B (k) | cosmawmgio |
| EATIAR | 3 = = | T 5 22 I z I
| | DEF.ELASTICA | DEF.PLASTICA | DEF.TOTAL | TERSAQ | DEF.ELASTICA I DEF.PLASTICA I LEF.TOTAL I TENSAD I WO: 5 -k |
: 24 i 347426232E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.0654% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D0000E+HID i ©.312663703E-05 i ¢.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 23 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.06545% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D00COE+HID i ©.312663703E-05 i C.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 22 i 332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0_0654% i ©.312663703E-C5 : 0OCOE+DD i ©.312663703E-05 i ¢.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 21 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.0654% i C¢.312683703E-05 : ©.0C00D0000E+HID i ©.312663703E-05 i C.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 20 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.0654% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D0000E+HID i ©.312663703E-05 i ¢.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: pi-] i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.06545% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D00COE+HID i ©.312663703E-05 i C.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 18 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.0654% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D0000E+HID i ©.312663703E-05 i ¢.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 17 i 347426232E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0_06545% i ©.312663703E-C5 : 0O00000E+HI0 i ©.312663703E-05 i C.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 18 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.0654% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D0000E+HID i ©.312663703E-05 i ¢.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 15 i 0.347426332E-05 : 0. 00 i 0.347426332E-05 i 0.06545% i ©¢.312683703E-05 : ©.0C00D00COE+HID i ©.312663703E-05 i C.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 14 i [ 05 : 0. 00 i 0.2 05 i 0.05074 i 0.228312605E-05 : 0. 00 i 0_228212605E-05 i ©.045€66 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 13 i B4560247T4E-06 : i 0_B45602474E-06 i 0.01651 i €104 3E : 0. 00 i ©.T61042263E-06 i ¢.olszz i PATAMAR: 1 - 1 i
: 1z i —0.845601731E- : i -0.845601731E-06 i -0.01681 i -0.T6L031521E-06 : i -0.T61041521E-06 i -t.01522 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 11 i 05 : 0. 00 i -0_2! = 05 i -0.05074 i -0.228312520E-05 : 0. 00 i -0.2282132530E-05 i -0.045€66 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 1o i —0.347426258E-05 : 0. 00000C00OE+D0 i -0.347426258E-05 i -0.065945 i -0.3L 5 : 0. 00 i -0.312683620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: g i —0.347426258E-05 : 0. 00000C0COE+D0 i -0.347426258E-05 i -0.065945 i -0.3L 5 : 0. 00 i -0.312683620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: g i —0.347426258E-05 : 0. 00000C00OE+D0 i -0.347426258E-05 i -0.065945 i - 5 : 0. 00 i -0.312683620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 7 i —0.347426258E-05 : 0. 00000C0COE+D0 i -0.347426258E-05 i -0.065945 i -0.3L 5 : 0. 00 i -0.312683620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: € i —0.347426258E-05 : i -0.347426258E-05 i -0.065945 i -0.3L 5 : 0. 00 i -0.312683620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i

| | | | | | | | | |
: 5 ; ~0.34T426258E-05 ; 0. 00 ; -0.3% o5 ; ~0.06545 ; -0. 3L 05 ; G o0 ; -0.31268362BE-05 ; -0.06254 ; PATAMAR: 1 - 1 ;
: 4 i -0.347426256E-05 : 0. 00 i -0.3% 05 i —0.06545 i -0.3L 05 : G 00 i -0.312663620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 3 i -0.347426250E-05 : 0. 00 i -0.3% 05 i —0.06545 i -0.3L 05 : G 00 i -0.312663620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 2 i -0.347426256E-05 : 0. 00 i -0.3% 05 i —0.06545 i -0.3L 05 : G 00 i -0.312663620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
: 1 i -0.347426250E-05 : 0. 00 i -0.3% 05 i —0.06545 i -0.3L 05 : G 00 i -0.312663620E-05 i -0.06254 i PATAMAR: 1 - 1 i
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