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Resumo

Neste trabalho sao propostas condicoes de sintese de controladores por rea-
limentacao de estados para sistemas incertos discretos no tempo com atraso
nos estados e entradas saturantes. A saturacao do atuador é representada
em termos de uma nao-linearidade do tipo zona-morta, com a consequente
aplicagao da condicao generalizada de setor. Devido a saturagao é necessario
estimar uma regiao de atragao dentro da qual todas as trajetérias iniciadas
em seu interior permanecam nessa regiao e convirjam para a origem. Assim,
o objetivo é determinar condigoes para sintese de controladores do tipo rea-
limentacao de estados, que garantam para um conjunto de condigoes iniciais
admissiveis a estabilidade assintotica de sistemas incertos discretos no tempo
com atraso nos estados e saturacao de atuadores. Para isso, sao propostas
duas abordagens: a primeira utilizando uma fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii
adequada que trata os estados atrasados e a segunda reescrevendo o sistema
com atraso como um sistema incerto aumentado livre de atraso e chaveado
pelo valor do atraso. Dessa forma, as principais contribuicoes desse trabalho
sao trés. A primeira é propor uma desigualdade de somatérios responsével por
atrasos variaveis no tempo em que é fornecido um método para deduzir uma
condicao de estabilizacao menos conservadora. A segunda é propor uma nova
caracterizagao do conjunto admissivel de sequéncias iniciais que consiste na
definicao de trés conjuntos, produzindo sequéncias iniciais com maior norma
do que abordagens semelhantes na literatura. E por ultimo foi verificado que
a inclusao na composi¢ao do sinal extra da condigao generalizada de setor,
pode aumentar o tamanho da estimativa da regiao de atragdao. Por fim, sao
apresentados exemplos numéricos para demonstrar a eficiéncia dos métodos
propostos e comparar com outros existentes na literatura.

Palavras-chave: Sistemas incertos discretos no tempo. Atraso nos estados.
Entradas saturantes. Controle Robusto, Regiao de atracao.
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Abstract

In this work, state feedback controller synthesis conditions are proposed for
discrete-time uncertain systems with delayed states and saturating inputs.
Actuator saturation is represented in terms of a nonlinearity of the dead zone
type, with the consequent application of the generalized sector condition. Due
to saturation it is necessary to estimate a region of attraction within which
all trajectories initiated within it remain in that region and converge to the
origin. Thus, the objective is to determine conditions for the synthesis of state
feedback controllers that guarantee for a set of allowable initial conditions the
asymptotic stability of discrete time uncertain systems with state delay and
actuator saturation. To this end, two approaches are proposed: the first using
a suitable Lyapunov-Krasovskii function that treats delayed states and the
second rewriting the delay as an augmented system free of delay and swicthed
by the delay value. Thus, the main contributions of this work are three.
The first is to propose a sum inequality responsible for varying delays in the
time when a method is provided to deduce a less conservative stabilization
condition. The second is to propose a new characterization of the allowable
set of initial sequences that consists of the definition of three sets, producing
larger initial sequences than similar approaches in the literature. Lastly, it was
verified that the inclusion of the extra signal composition of the generalized
sector condition can increase the size of the region of attraction estimate. And
finally, numerical examples are presented to demonstrate the efficiency of the
proposed methods and to compare with others in the literature.

Key-words: Discrete-time system. State-delays. Saturing input. Robust con-
trol. Region of attraction.
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Capitulo

Introducao

Nesta dissertacao sao investigados métodos para a sintese de controladores por rea-
limentacao de estados para sistemas incertos discretos no tempo e sujeitos a atraso nos
estados e saturacao de atuadores. Devido a saturacao do atuador, a estabilidade assin-
totica depende do estado inicial do sistema. Por isso, é necessario estimar a regiao de
condigoes iniciais para as quais as trajetorias do sistema em malha fechada convirjam

para a origem.

Neste capitulo é feita uma revisao bibliografica do tema abordado nesta dissertacao,
comentanto os trabalhos encontrados na literatura, os quais foram base para desenvolvi-

mento deste. Aqui também é apresentado o objetivo principal e a organizacao do texto.

1.1 Atuadores Saturantes

Para ilustrar a influéncia da saturacao no sistema, é mostrado a seguir, um exemplo
em que primeiro é considerado o caso sem saturacao e em seguida considerada a saturagao
do atuador.

FExemplo: Considere o seguinte sistema discreto no tempo dado por
Tpp1 = Axy + Buy, (1.1)

em que
up = K, (1.2)

e as matizes A e B sao dadas em (Tarbouriech et gl |, 2011) e discretizadas com periodo

de amostragem T' = 0.01s adaptado em (Lopes, [2017), resultando em:

A 1.0001 0.0100 B —0.0001
~10.0100 1.0001|’" — [—0.0100] "

Esse sistema é instavel em malha aberta, pois os autovalores da matriz A sao 0.9900

e 1.0101, ou seja, possui um autovalor com moédulo maior que um.
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O sistema em malha fechada é dado por

Nesse caso, considerando que nao ha restrigcoes no sinal de controle, a estabilidade
do sistema em malha fechada é definida pelos autovalores de (A + BK). Dessa forma,
a matriz K deve ser escolhida de modo que esses autovalores estejam dentro do circulo

unitario. Assim a estabilidade é garantida em sentido global. Usando
K=[13 7],

os autovalores do sistema em (LL3]) sao 0.9704 e 0.9608, que estao dentro do circulo unitério,
e assim, o sistema em malha fechada é globalmente assintéticamente estavel. Portanto
independente das condigoes iniciais, as trajetorias convergem assintéticamente para a

origem.

Entretanto, se é considerada uma limitagao em amplitude do sinal de controle em que
o sistema ¢é dado por

Tpy1 = Azy + Bsat(uy), (1.4)

em que

o sistema em malha fechada torna-se nao linear. Na Figura [LI] sdo apresentados os
estados e o sinal de controle para o sistema ([L4]) para trés diferentes condigoes iniciais:
zo=[-1 =3],z0=[-2 =3],exo=[-3 -3].

Pela Figura [T é possivel perceber que a estabilidade do sistema linear com atu-
adores saturantes depende também das condicoes iniciais, pois para a condicao inicial
Ty = [—1 —3] o sistema é assintoticamente estdavel (converge para a origem), para
Ty = [—2 —3} o sistema é estavel mas nao coverge para a origem, e para xg = [—3 —3]
o sistema ¢é instavel. Por isso, é importante caracterizar a regiao de atragao, garantindo
assim a estabilidade local assintdtica, ou seja, o sistema ¢ localmente assintoticamente
estavel para condicoes iniciais pertencentes a essa regiao, que é chamada de regiao de

atracao (R 4).
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Estados

(a) zo = [-1 —3]

Estados

(c) mo=[-2 -3

Estados

_104
—204
~304

S -401
_504
—604

—704

—801

k

(e) mo=[-3 -3

Sinal de Controle

k

(b) @0 = [-1 3]

Sinal de Controle

-4.8

—4.94

21-5.01

=5.19

—5.2

k

(d) zo = [-2 -3]

Sinal de Controle

-4.8

—4.94

21-5.01

=5.11

—5.2

k

(f) zo = [-3 —3]

Figura 1.1: Evolucao dos Estados e do Controlador para Diferentes Condigoes Iniciais.

Outro aspecto importante é o atraso, que pode ser constante ou variante no tempo.

Os estados atrasados devem ser considerados para caracterizar a regiao de atragao. Além

disso, o sistema pode ser precisamente conhecido ou incerto. Neste trabalho é considerado

sistemas incertos discretos no tempo com atraso nos estados e entrada saturante como

descrito a seguir:
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Tpy1 = Alog)wp + Aglar)Tr—g, + Blay)sat(ug),
Vk >0 B
Tp = o(k), Vk € [—d, 0].

em que g é um parametro variante, e a lei de controle por realimentacao de estados é
dada por

U = K:L’k,

de forma a assegurar a malha fechada a estabilidade assintética para um conjunto ad-
missivel de condic¢oes iniciais. As matrizes A(ay) e Ag(ar) € R™™ e B(ay) € R™™

pertencem ao politopo dado pela combinacgao convexa dos N vértices conhecidos, tais que

[A(Oék) Ad(Oék) B(Oék)} ZZO%,(@') [Ai Agi Bz'},

=1

em que «; pertence ao simplex unitario I':

N
I'= {Oék e RV Zah(i) = 1,0%7(,‘) > 0,1 € [1,N]}.
i=1

A saturacao é representada por uma funcao do tipo zona morta

o(uy) = sat(ug) — ug,

a qual pertence a um setor. Dessa forma, o sistema em malha fechada é dado por

Tpp1 = Aalag)ry + Ag(on)zr—a, + Blow)o(ug),

em que Ag(ay) = A(ag) + Blay) K.

Assim, o objetivo principal deste trabalho é desenvolver condiges de sintese de con-
troladores do tipo realimentacgao de estados, que garantam para um conjunto de condigoes
iniciais admissiveis a estabilidade assintotica local de sistemas incertos discretos no tempo

com atraso nos estados e saturacao de atuadores.

Sao formuladas condicoes baseadas na abordagem de fungoes de Lyapunov-Krasovskii,
e outras usando um sistema aumentado (Hetel et al. |,12008), sempre buscando formulagoes
menos conservadoras do que as ja existentes na literatura. Além disso, para determinar a
regiao de atragao é proposta uma nova caracterizacao da regiao de condigoes iniciais para
as quais o sistema ¢ assintoticamente localmente estavel. Com o intuito de aumentar essa
regiao, sao propostas inclusoes de termos na condi¢ao generalizada de setor. Por tultimo,

as condigoes aqui obtidas sao comparadas com algumas da literatura.
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1.2 Revisao Bibliografica

Sistemas com atraso sao muito comuns em processos reais. O atraso no tempo é uma
caracteristica muito encontrada em processos bioldgicos, econdomicos, fisicos, quimicos,
fisiologicos, de dinamicas populacionais e ainda em diversos sistemas de engenharia, tais
como sistemas mecanicos, sistemas elétricos de poténcia, sistemas de telecomunicacoes,
redes de comunicacao de dados, etc. A origem do atraso no tempo nesses sistemas pode
ser intencional, quando ¢ introduzido de maneira a melhorar o desempenho do sistema, ou
nao intencional, quando o atraso tem origem em uma caracteristica intrinseca do sistema
(Gu_et al. |, 12003). E bastante conhecido que, a presenca de atraso no tempo em sistemas
de controle frequentemente causa um desempenho indesejado ou instabilidade (Fridman),
2014).

Além do atraso, outros fatores também podem resultar nesse tipo de comportamento.
Um desses fatores é a limitacao de energia que pode ser injetada no sistema. Nesse
caso tem-se a saturacdo em amplitude (ou mesmo em varia¢ao) do atuador. A saturagao
estd presente em sistemas de controle industriais tais como em valvulas proporcionais,
atuadores de aquecimento e/ou resfriamento, amplificadores eletronicos e circuitos de
acionamento de motores (Ghiggi, 2008). A saturacao de atuadores é uma restrigao re-
lacionada em geral, aos limites fisicos ou de seguranca impostas pelos atuadores. Dessa
forma, a aplicacao de um sinal de controle fica limitado em amplitude entre um valor
minimo e um valor maximo. Quando o sinal de controle linear ultrapassa esses limites
ocorre a saturacao, que pode alterar o desempenho ou até mesmo causar a instabilidade

do sistema.

A estabilidade do sistema pode ser global, quando garante-se que as trajetorias do
sistema convirjam assintoticamente para a origem, para toda condicao inicial, ou ser local,
quando garante-se que as trajetorias do sistema convirjam assintoticamente para a origem,
apenas para condicoes iniciais pertencentes a um determinado conjunto. Para sistemas
com saturacao, utiliza-se a estabilidade local devido a sequéncia inicial de estados que pode
levar a diferentes pontos de equilibrio ou comportamento instavel. Isso pode ocorrer pois,
o comportamento do sistema controlado nao ¢ mais linear. Nessa situacao é necessario
analisar e projetar controladores levando-se em conta os efeitos da nao linearidade no
sistema. No caso da saturacao em sistemas que sao instaveis em malha aberta, a presenca
de saturacao no atuador faz com que o sinal de controle nao seja suficiente para forcar
a trajetoria do sistema controlado em direcao a origem. Assim, é preciso, por exemplo,
determinar um conjunto de estados iniciais tais que as trajetérias da malha fechada que

emanam dele convirjam assintoticamente para a origem mesmo sob saturagao do atuador
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(Tarbouriech et al. |, 2011). Esse conjunto de estados iniciais é chamado de estimativa
da regiao de atracao R4 e neste trabalho é caracterizada de uma nova maneira, sendo
definida por trés subconjuntos que produzem uma regiao maior do que as encontradas na
literatura. Por isso, o estudo da estabilidade de sistemas de controle apresentando atrasos

e sujeitos a saturacao nos atuadores tornou-se tao importante.

Na literatura sao encontrados varios trabalhos abordando sistemas com atraso nos
estados. Pode-se citar (Fridman, [2014), que trata sistemas continuos e discretos no tempo
e apresenta algumas abordagens para tratar o problema como por exemplo utilizando
Lyapunov-Krasovskii, Lyapunov-Razumikhin e sistema aumentado. A abordagem que
utiliza funcoes de Lyapunov-Krasovskii, é uma das mais comuns. Neste caso é proposta
uma fungao de Lyapunov-Krasovskii que depende do estado atual e de estados atrasados.
Essas funcoes sao construidas de forma a obter medidas geralizadas de energia dos esta-
dos passados (:ngijk_j, com R = 0,j € [1,d]. Uma dificuldade fundamental surge ao
calcular a variagao temporal da candidata a fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii, AV (k). O
resultado dessa expressao, que precisa ter um valor suficientemente negativo para assegu-
rar estabilidade, costuma ser formado por termos que dependem de somatoérios envolvendo
o estado em vérios instantes. Isso torna dificil a obtencao de condi¢oes numericamente
viaveis para analise de estabilidade e para sintese de controladores. Por essa razao, ha
varios trabalhos na literatura cujo objetivo é a obtencao de majoracoes cada vez menos
consevadoras desses somatorios em AV, gerando melhores condigoes de anédlise e sintese
de estabilidade. Um dos focos de pesquisa atualmente esté na busca de majorantes para os
termos de soma que aparecem ao calcular AV na Lyapunov-Krasovskii, veja por exemplo,
(Liu et al. |, 2017; Nam et al. |, 2015; Seuret et al. |, 2016; Xiao et al. |, 2018; Lee et al.l,
2019). Neste trabalho é apresentado uma desigualdade de somatdrios responsavel por
atrasos varidveis no tempo, de maneira similar a proposta por (Seuret et al. |, 2016) para
0 caso continuo no tempo. Assim, é fornecido um método para deduzir uma condicao de
estabilizacao com um nimero menor de variaveis de decisao e menos linhas de desigualda-
des matriciais lineares (LMIs, do inglés Linear Matriz Inequalities) para resolver, ja que
nao ha variaveis de folga adicionais e nenhuma restricao é necessaria. Outro desafio nessa
area estd relacionado ao projeto do controlador por realimentagao estatica de estados,
que é reconhecido por ser um problema complexo para sistemas com atraso. De fato,
o processo de deduzir condigoes de estabilizacao a partir de condicoes de estabilidade
geralmente é realizado as custas de eliminagao de variaveis, introdugao de parametros

nao-convexos e introducao de conservadorismo.

Alguns trabalhos tratando andlise de estabilidade de sistemas discreto no tempo sao

citados a seguir. Em (Seuret et al. |, [2015) é proposto uma nova desigualdade escolhendo



1.2. Revisao Bibliografica

uma funcao de Lyapunov-Krasovskii baseado em dois ou trés somatoérios para reduzir
o conservadorismo da desigualdade de Jensen (Jensen, [1905), garantindo a estabilidade
assintética de sistemas lineares discreto com atraso variante no tempo. Essa aborda-
dem é equivalente a desigualdade de Wirtinger utilizada em (Seuret & Gouaisbaut, 2014)
para sistemas continuos no tempo, e em (Seuret_ef al. |, [2015) para sistemas discretos no
tempo. Combinado com o lema da reciprocidade convexa (veja em (Park et al. |, 2011))
sao fornecidos dois teoremas de estabilidade que sao menos conservadores ou com custo
computacional menor do que o habitual Lyapunov-Krasovskii abordado junto com a de-

sigualdade de Jensen.

Além disso, sistemas com atrasos nos estados e nao-linearidades tém atraido atengao
de pesquisadores nos tltimos anos. A nao-linearidade também pode causar instabilidade.
Essa classe de sistemas é tratada em (Silva_ef al. |, 12018h) que propoe condi¢oes convexas
para estabilizagao de sistemas nao lineares discretos com atraso variante no tempo utili-
zando modelo do tipo Fuzzy Takagi-Sugeno. Essas condicoes sao desenvolvidas a partir
de uma funcao Lyapunov-Krasovskii e sao formuladas em termos de LMIs e tratam de
uma regiao especifica chamada regiao de validade. Para isso é necessario estabelecer um
conjunto de condicoes iniciais chamadas de estimativa da regiao de atragao que garante
que as trajetorias em malha fechada que comecem nesse conjunto permanecam na regiao
de validade e convirjam assintoticamente para a origem. A estimativa da regiao de atracao
é feita com a ajuda de dois conjuntos: um que trata o estado atual e o outro em relagao
aos estados atrasados. E demonstrado que essa lei de controle pode estabilizar localmente
o sistema nao-linear discreto no tempo. Também sao desenvolvidos procedimentos de

otimizacao convexa que maximizam as estimativas da regiao de atracao.

Dentre as nao-linearidades, a saturacao de atuadores atrai atencao dos pesquisado-
res devido a presenga em sistemas reais. Em (Lopes et al. |, 2018) é feito um estudo
para estabilizacao local de um sistema nao linear discreto no tempo sujeito a saturagao
de atuador. E adotada a modelagem fuzzy Takagi-Sugeno para obter uma sintese de
ganhos via otimizacao convexa que visa maximizar a regiao de atracao na presenca de
sinais exdgenos limitados em amplitude. A nao linearidade da saturacao do sinal de con-
trole é tratada separadamente gerando modelos fuzzy Takagi-Sugeno locais que possuem
saturagao de controle. E utilizado seguimento de referéncia através da inclusao de um in-
tegrador para assegurar a convergéncia da varidavel controlada para o valor desejado. Em
(Tarbouriech et al. |, 12011) sao abordados problemas de andlise de estabilidade e sintese de
controladores em contextos local e global de sistemas lineares continuos no tempo sujeitos
a atuadores saturantes. Sao explorados diferentes caminhos de modelagem do termo da

saturacao, e diferentes tipos de fungoes de Lyapunov tais como a poliedral, quadratica e de



1.2. Revisao Bibliografica

Lur’e. Sao propostos métodos e algoritmos para calcular estimativas da regiao de atragao
e para projetar controladores considerando a saturacao. Esses algoritmos baseiam-se prin-
cipalmente no uso de programagao linear e problemas de otimizagao convexa. Em (Corso,
2009) sao propostos problemas de otimizagao convexa com restrigdes do tipo LMI para o
projeto de controladores, com o objetivo de maximizar a regiao de atracao ou melhorar o
desempenho com a garantia de estabilidade de sistemas nao lineares em tempo continuo e
discreto, sujeitos a saturacao de atuadores. Para modelar o sistema saturado nao-linear,
utiliza-se uma nao-linearidade do tipo zona-morta satisfazendo uma condicao de setor
modificada. O problema é abordado via uma lei de controle dependente de parametros e
uma lei de controle a ganhos fixos, ambas sob a forma de uma realimentacao de estados

mais uma realimentacao da nao-linearidade.

Na literatura hé varias técnicas que tratam essas duas caracteristicas (saturagdo no si-
nal de controle e atraso nos estados) isoladas em sistemas discretos no tempo, entretanto,
o numero de trabalhos que abordam as duas simultaneamente é reduzido. Pode-se citar
como por exemplo (Silva et al. |, 12018a), em que é proposto uma condigao de sintese para
sistemas com atraso nos estados e saturacao em amplitude do atuador que permite que
o sinal do atuador sature sem, no entanto, instabilizar o sistema. A proposta principal
¢ obter uma condicao de estabilizacao local para sintese de um ganho estatico K que
assegure, para um conjunto de condigoes iniciais admissiveis, a estabilidade assintotica
local em malha fechada de sistemas discretos no tempo com saturacao de atuadores e
atraso nos estados. Além disso, é estabelecido um problema de otimizacao que maximiza
o conjunto de condigoes iniciais admissiveis que asseguram a convergencia das trajetorias
do sistema em malha fechada para a origem. E feito também, pela primeira vez na lite-
ratura, uma tratativa da limitagao das taxas de variacao do atraso. Vale ressaltar que
essa abordagem de reescrever o sistema com atraso variante no tempo como um sistema
aumentado livre de atraso e chaveados pelo valor do atraso, foi proposta inicialmente em
(Hetel et al. |, 12008) inovando na representagao matematica desses modelos. Em processos
fisicos nao é, em geral, razoavel assumir que o atraso possa variar de seu valor minimo
ao seu valor maximo em apenas uma iteragao. Sistemas com atraso sujeitos a satura-
¢ao no atuador também sdo abordados em (De Souza, 2017), que trata o problema de
estabilizacao robusta entrada-estado de sistemas incertos discretos no tempo com atraso
variante nos estados e sujeitos a perturbacoes limitadas em energia. O sistema com atraso
e incertezas politopicas é reescrito como um sistema incerto aumentado livre de atraso e
a saturacao é representada em termos de uma nao linearidade do tipo zona morta com a
aplicacao da condicao generalizada de setor. A sintese de controladores com acao anti-

windup é dependente do atraso e sao estabelecidos um conjunto de condicoes iniciais e um
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conjunto de sinais de perturbagao admissivel que garantem a estabilidade entrada-estado.
Sao formulados problemas de otimizagao convexa que podem por exemplo maximizar o
conjunto de condigoes iniciais admissiveis ou maximizar o limite superior da norma I, das

perturbagoes admissiveis.

Em (Ghiggi, 2008) é apresentado um estudo sobre o problema de controle de sistemas
com atraso e saturacao, e o desenvolvimento de novos métodos que possibilitam a determi-
nacao de estimativas da regiao de atragao, a sintese de leis de controle estabilizantes, assim
como a sintese de malhas com acao anti-windup para sistemas com atrasos e saturacao.
Sao utilizadas técnicas de LMIs, condicao de setor generalizada e fungoes de Lyapunov-
Krasovskii, na busca de condigoes tedricas menos conservadoras. Em (Xu et al. |, 2012)
é feita uma relaxacao com algoritmo iterativo para tratar sistemas incertos discretos no
tempo. A condicao é independente do atraso e é utilizado um modelo politépico para
representar a saturacao. A abordagem garante estabilidade exponencialmente conver-
gente para uma bola com uma certa taxa de decaimento exponencial para condigoes
iniciais pertencentes a um dominio adimissivel caraterizado através do raio encontrado.
Em (Zhang et al. |, 2011) sdo abordados sistemas chaveados incertos discreto no tempo
com atraso nos estados e entrada saturante. E utilizado o ganho [, como indice de de-
sempenho para avaliar a capacidade de rejeicao a perturbagao. Em (Chen et al. |, 2014)
também sao tratados sistemas chaveados continuo e discreto no tempo com atraso nos
estados e entrada saturante. E utilizada uma condicao dependente do atraso. Para obter
regioes de atragao maiores, o problema de factibilidade é resolvido com um problema de
otimizagao em termos de LMIs. J& em (Chen et al. |, 2019), é feito uma abordagem atra-
vés de uma funcao de Lyapunov aumentada, e uma aproximagao de um modelo politépico
dependente do atraso é usada para diminuir o conservadorismo. Também sao estudados

sistemas discretos no tempo com atraso nos estados e saturagao no atuador.

Assim, neste trabalho sao investigadas condicoes de sintese de controladores para sis-
temas incertos discretos no tempo com atraso nos estados e entrada saturante utlizando
abordagens por uma funcao de Lyapunov-Krasovskii em que sao usadas desigualdades que
levam a condi¢oes menos conservadoras e outras utilizando sistema aumentado para re-
presentar o atraso. Em todas as abordagens a saturacao é representada por uma condi¢ao

generalizada de setor do tipo zona morta.

1.3 Objetivo

Determinar condicoes para sintese de controladores do tipo realimentacao de estados,

que garantam para um conjunto de condigoes iniciais admissiveis a estabilidade assintética
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de sistemas incertos discretos no tempo com atraso nos estados e saturacao de atuado-
res. Para isso, deseja-se formular abordagens usando uma funcao Lyapunov-Krasovskii,
e outra usando sistema aumentado, buscando condigoes menos conservadoras do que as
ja existentes na literatura. Além disso, pretende-se determinar a regiao de atracao por
meio de uma nova caracterizacao da regiao de condigoes iniciais para as quais o sitema é

assintoticamente localmente estavel de modo que essa regiao seja a maior possivel.

1.4 Organizacao do Texto

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 1 é feito uma intro-
dugao do assunto e uma revisao bibliografica apresentando os trabalhos ja existentes na

literatura.

No Capitulo 2 é apresentado o problema, bem como algumas definigoes e ferramentas

matematicas necessarias para desenvolveé-lo.

No Capitulo 3 primeiramente é definida a fungao de Lyapunov-Krasovskii V' () usada,
e mostrado o desenvolvimento de AV (¢). Em seguida sdo apresentadas trés abordagens
para resolver o problema proposto. E apresentada a metodologia usada para desenvolver
as condigoes obtidas nesta pesquisa. A tultima dessas trés abordadens, é a principal

contribuicao deste trabalho.

No Capitulo 4 sao apresentadas duas abordagens usando um sistema aumentado livre

de atraso: a primeira usando o Lema de Finsler, e a outra obtida de forma direta.

Por fim, no Capitulo 5 sao apresentadas algumas consideragoes finais sobre o trabalho

e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo

Fundamentos

Neste capitulo é apresentado o problema de projeto de controlador robusto para siste-
mas incertos discretos no tempo com atrasos nos estados e saturagao de atuadores, bem

como algumas defini¢oes e ferramentas matematicas utilizadas.

2.1 Definicoes

A seguir sao apresentadas algumas definigbes necessarias para um maior entendimento

deste trabalho.

2.1.1 Sistemas com Incertezas

Quando se modela um sistema fisico, muitos dos parametros nao sao conhecidas de
maneira exata ou entao nao sao fixos durante todo o periodo de funcionamento do sistema.
Assim, faz-se necessario utilizar técnicas de controle robusto, ou seja, tratar as incertezas
do modelo relacionado ao sistema real. Ha varias maneiras de representar a incerteza
dos parametros (ou o valor real dos parametros em relagdo aos parametros nominais do
modelo). Por exemplo, as representacoes de incertezas por uma limitagdo em norma ou
por um politopo convexo no espaco dos parametros sao bastante comuns na literatura.
Neste trabalho, serd utilizada a representacao de incertezas baseada em politopos, devido
a sua generalidade e facilidade na obtencao de condigoes convexas para a sintese de con-
troladores. Um politopo é uma intersecao de subespagos, formando um conjunto convexo

que pode ser completamente caracterizado por seus vértices.

2.1.2 Conjuntos Contrativos

O conjunto nao nulo e fechado D é um conjunto contrativo do sistema

Tpt1 = h(zg), k€N,

11
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se Va, € \edD, com A\, € Re A\, € ]0, 1], existe A1, Aer1 € ]0,\g], tal que 21 € A\py10D.
Se um conjunto é contrativo relativamente a um sistema dinamico, entao ele também é

positivamente invariante. A reciproca nem sempre é verdadeira.

2.1.3 LMIs (Desigualdades Matriciais Lineares)

Varios problemas de controle podem ser descritos no formato de LMIs (do inglés, Li-
near Matrix Inequality). Essas desigualdades matriciais possuem uma rela¢ao afim com
um conjunto de varidveis matriciais. O uso de LMIs logo se tornou uma ferramenta pode-
rosa em controle de sistemas com incertezas, atraso, saturacao do atuador, dentre outros.
Ha& varios solvers que fornecem implementacao e solucao para LMIs usando otimizagao
convexa como por exemplo SeDuMi e LMI Lab. As LMIs podem ser usadas para resolver
problemas que envolvem varias variaveis matriciais. A sua manipulacao é flexivel, pois
pode ser usada em diversos problemas de uma maneira muito direta. Na subsecao a se-
guir é mostrado um exemplo de LMI, obtida por meio de uma funcao de Lyapunov, que

¢ utilizada para testar a estabilidade de sistemas discreto no tempo.

2.1.4 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

A estabilidade de um sistema pode ser caracterizada por sua energia interna. Se a
energia do sistema tende a zero a medida que o tempo tende ao infinito, entao o sistema
é dito assintoticamente estavel. O método de Lyapunov utiliza uma funcao escalar que
representa a quantidade de energia do sistema em relacao ao seu ponto de equilibrio. Se
esta funcao for positiva e decrescente, pode-se concluir que o sistema é assintoticamente
estdvel, sendo chamada de Fungao de Lyapunov (Chen,1999). Nesse sentido, é importante
ressaltar a diferencga entre estabilidade de Lyapunov na qual a derivada ou variacao da
funcao de Lyapunov pode ser nula, e estabilidade assintética de Lyapunov em que a
derivada ou variagao da funcao de Lyapunov precisa ser estritamente negativa. O interesse
deste trabalho estd na estabilidade assintética. As condices de Lyapunov para a andlise
de estabilidade assintética de um sistema linear discreto no tempo ¢ ilustrada na sequéncia.

Para isso, considere o caso linear discreto no tempo (De Souza, 2017).

Considere o seguinte sistema incerto discreto no tempo:
Tp41 = A(Ozk)l‘k, (21)

em que xp € R™ é o vetor de estados no instante k € Z e A(qy) € R™ ™ pertence ao

politopo dado pela combinagao convexa dos N vértices conhecidos, tal que
N
A(Oék) = Z Ofk,(i)Az‘,
i=1
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em que «j pertence ao simplex unitario I':

N
I'= {Oék e RN Zah(i) = 1,0%7(,‘) > 0,1 € [1,N]}.
1=1

A estabilidade desse sistema pode ser avaliada com o auxilio da versao especializada

do Teorema de Lyapunov enunciado a seguir.

Teorema 2.1. Estabilidade Global de Lyapunov Se existir uma funcio V(zy),

denominada funcao de Lyapunov, tal que:

1. V(zg) >0 Vo, #0 e V(zg) =0 2 =0,

2. ||xg|| = 00 = V(xy) — o0,

3. AV (zg) = V(xger) = V(xg) <0 Var #0 e AV(zg) =04 2, =0
entdo o sistema ([2Z1)) € dito globalmente assintoticamente estdvel.

Formalmente diz-se que a origem do espago R"™ a que pertence o vetor de estados zy
é globalmente assintoticamente estavel. Por extensao, diz-se que o sistema possui essa
propriedade. Dessa forma, é necessario buscar uma funcao candidata que satisfaca as
3 condigoes do Teorema 2.1 Uma das fungoes candidatas a funcao de Lyapunov mais

utilizadas é a funcao quadratica definida como

V(zy) = z} Py, (2.2)

em que P € R™ "™ é simétrica e definida positiva. Essa funcao é necessaria e suficiente

para avaliar a estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo (Chen, [1999).

Para que V(xy) seja positiva, é necessario que a matriz P seja simétrica e definida
positiva (P = PT = 0), ou seja, todos os autovalores de P devem ser reais e maiores que
zero. J& para V' (zy) ser decrescente, sua variagdo temporal, representada por AV (xzy),

deve ser negativa ao longo das trajetorias do sistema.
A variagao temporal de V() ao longo das trajetérias do sistema (2.I]) é dada por:
AV (zy) = V(xger) — V(xg) < 0. (2.3)
Substituindo-se (2.2)) em (2.3) tem-se
AV (xy) = 21, Pay1 — i Py < 0. (2.4)
Substituindo-se ([2.1) em (2.4) encontra-se
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V(zy) = (A(ow)zr) P(A(ag)xy) — 2} Py < 0,

V(zy) =z} (Ala) " (ar) PA(ay) — Pz, < 0.

Portanto, para garantir a estabilidade do sistema, é necessario que:
Alap)"PA(ag) — P <0 P >=0.

Aplicando o complemento de Schur (veja Apéndice[A.2)) e usando da convexidade para

a descrigao de A(ay), obtém-se

P ATP
l* J2 } - 0. (2.5)
Assim, o sistema discreto no tempo (2.1]) ¢ dito globalmente assintoticamente estével

se a LMI (2.5]) for satisfeita.

2.1.5 Estabilidade de Sistemas com Atraso nos Estados

Como visto anteriormente, a analise de estabilidade de sistemas sem a presenca do
atraso pode ser realizada de forma eficiente utilizando o método de Lyapunov. Este se
resume em buscar uma fungao de Lyapunov V (zy), que pode ser uma medida generalizada
de energia do desvio dos estados em relagao ao ponto de equilibrio z; = 0. Para sistemas
com a presenca do atraso nos estados, a andlise de estabilidade segue o mesmo principio,
porém o conceito de estado inicial é caracterizado por uma sequéncia inicial g no intervalo
d € [0,d], sendo d o atraso maximo. Essa sequéncia é a condicdo necessaria e suficiente
para assegurar unicidade da solucao da equacao que descreve o comportamento dinamico
dos estados de um sistema com atrasos nos estados. Logo, para sistemas com atraso,
busca-se uma fungao V' (¢g) considerando assim o desvio dos estados em rela¢ao ao ponto
de equilibrio ¢y = {0,0,...,0}. Essa dependéncia dos estados passados é denominada
fungao candidata de Lyapunov-Krasovskii (Fridman, 2014). O termo funcional é usado
quando se tem uma fun¢ao cujo argumento depende de uma ou mais fungoes. Assim,
no caso discreto no tempo ao utilizar a abordagem baseada em Lyapunov-Krasovskii,
pode-se chamar as candidatas a fungoes de energia como funcionais (pensando que sao
fungoes de uma fungao dos estados) ou como fungao. Este tltimo caso é razodvel quando,
por exemplo, usa-se abordagem por vetor aumentado de estados. Assim, buscando uma
uniformidade na nomenclatura, sera chamado sempre de funcao de Lyapunov-Krasovskii.
Portanto, o método de Lyapunov-Krasovskii pode ser usado para invertigar a estabilidade

assintotica de sistemas discretos no tempo com atraso nos estados dados por:
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Tpr1 = Alag)zr + Ag(og)Th—q, (2.6)

em que Ty_q, € 0 vetor de estados atrasados do sistema, Aj(oy) € R™™ é a parte da
dinamica do sistema que é afetada pelo estado atrasado, dj é um nimero inteiro positivo

representando o atraso variante no tempo tal que dj € [0,d], sendo d o atraso maximo.

A seguir é apresentado o Teorema de Lyapunov-Krasovskii, que foi adaptado de
(Gu_et al. |, 12003).

Teorema 2.2. Estabilidade Global de Lyapunov-Krasovskii Se existir uma fungao
V(@ k), denominada fungao de Lyapunov-Krasovskii, e fungoes k1, kg, € kg : RT — R,

com k1(r) >0, ko(r) >0, e k3(r) > 0, Vr > 0, tais que:
1. k| < V(er) < mallonl 2,
2. AV (pr) < —hg| |,

em que

AV (pr) = V(ori1) — V(er)

entao, o sistema ([2.6]) € globalmente assintoticamente estdvel.

Para exemplificar o Teorema [2.2] é mostrado a seguir o desenvolvimento utilizando

uma funcao de Lyapunov-Krasovskii com dependéncia dos estados atrasados dada por:

k—1
V(pr) = a1 Py, + Z :UJTQJ:J- > 0, (2.7)
j=k—d
em que a variagao da energia é dada por:
AV (er) = Vigr+1) — V(er) <0, (2.8)
Substituindo ([2.7) em (2.8) obtém-se:
k k—1
AV (pr) = zp P + Z :EjTij — x} Pry — Z :EjTij < 0. (2.9)
j=k—d+1 j=k—d
que pode ser reescrita como:
AV (pr) = xf Pas + o (Q — Pay, — o) _-Quy_3 < 0. (2.10)

E possivel escolher diferentes fungoes de Lyapunov-Krasovskii. Para uma escolha
adequada, ¢ necessario considerar a dependéncia dos estados atrasados que se julgue

necessario de modo a reduzir o conservadorismo da condicao.
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Observagao 2.1. A andlise de estabilidade feita vale globalmente no R™. Porém, se hou-
ver alguma nao-linearidade como é o caso da saturacao de atuadores, é necessaria a anélise
de estabilidade local, pois podem haver estados suficientemente distantes da origem, para
os quais o atuador nao tenha energia suficiente para atrair a respectiva trajetéria para
a origem. Neste caso, torna-se relevante estimar o conjunto de condicoes iniciais para
os quais as trajetorias sao atraidas para a origem. FEssas questoes sao discutidas mais
adiante, na Secao B.1.2

2.2 Sintese de Controladores Saturantes

Considere o sistema incerto discreto no tempo com atraso no estados e saturacao no

atuador dado por

Tpr1 = Alag)rg + Ag(og)rk—g, + B(ag)sat(ug),
Yk >0 ) (2.11)
= @olk), Vk € [—d, 0].

em que ¢y denota a sequéncia de condigoes iniciais e ap é um parametro variante no
tempo. Essa notacao é um tanto abusiva, mas sera mantida para nao carregar demais a
notagao. Assim, xp = ¢g(k) significa o (k + 1)-ésimo elemento da sequéncia pg. Assim,
xo € 0 primeiro elemento da sequéncia ¢y, enquanto x; ¢ o ultimo. Mais precisamente,
é um elemento do conjunto denotado por E, isto é, o conjunto de sequéncias de (d + 1)
elementos de R™: ¢}, = {}_g,74_(g_1, - - - »¥&}; di € 0 atraso limitado variante no tempo,
tal que d € [d,d] com d > 1. As matrizes A(ay) e Ag(ax) € R™™, e B(ay) € R™™

pertencem ao politopo dado pela combinacao convexa dos N vértices conhecidos, tais que
N
[A(ak) Aa(o) B(O‘k)} = Z Qg (i) [Az' Ags Bi} )
i=1

em que «; pertence ao simplex unitario I':

N
I'= {Ozk € RY . Zah(i) = 1.ozk7(,~) >0,1= 1,...,N}.
=1

Observagao 2.2. Se «y é conhecido, entao o sistema é LPV (Linear Parameter-Varying
Systems). Sistemas LPV sdo uma subclasse de sistemas lineares variantes no tempo em
que a dependéncia temporal do modelo pode ser descrita na forma de uma relacao linear de
coeficientes matriciais fixos e fungdes escalares no tempo (Souza & Palhares, [2008). Nesse
caso, é adequado buscar técnicas de projeto para ganhos K (ay), porém essa condi¢ao nao

é tratada neste trabalho.

A fungao saturacao sat(uy)) ¢ mostrada na Figura 21l e é dada por
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U, Se Uy > U
sat(ur)() = Q W), S€ Uy < ke < U (2.12)

Yy, S€ Uk(e) < Y
para todo £ € [1,m], em que uyg) > 0 refere ao (-ésimo componente da entrada de controle
e Uy ¢ a (-ésima entrada do vetor u € R™ que contém o maximo valor permitido para

cada sinal de controle.

sat(uk(g))

Uy |===-----

Uk(0)

Figura 2.1: Funcao Saturagao.

A seguinte lei de controle por realimentacao de estados é usada para estabilizar local-
mente o sistema (2.17):

em que K € R™*" ¢ o ganho de controle a ser definido.

Note que neste trabalho é estudado o controle robusto do sistema (2Z.I1]), portanto o
ganho K independe de aj. No caso de ay ser conhecido em tempo real, as condigoes

estudadas nesta dissertacao podem ser adaptadas para o projeto de um ganho K (ay).

Devido a saturagao, a convergéncia das trajetérias do sistema em malha fechada (2.1T])-
([2.13) depende do estado inicial dado por pela sequéncia ¢y = {z_g,7_(4_1),. .., o}, com
x; sendo o vetor de estado no instante j em que d ¢ o limite superior do atraso. Portanto, ¢
necessario investigar a estabilidade local de sistemas com atuadores saturantes em malha

fechada. Assim, é chamada de regiao de atragdao, R 4, o conjunto de todas as sequéncias
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2.2. Sintese de Controladores Saturantes

de condigdes iniciais do sistema (2.11))-([2.13) tais que as respectivas trajetorias convirjam
para a origem. Devido a dificuldade matemaética e ao alto custo computacional, determinar
o conjunto R 4 é uma tarefa desafiadora mesmo para sistemas de baixa ordem e livres de
atraso (Tarbouriech ef al. |, 2011). Assim, geralmente ¢é calculada uma estimagao R¢ da

regiao de atracao em que Re C R 4.

Diferentes possibilidades para caracterizer a regiao de condicoes iniciais sao trata-
das por (Xu et al. |, 2012; [Zhang et al. |, 2011; [Chen et al. |, 2014; Silva et al. |, 20184
Chen et al. |, 2019; De Souza. et al. |, 2018). Por exemplo, em (Xu et al. |, 2012), a re-
gido de atragao é aproximada pelo conjunto x;, com j € [0, — dJ, tal que uma norma
apropriada de ¢ € limitada por um parametro r; a ser definido, levando a uma bola
dentro de R™ com raio r; e centro na origem. Uma caracterizagao menos conservadora é
usada em (Chen et al. |, 12019) em que duas bolas sao caracterizadas por dois parametros:

r1 associado a norma de ¢y, e 79 a norma da variagao de g, isto é Aypy.

Em (Silva et al. |, 2018a) e (De Souza et al. |, [2018) uma caracterizagdo mais geral foi
introduzida usando um conjunto elipsoidal em um espaco aumentado com dimensdo nd,
mas tal solugao tem um custo computacional maior. Uma caracterizacao intermediaria foi
proposta em (Silva_et al. |,12018H) em que a caracterizagao é dividida em duas partes: uma
para os estados atuais, zg, e outra para os estados atrasados, a sequéncia py removendo xg:
@0 = vo\{xo}. Um elipséide em R", C, é usado para caracterizar x, admissivel e os estados
atrasados s@o supostos pertencer a bola, B(ry,r3), tal que dependem dos parametros 7,
e ry definidos anteriormente. Como a funcao candidata Lyapunov-Krasovskii usada em
(Silva_et al. ], 2018b) néo considera o acoplamento entre o estado atual z e o estado

atrasado z_1, a estimativa de C e B(ry,72) é independente.

Devido a saturagao do atuador em (Z.I7]) a estabilidade local é necessaria para lidar
com o projeto do controlador K por realimentagao de estado em (2.I3]). Embora pareca
simples, o tratamento matematico da saturacao é muito complicado. Para trata-lo, foi
usada a modelagem de nao linearidade de setor presente em (Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech,

2005). Assim, escreve-se o problema usando a func¢do zona morta mostrada na Figura

e dada por:
o(uy) = sat(ug) — ug, (2.14)
ou seja,
Slur) = [d(ur) - S(urem)]”,
em que
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2.2. Sintese de Controladores Saturantes

U(e) — Uk(e), S€  Ug(e) > U(p)
P(un()) = 0, se =y < ugp < U (2.15)
Uy — Uke), S€ Uk(e) < —Up)

para todo ¢ € [1,m].

Figura 2.2: Funcao Zona Morta.

Reescrevendo o sistema (2.11) - (212) com a lei de controle (2.I3) e a zona morta

dada por (2.14]) obtém-se o seguinte sistema em malha fechada
Th+1 = Acl(ak)xk —+ Ad(ozk):pk_dk + B(ak)gb(uk), (216)
em que Ag(ay) = A(ag) + Blag) K, e ¢(ug) é a fungdo zona morta.

Seguindo (Tarbouriech et al. |, 2011), um conjunto poliedral auxiliar é definido para

lidar com a saturagao presente em (2.11)):

S = {.Tk e R": \uk — wk| < ﬂ}, (217)

em que w, € R™ é um sinal instrumental a ser projetado. O conjunto S determina
portanto os estados xy, tais que o sinal u; —wy, nao ultrapassa os limite de saturacao dados

por +u.

Quanto maior for o A mostrado na Figura[2.2] mais larga serd a faixa de valores ugy)

admissiveis. Esse comportamento é generalizado pelo uso do wy na equacao 217
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Portanto, para um sinal adequado wy, a condicao generalizada de setor definida pelo

seguinte lema dado em (Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech, 2005), pode ser usada.

Lema 2.1. Condicao Generelizada de Setor: Considere a fungio ¢(uy), definida
em ([2:1])). Se xy, € S, entao a relagio

& (ur) T (ur) + wi] <0, (2.18)

¢ vdlida para qualquer matriz T € R™ ™ diagonal definida positiva.

Uma das contribuicoes deste trabalho, é a proposicao de estruturas mais gerais para

Wy, que serd visto na secao B.1.3

2.3 Desigualdades Auxiliares

Para as deducoes dos teoremas deste trabalho, sao usadas as desigualdades dadas nos
lemas a seguir para majorar termos associados aos somatérios de produtos ponderados de

vetores de estados.

Lema 2.2. Desigualdade de Jensen
Seja Z = ZT uma matriz definida positiva em R™™ e y : [a,b] — R", a sequinte

desigualdade pode ser considerada (Jensen, 1905).

b b b
1
T T
;yjzyjzb—a—i—l(;yj)z(;yj) (2.19)

Lema 2.3. Seja R = RT € R™" uma matriz definida positiva. Se existe uma matriz
X € R™" tal que

R X
* R

} - 0, (2.20)

entao a sequinte desiqualdade € valida

i 5] ]2 5] wenn

* 1o *R

Prova: Seguindo (Park et al. |, 2011), a prova consiste em notar que
1 11—«
R 0 | R X —R -X
O I P B e 220
Para concluir, precisa-se mostrar que

leap _¥x
{ N LR] >~ 0. (2.22)



2.4. Consideracoes Finais

Por complemento de Schur, a desigualdade (2.22]) é equivalente a

11—«

(R— XTR'X) = 0.
«

Como « € )0, 1], TO‘ é positivo. Por outro lado, novamente pela aplicacao do Com-

plemento de Schur, a desigualdade R — XTR™1X = 0 ¢é equivalente a (2:20), que conclui

a prova. "

Definicao 2.1. Combinacao Reciprocamente Convexa Seja ¢q, s, ..., o5 : R —
R™ um conjunto finito de funcoes tais que elas possuam valores positivos no subconjunto
aberto D de R™. FEntdao, a combinagao reciprocamente convexra dessas funcoes em D ¢é

uma fungao da forma
—<Z51+ <Z52+ +—<Z5N D — R",

em que os nimeros reais o satisfazem a; >0 e Y . oy =1 (Parket al.l, 12011).

Teorema 2.3. Teorema dos Limites Inferiores Seja f1,fs,....fn : R™ — R, com
valores positivos no subconjunto D de R™. Entao, a combinagao reciprocamente convera
de f; em D satisfazem

{QJW%%Q_I}Z RAURDIRL +mang@,]

i, (t)

sugjeito a

{gm TR™ = Ryg54(1) = giy(1), {g{;((tt)) g}j(it))] = O} '

A prova do Teorema 2.3 pode ser vista em (Park et al. |, 2011).

2.4 Consideracgoes Finais

Neste capitulo foi abordada a fundamentacao tedrica basica necessaria para o desen-
volvimento deste trabalho como por exemplo: estabilidade no sentido de Lyapunov, esta-
bilidade quadrética, estabilidade de sistemas com atraso nos estados, fungao de Lyapunov-
Krasovskii, incertezas politépicas, saturacao de atuadores, condi¢ao generalizada de setor,
e Desigualdade de Jensen. Além disso, foi feita a descricao do problema tratado neste
trabalho. No Capitulo 3, sao mostradas condi¢oes que projetam um ganho que garante a
estabilidade assintdtica local de sistemas dados por (2.16]), através da escolha adequada de
uma candidata a funcao de Lyapunov-Krasovskii e utilizacao das desigualdades auxiliares

citadas neste capitulo, e algumas ferramentas matemadticas mencionadas no Apéndice [Al
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Capitulo

Abordagem Baseada em Funcao de
Lyapunov-Krasovskii

Neste capitulo, primeiramente é escolhida uma candidata a funcao de Lyapunov-
Krasovskii, V (), para investigar a estabilizagao de sistemas discretos variantes no tempo
com atrasos nos estados e entradas saturantes. Em seguida ¢é caracterizada a regiao de
atracao e apresentada uma estimativa para essa caracterizagao. Para isso, sao formuladas
trés condigoes: a primeira, usando o Lema de Finsler, e as outras duas sem utiliza-lo, sendo
uma acrescendo variavel de folga e a ultima sem acréscimo de varidveis de folga. Uma
vantagem dessa ultima abordagem, é que nao sao perdidos graus de liberdade ao obter a
condicao de sintese em relacao as condigoes de andlise, isso porque nao sao anuladas ne-
nhuma das variaveis. Por isso, a iltima abordagem mostra-se como principal contribuicao
deste capitulo devido a auséncia de ajuste de parametros. As abordagens sao testadas em

dois exemplos para fins de comparagoes com métodos recentes encontrados na literatura.

Dessa forma, as contribuicoes desse capitulo sao trés. A primeira é apresentar uma
desigualdade de somatorios responsavel por atrasos variaveis no tempo de maneira similar
a proposta por (Seuret et al. |, [2016) para o caso continuo no tempo, em que é fornecido
um método para deduzir uma condicao de estabilizagao menos conservadora. A segunda é
propor uma nova caracterizacao do conjunto admissivel de sequéncias iniciais que consiste
na definicao de trés conjuntos, produzindo sequéncias iniciais maiores do que abordagens
semelhantes na literatura. E por ultimo a inclusao dos termos G4, G, , e G, no sinal wy,
para representar a condigao generalizada de setor, no intuito de aumentar a estimativa da

regiao de atracao.
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3.1. Resultados Preliminares

3.1 Resultados Preliminares

Para facilitar a leitura do capitulo, sdo apresentadas novamente as principais equagoes

relativas ao problema de estabilizacao da classe de sistemas tratadas no capitulo anterior.

Como mencionado anteriormente, considera-se o sistema linear discreto e variante no
tempo, com atraso nos estados e atuadores saturantes dado por
Thy1 = A(Ozk)l‘k -+ Ad(ak):pk_dk + B(ozk)sat(uk),

vk >0 i (3.1)
= @olk), Vk € [—d, 0].

Deseja-se projetar o ganho K da lei de controle

de forma a assegurar a malha fechada a estabilidade assintética para um conjunto admis-
sivel de condigoes iniciais.

A saturacao é representada por uma funcao do tipo zona morta

o(uy) = sat(ug) — uy, (3.3)

a qual sera associada a uma condigao generalizada de setor. Obtém-se assim o sistema

em malha fechada dado por

xk—f—l = Ad(ak)xk + Ad(ak):pk_dk + B(ak)gb(uk), (34)

em que Ay(ay) = A(ag) + B(ag) K, e ¢(uy) é a fungdo zona morta.

Devido a saturacao é necessario estimar uma regiao de atragao dentro da qual todas
as trajetorias iniciadas em seu interior permanecam nessa regiao e convirjam para a ori-
gem. Para isso, é necessario escolher uma funcao de Lyapunov-Krasovskii adequada que
trata os estados atrasados. Além disso, é preciso caracterizar a regiao de atracao, e com
o intuito de aumenta-la, sao introduzidos termos, que dependem dos estados atrasados,
para representar a condicao de setor generalizada. A func¢ao Lyapunov-Krasovskii esco-
lhida, juntamente com a caracterizacao da regiao de atracao e a inclusao de termos para
aumenta-la, sao mostradas nas secoes seguintes, e sao as principais contribuicoes deste

trabalho.

3.1.1 Funcao de Lyapunov-Krasovskii

A estabilidade local robusta do sistema com atraso de estado varidvel no tempo (3.4))

é investigada por meio da funcao de Lyapunov-Krasovskii dada por V(py). Entao, para
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todas as trajetérias confinadas em S, é necesséario que V() atenda, para todos os valores
de a € T, as restricoes: k1(||zkl]) < V(er) < ko(|lekll) e AV (or) < —rs(||zk]]), em
que AV (¢or) = V(pri1) — V(pr) e ki, © € [1,3], sdo fungdes que pertencem a classe- K
(Vidyasagar, 1993). Portanto, por meio do Procedimento S (veja Apéndice [A.3)), essas

restricoes sao satisfeitas se

AV (or) — 2¢(ug) " TP(ur) + wi] <0, (3.5)

com funcgoes adequadamente calculadas k;. Neste tabalho é prosposta a funcao candidata
a funcao de Lyapunov-Krasovskii mostrada a seguir. A fim de facilitar o desenvolvimento
de AV mostrado mais adiante, as matrizes da funcao de Lyapunov-Krasovskii nao sao

dependentes de parametros.

V(er) = Viler) + Va(eor) + Va(er) > 0, (3.6)
em que
Vi(pr) = xf P, (3.7)
k—1 k—d—1
Valr) = Y 2l Quui+ Y o] Qomi, (3.8)
i=k—d =k—d
0 k
Va(pr) = d Z Z ;‘le?/j +(d—d) Z Z y]TZZyj? (3.9)
i=—d+1 j=k+i i=—d41 j=k+i
e y; calculado como
Y =Tj — Tj-1. (310)

Para calcular a variagao da funcao de Lyapunov-Krasovskii entre dois instantes, computa-

se a variacao de cada um dos termos como:

AVipy) = @iy Py — o), Py, (3.11)
AVa(r) = 2 Quay, — xf_y(Q1 — Q2)T—g — Tf_;Q27), 4, (3.12)
k k—d
AVi(er) = yhor (& Z1+(d=d) Zo)yrpr—d >yl Zwi—(d—d) Dy Zoyi. (3.13)
i=k—d+1 i=k—d+1

Observe que [B.11)) e (3.12)) dependem apenas dos vetores de estados xy1, Tk, Tk—a, € Tp_g,
enquanto AV3(¢x) deve ser manipulado para evitar a dependéncia em todos os estados
atrasados. Para isso, é proposto a utilzagao da desigualdade de Jensen, que é aplicada

nos dois termos com somatério de (B.13): no primeiro, Si, diretamente, e no segundo,

24



3.1. Resultados Preliminares

Ss, depois de dividir o somatério em duas partes para explicitar o termo dependente de

Zk—q,. Aplicando a desigualdade de Jensen em S; tem-se

k k k

Si=d > yiZw;=| > |z D oyl (3.14)

j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1

Usando-se (B.10) pode-se reescrever o lado direito da equagao (B.14]) como

k k k k
Z T Z T Z Z
SL’j — xjfl Zl Tj — Tj-1 . (315)
j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1
Escrevendo-se os indices em termos de x; obtém-se
k k-1 k k-1
T T
E T — g z; | 74 E xj — E zj |, (3.16)
Jj=k—d+1 j=k—d Jj=k—d+1 Jj=k—d

que, reescrevendo ambos 0s somatérios com os mesmos limites para possibilitar a simpli-

ficacao, resulta em

({L‘k — xk_d)TZl(xk - {L‘k_d). (317)

Dessa forma, pode-se encontrar um majorante para S; como segue:

k
Si=d )
j=k—d

O mesmo desenvolvimento é feito para Sy, mas esse primeiramente foi dividido em

yl Zvy; > (xk — 2e-a)’ Z1 (2 — Tr—q)- (3.18)
41

dois somatorios para o aparecimento do termo dependente de k£ — dj como mostrado a

seguir:
k—dy, k—d
So=(d-d) | Y i Zyi+ >yl Zayl. (3.19)
j=k—d+1 J=k—dp+1

Em seguida, aplica-se a desigualdade de Jensen em S;, obtendo-se

1 k—dy k—dy 1 k—d k—d
e D E I R (S EX o)

j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—di+1

Usando-se ([B.10), pode-se reescrever ([3.20) como
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1 k—dy, k—dy, k—dy, k—dy,
e DR S S EA I DT S
J

j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1 j=k—d+1
k—d k—d k—d k—d
- - H I/ ,— : (3.21)
k2 \jmk—dp+1 j=k—dj+1 j=k—dp+1 j=k—dp+1

Escrevendo-se os indices em termos de x;, obtém-se

J
1 k—d k—d—1 —d k—d—1
T T
+dk—¢<FZ 7j = %)%( DO x)] (3:22)

j=k—dy+1 j=k—dj+1 j=k—dy+1 j=k—dy+

que reescrevendo os somatérios com os mesmos limites para possibilitar a simplificacao

resulta em

- 1
(d—d)|7— a (@, — 24-q)" Zo(Tr-a, — Tp_g)

1
T
+ (.T}k,d — l’k,dk) Zg(xk,d — l’k,dk) . (323)
dp —d
; _ di—d . 1 _ d—d 1 _ d—d _
Definindo-se a = =7, entdo 1—; = 7=~ e 5 = 7=, pode-se reescrever B23)) como
1 1

T a(ﬂikfdk — 23_g) Zo(Tk—a, — Th_q) + a(ﬂfkfg — Ti—ay) Zo(Theg — Tr-q,), (3.24)

. Th—d — Tpo
e definindo Q, = Lck d xk d’“} , (B24) pode ser expressa como
k—dp — Tq—q

1z, 0
Or [ao 2 %ZJ 0. (3.25)

Usando-se o Lema 23] (3.25]) é reescrita como

Zy X
2 {: ZJ 2, (3.26)
em que ¢ escolhido X = —Z,, para obter
Zy —7
T |42 2
{2 {* Z } o, (3.27)

que substituindo-se £y, resulta em
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(h-a — 20k—a, + T3_q)" Za(Tr-g — 20k—a, + T_3)- (3.28)

Assim é possivel encontrar um majorante para S como segue:

k—d
So=(d=d) Y 4 Zoys > (w5-a— 20pa, + 7-0)" Zo(@ha — 204, + 74_g)- (3.29)
i=k—d+1

Utilizando ([8.29) e (B.I8), a equacao (8.13)) pode ser reescrita como

AV <ypf (P20 + (d — d)* Zo)yrsr — (2 — 25—g)" Z1(2 — Th—g)
— (Theg — 20p—q, + Tp_q)" Zo(Tp—g — 2Tp_q, + 1)_g) (3.30)

O procedimento usado na derivagao dos majorantes para os termos S; e Sy pode
ser generalizada com auxilio do lema a seguir. Esse lema é uma contribuicao deste tra-
balho, tratando-se de uma versao discreta no tempo da versao continua publicada em

(Seuret_et al. |, 2016).

Lema 3.1. Seja R = RT € R™™ wma matriz definida positiva e uma sequéncia de
vetores {x;}je—a—q € R". Para algum inteiro c € [—d, — d], a desigualdade
—d—1

(d—d) > y] Ry; > QL RQ, (3.31)

j=—d

em que y; € dado em BI0) e Q. =2_4 — 22, +2_g.

Prova: A prova é baseada na desigualdade de Jensen, que é aplicada nos dois termos com
somatorio de (B13): no primeiro diretamente, e no segundo depois de dividir o somatério

em duas partes para fazer aparecer o termo dj. Mais precisamente, tem-se

—d—1 c—1
J = (d=d) | Y yRy;+ >y} Ry
Jj=—c j=—d

1 1
> —QTRO, + ——Q"RO_
« 1l—«a

dy—d
d—d ’
a expressao anterior pode ser reescrita como

7z [R5 e+ [ 7D 6]

-«

em que o = Qp =2_4—x. e Q_ =x.—x_g Seguindo o principio do Teorema 2.3
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11—«
o , . . e . lap R
Note que o primeiro termo ¢é semidefinido positivo uma vez que a desigualdade [ % _a R}
11—«

0 é equivalente por Complemento de Schur 1jTO‘(R — R) = 0. O resultado é entao deduzido

T
Q R —R| |Q
[Q+:| [—R R :| [Q+:| = (Q-l— - Q—)TR(Q-i- - Q_),
que permite concluir a prova. n

Observagao 3.1. Note que, fazendo ¢ = —d em (B.31)) é possivel recuperar a usual

desigualdade de Jensen para sistemas discreto com atraso.

O beneficio da desigualdade no Lema [3.1] sobre o Teorema da Combinacao Reciproca-
mente Convexa apresentado em (Park et al. |, 12011) estd no menor niimero de variaveis de
decisao e menos LMIs para resolver, ja que nao ha variaveis de folga adicionais e nenhuma
restrigao é necessaria. Além disso, foi mostrado em (Seuret & Gouaisbaut, 2014), que o
mesmo nivel de conservadorismo como em (Park et al. |, 2011) foi obtido para sistemas de
atraso variavel, no caso das condigoes de estabilidade baseadas em Jensen. E mostrado
em (Seuret & Gouaisbaut, [2014) que esta desigualdade nao é eficiente quando se emprega

somatorio mais avancados ou desigualdades integrais.

3.1.2 Caracterizacao da Regiao de Atracao

Devido a saturacao, é necessario fazer a caracterizagao da regiao de atracao. Inspirado
na abordagem de (Silva et al. |, [2018h), é proposto uma caracterizacao da estimativa da
regiao de atracao tendo em consideragao os acoplamentos entre xy e x_1, isto é yy =
xg — xr_1. Nesta abordagem, as sequéncias admissiveis das condigoes iniciais ¢ sao tais

que:
x9 €C,
Yo Yo €V, (3.32)
o € B(ry,rs),

em que C e V sao conjuntos elipsoidais limitados pelos valores admissiveis de x( e o,
respectivamente, @y representa os estados atrasados, ou seja, nao contém xg, tais que eles
pertencem a B(ry,rs), garantindo assim ||@o|| < 71 e ||Ago|| < re. Portanto, os conjuntos

C, V, e B(ry,ry) juntos geram uma representacao possivel de Re.

Por isso, é estabelecido o lema a seguir, que é usado para definir os conjuntos B(r1,r3),
C, e V mencionado em (3.32)) que juntos caracterizam as condigbes iniciais admissiveis
para o sistema em malha fechada ([B.4). O Lema ¢ uma contribuicao desse trabalho
pois essa nova caracterizacao da regiao de condigoes iniciais permite obter uma estimativa

da regiao de atracao maior.
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Lema 3.2. Considere que [B.8) € uma fun¢io de Lyapunov-Krasovskii assequrando a

estabilidade robusta local de ([B4), e que a sequéncia inicial py verifica (332) com

C={zg eR" : Vi(zg) <1—1~}, (3.33)
V={y cR" : ylJy <1}, (3.34)

Blrir) = { @0 €E : [Boll <7, l|Ag0] <7}, (3.35)
v = pill@oll* + p2ll AGoll* + 5 Ty, (3.36)

em que ry e ro sao escolhidos tais que

pl’l“% + pQ’I“; + yOTJyO <1, (337)

J=d*Z, + (d — d)*Zs, (3.38)

p1=dmn + ((Z— d)na, (3.39)
d*(d -1 d—d)?*d+d—1

Py = ¢ (— )773 + ( 5 _) ( +a )7)4’ (340)

em que 71 = Amax(®@1); M2 = Amax(@2), 13 = Amax(Z1), M1 = Amax(Z2). Entdo a trajetoria

respectiva nao deixra a regiao de atracao estimada e converge para a origem, klim [vkl; =0,
_ — 00

para j € [0,d].

Prova: Por hipdtese, (B.0) é uma funcao de Lyapunov-Krasovskii para o sistema em
malha fechada. Consequentemente, pode-se definir um conjunto de nivel dado por C =
Ly, (1 —7v)={z, € R" : 2} Px <1—~}, com ~ dado em (B.36). Usando V,(¢p) e
V3(¢o) dado em (B.8)-(3.9), obtém-se

-1 —d—-1 0 -1
Vot Vo= alQuzi+ > al Qomi + Cl(d?/oTZlyo + > ) y;"eryj>
i=—d i=—d i=—d+1 j=i
-4 -1
+(d— Ay Zoyo+ (d—d) > Dyl Zoy,
i=—d+1 J=1i
e e (A1) ~ 2
< dunax(Qu)|@ol” + (d = d)Anax(@2) 1P0]l” + == Amax(Z1) | A0 |
(d—dp*(d+d—1)

+ > Amax(Z2) | A@oll* + v Jyo

= pill@ollz + p2ll Agoll2 + v Jyo,

com J, p1, e py dado por ([B.38)-([3.40). Para garantir 0 < v < 1, é necessario que
B37) seja satisfeita. .

Observe que, o conjunto ¥V no Lema lida com a transicao entre o estado atual e o

anterior, o que permite obter uma estimativa menos conservadora para a bola B(rq,rs).
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3.2. Condigao - I

Portanto, para cada escolha de y, verificando ([3.34]) tem-se uma estimativa para C e
B(rq,r2). Como deseja~se o maior y, admissivel, entao precisa-se estimé-lo através do

conjunto V. Nesse caso, tem-se |yo| < 1/,/p3 com
ps = d’ns + (d — d)*na. (3.41)

Além disso, a regiao de atracao pode ser moldada em uma bola pertencente a R™ com
raio r (veja (Wei_et al. |, 2015), (Pal & Negi, 2018), (Chen et al. |, 2019)) fazendo r; = r,
ro = 2r, e de (833) tem-se Vi(zg) < 1 — 7, que resulta em

r < L )
vV Amax(P) + p1 + 4(p2 + ps3)

(3.42)

3.1.3 Estrutura Geral para w;

Outro aspecto importante proposto neste trabalho, é a inclusao de termos correspon-
dentes aos estados atrasados na proposicao do sinal wy que esta presente na condicao
generalizada de setor. Em geral o termo wy é escolhido como wy = Gxy. Neste trabalho

é proposta uma escolha mais geral dada por:

W = Gl’k —+ Gixk*d -+ Gdkxkfdk —+ Ggl’k,g. (343)

Essa escolha ¢ interessante pois os estados usados em (B.43]) sdo os empregados para
majorar a variacao da fungao Lyapunov-Krasovskii, e com isso é possivel obter estimativas

maiores para a regiao de atracao.

A seguir sao porpostas trés condigoes para projetar o ganho K que garante a estabili-
dade local do sistema B.Il Os exemplos foram programados no Matlab usando YALMIP
e o solver LMI Lab.

3.2 Condicao -1

A primeira condigao é desenvolvida utilizando as contribui¢oes preliminares e o Lema

de Finsler (veja Apéndice [A]]) estabelecendo-se o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Considere o sistemal3.1] e suponha que existem matrizes simétricas P >
0eR™™ Q=0 R™ Qy>=0€cR™ Z =0€cR™ eZ, >0 R, matrizes
K € R G € R™, Gy € R, Gdk c R™", G; € R™" Y € R™™, uma matriz
diagonal T =0 R™™ e escalares e, > 0 e g5 > 0 tais que as LMIs

&, — &, + He(Fy,E) < 0, Vi€ [1,N], (3.44)
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3.2. Condigao - I

* @ 00 G
* ox @y 0 =GG | =0 Ve [Lm] (3.45)
*  x Kk Qs —Gdr(g)
[ x k% % ug(g)
sao verificadas, em que
o = [(Fs+F)"P(Fs+ F)— FI'PF+Q+ F{(d°Zy + (d — d)*Zy) Fs — 1" Z11 ],
&y = [He(FI[TE;+ GF+ GuFy+ Gy Fs + GgFy)) |,
i = [AY+BE-Y 0 AgY 0 BT -V,

Q = diag(@la - Ql + Q?uoa - Q27070>7
Z = diag(Zl,Zg),
erl 0 el 00 1],

IT, IOOOO
I,

e} o
~ o
e} o
e} o
e} o

]
]

I 0 0],

[
-
= [10000 0],
[
[
[
[0

0001 0],

Fg = [00000 I].

Entao o sistema em malha fechada (34)), com o ganho de controle robusto dado por
K=KY™ (3.46)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condicoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em [B.33), V dado em ([B.34) e B(r1,r2) com B.37)-B3.40).

Prova: Se a LMI (B.44) é verificada, entao a positividade de (B.6]) é garantida. Con-
siderando P = ?*TPY/*I, QO = ?*TQJ/*I, Qs = ?*TQQY/*I, 7, = ?*TZlfffl,
Zy=YT2Y7, T=T7"' G=GY"!, Ga=GY ™!, Gg =Ga Y7, Gg=G¥ 7,
KT = Y7'KT, Y =Y Q = diag(Y TQ\Y™!, =V TQ,V ! + Y TQ,Y 10, —
Y-TQ,Y10,0) e Z =diag(Y 72, Y 1Y TZ,Y!) conduz a
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3.2. Condigao - I

(Fs+ )Y TPY Y Fs+ F) — FIY TPy 'R + Y TQY !
+ FI @Y T2y 4 (d—-d)*Y T2,y YF, —11T Z11
— He(Fg[T71F5 + G}’}ilpl + Gi}’}ilFQ + Gdki/'ilpg + GJ}}ilFZL])

Y TA()T + Y TKTB(oy)T — YT ]
0
}N/_TAd<Oék)T
0
TiTB(ak)T
_y-T

+ He [ 0 e 00 I] |=<0.

(3.47)

Aplicando a transformacao de congruéncia que consiste em pré- e pés-multiplicar cada

termo da desigualdade (3.47) por AT e A; respectivamente, em que

Ay = diag(l, @Y, T)Y),

pode ser encontrado

O = (Fs+ F)'P(Fs + F\) — F' PF, + Q + Fs(d®Z, + (d — d)*Z5) Fs
— " Z1 — He(FY T[Fs + GFy + GaFy + G, F3 + G7Fy))
+He(Fy(ar)" [e1Y 0 &Y 0 0 YV ])=<0, (348)

em que Fo(ak) = [ A(Ozk) +B(ak)K— I 0 Ad(ak) 0 B(ozk) —1I ]
Define-se o vetor ¢; como:
gk = [‘75{ xf_d Li—dy, $;;F_d* ¢(Uk)T ?//?H]Ta (3.49)
em que Y41 ¢ dado por (B.10).

Entdo, pré- e pés-multiplica-se ([3.48) por (} e (i, respectivamente, para encontrar

GLOC = L ((Fs+ F1)"P(Fs+ Fy) — F{ PFy) G+ (L QG + ¢ (Fo(d°Zy + (d — d)* Zo) Fy
— " ZM), — (FHe(FL T[Fs + GFy + GaFy + Ga, Fs + GgFy)) e
+ G He(Fo(ar)T [ eV 0 &Y 0 0 YV ])G <0. (3.50)

Percebe-se a partir da definicao do sistema, (3.1)), que Fyx = 0. Entao pode-se aplicar

o Lema de Finsler para obter a seguinte condicao:
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3.2. Condigao - I

(FOg = QT((FG + F\)"'P(Fs + F1) — FlTPF1)§/3+ Cr QG

~~ ~——
AVi(er) AVa (k)
+ G (Fg (& 21+ (d = d)*Zo) Fy — T Z1D) G,

Fsz;k)

— (I He(FIT[Fs + GF + GaFy + Gy, F3 + GgFy])(, < 0. (3.51)

'

<0 (assegurado pelo Lema [ﬂb

Reescrevendo I's(¢y) substituindo Fg e II; por suas definigoes, encontra-se:

Ts(or) = dye1 Z1yksr — (0p — 2-a)” Z1(2p — T1—a)

a1
+(d — d)*yps1Z0Yr1 — (Trg — 204, + T4_g)" Zo(Thg — 22—a, + Tpg) . (3.52)

N

TV
sz

Pode-se reescrever I's; somando e subtraindo o mesmo termo como mostrado a seguir:

k k

Tt = Y1 Zogner —d D>y 21y — (0 — wnea) " Zi(wk —wna) +d >y Z1y;.
i=k—d+1 i=k—d+1

J/ N
-~

11

~
AVai(pk)

A

Assim, Pgl = A‘/gl (QDk) -+ Tl.

Repetindo o mesmo procedimento para ['sp, ou seja, também somando e subtraindo o

mesmo termo, obtém-se

k—d
F32 = ((i— d)ka+1Z2yk+1 — (J— C_i) y;TZQy]
i=k—d+1
AVS;r(SOk)
k—d
~ (kg = 205md, + 24 0) Zo(@hg — 2050, + 1) + (A —d) Y i Zoy;. (3.53)
i=k—d+1
¥y

Assim, I'3o = AVis(pr) + Y,. Entao, ['s pode ser reescrito como:

F3:F31+F32:A31+A32+T1+Y2

Aplicando as condigoes do Lema 3.1l e a Observagao [B.1] tem-se que Tie T, sdo posi-

tivos. Entao, usando o Lema 2.1l pode-se concluir que
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3.2. Condigao - I

AV (o) = 2(p () To(ur + wi)]) < G OG <0

em que wy = Gog + Gari_gq + Ga, Th—a, + GgTi_g.

Portanto, pode-se concluir que a factibilidade de (3.44]) garante a estabilidade robusta
local do sistema linear discreto no tempo com atraso variante nos estados e sob a lei de
controle (3.2)), para um conjunto inicial adequado de condigoes iniciais, e fungoes de classe
K dado por ki(||zk|]) = €1]|zk||, com as seguintes varidveis pequenas o suficiente €; > 0,
allell) = Amax(P) 22+ 1[04+ pall Ay12 © o2 ]) = el 12, para algum e real

positivo.

Se a factibilidade de (3.45]) também é verificada, pode-se pré- e pds-multiplicar a LMI
(B45) por diag{I, ® Y,1} e sua transposta respecticvamente, e aplicar Complemento de

Schur para obter

P 0 0 0 K% -G Kb -G6h1"
Q1 0 011 =Gy |1 | —Ga
ox Q@ 0 T =Gaw | uyy | —Gawe
xox x —G i) —Gap)

Entao, pré- e pés-multiplicando a desigualdade anterior por ¢ e ¢7 respectivamente com
¢ = [z} x4 iy = 5] e usando o Lema B2 obtém-se 1 > V(px) > af Pxy +
T gQTh-g+ Tl g QoTp_a, +T)_ Q2% _g > |uk(g)—wk(g)|2/ug(£), com wy, = Gy, +Gxy_g+
Gr—ay,Tk—a, + Ggry_g. Portanto, é garantido que x, € S e assim o Lema 2.1] é verificado

completando a prova. "

Observe que, o Teorema B.1] engloba o caso da incerteza e do atraso invariante no
tempo, isto é, d = d. Nesse caso, as expressoes em (3.39) e ([3.40) sdo reescritas como

p1 = dm e py = d*(1+ d)n3/2, respectivamente.

Uma consideragao importante que deve ser feita a respeito desta abordagem ¢é a des-
vantagem da presenca dos parametros €; e €9, que aparecem devido a utilizagao do Lema
de Finsler. Esses parametros devem ser ajustados, e essa tarefa nem sempre é facil, pois a
escolha inadequada desses valores influencia diretamente no resultado, podendo até gerar

a infactibilidade da solucao.

O Teorema [3.1] pode ser simplificado considerando w;, = Gz, em que é obtido o

seguinte corolario que conduz a uma menor estimativa da regiao de atracao.

Corolario 3.1. Considere o sistema [31 e suponha que existem matrizes simétricas
P>=0€eR™ Q;>=0cR™, Qy>=0ecR”™, Z;=0€R™ ¢eZ, =0¢& R"™,
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3.2. Condigao - I

matrizes K € R™" G € R™", Y € R™™, uma matriz diagonal T = 0 € R™™ ¢

escalares €1 > 0 e €9 > 0 tais que as LMIs

(I)l — @2 + HG(FQZE) < 0, Vi € [1,N], (354)
P KT GT
l ] >0 Ve e [1,m], (3.55)
* “0(5)
sao verificadas, em que
o, = [(Fs+ FI)TP(F6 + F) — FlTPFl + Q + F6T(Q2Zl + (a_l— d)QZQ)F6 —nrzu ],
Qy, = [He(FI[TFs—GF)) ],

o
S
|

diag(@l, - Ql + QZaOa - Q27070)7

diag(Zl,Zg),

Qi
Il

AN
I

81[ 0 82[ 0 0 [}

|

no=nl=le 7 100l
|
|
|

I 00000],
000071 0],

00000 1].
Entao o sistema em malha fechada (37)), com o ganho de controle robusto dado por
K=Ky (3.56)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condicoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em [B.33), V dado em ([B.34) e B(r1,r2) com B.31)-B3.40).

Prova: A prova do Corolédrio B segue a mesma ideia da prova do Teorema [B.1] substi-
tuindo ([B.43) por w = Guy. n
3.2.1 Procedimento de Otimizacao

Um procedimento de otimizacao pode ser associado ao Teorema[B.Ile ao Corolario 3.1
que tratam apenas o problema de factibilidade, para maximizar o tamanho dos conjuntos

C, V e B(ry,rs). Para isso, propoe-se o seguinte procedimento de otimizagao.
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3.2. Condigao - I

5
min trago(ZBjHj>
j=1

J1 = 19 sujeito a B44), B49), e (3.57)
H, I
[1 YT+Y—XJ} =0,

\
em que 3; > 0 sao ponderacoes, H; € R"*" e Xj corresponde a j-ésima matriz da lista
{pu Qlu Q27 Zlv ZQ}

Observe que, se ([B.57) é factivel, entdo tem-se YT + Y — X; < YTX,Y que é usado
para substituir o bloco (2,2) de (B.57). Aplicando complemento de Schur, obtém-se H; >
Y-TXY "' em que Y = Y. Por causa de X; = Y7 X,Y, com X; sendo a j-ésima matriz
na lista {P, Q1, Q2, Z1, Zo}, tem-se H; = X; e entdo a minimizacao de trago(H;) leva a
minimizagdo de trago(X;). Adicionalmente, ; pode ser usado para ponderar os efeitos
de cada matriz da funcao de Lyapunov-Krasovskii candidata. Note que para o Corolario

B, o procedimento de otimizagao ¢ o mesmo, apenas substituindo ([3.44) e (3.43) por

B.54) e (B3.55) respectivamente.

3.2.2 Exemplos Numérico

Ezxemplo 1:
Considere o sistema discreto no tempo (B.1) com matrizes conhecidas dadas por

1.1 0.5 0 —0.1 1
A= {0.03 0.8} Aa= [0 0 ] B = {0.1} ’ (3:58)

o atraso é constante d = d = 5, e a entrada saturante é limitada em @ = 15. O objetivo
é projetar a lei de controle saturante (3.2)) tal que o sistema em malha fechada tenha o
maior conjunto de condigdes iniciais. Foram usados € = 1.9 e €5 = 0.02, (esses valores
foram escolhidos através de testes que levassem a uma solucao factivel com um maior valor
para o raio) e o procedimento de otimizac¢ao Jyi, com By = 1 e 51 = 53 = B4 = f5 = 0.
Foram testadas algumas combinacoes e verificado que, dentre as testadas, a ponderagao
nao nula apenas de f; levou a estimativas maiores para as regioes. O Teorema 3.1 e o
Corolério Bl podem ser usados para estimar o conjunto de condigoes iniciais como uma
bola de raio r no espaco R?, isto é, todos os estados z;,j € [0, —d] possuem ||z;|| < 7.
Foram testados o Teorema [3.1] e o Corolario 3.1l e os valores do raio r sao mostrados na

Tabela B.1] juntamente com uma condicdo ja existente na literatura.

36



3.3. Condicao - II

Tabela 3.1: Raio da Regiao de Atracao - Condigao I - Exemplo 1.

Condigao Raio
Teorema [3.1] r = 74.558
Corolario 311 r = 68.330

(Chen et al. , 2019) | r = 72.596

Pode-se observar que o resultado obtido para o Teorema [B.1] é melhor (aproxima-
damente 9% maior) do que o obtido pelo Corolério Bl e que os resultados estdo bem
proximos do valor ja encontrado por (Chen et al. |, 2019), sendo que para o Teorema [B.]

foi obtido uma valor maior.

Ezemplo 2: Considere o sistema variante no tempo (3.I]) com dois vértices dados por

0.38 0.20 0.0l —0.03 1.98

A= {0.09 1.00} A = [0.02 0 ] B = [0.99] ’ (3:59)
0.42 0.20 0.05 0.09 2.02

Ar = [0.11 1.00} Aw = [0.04 0.06} B2 = [1.01} ' (3.60)

O atraso é dj € [2,4], e o sinal de controle saturado é & = 10. Como feito no Exemplo
1, foi usado o procedimento de otimizacao J; com [y = By = 83 =0, B4 = 5 = 1. Foram
testadas algumas combinacoes e verificado que, dentre as testadas, a ponderagao nao nula
de B4 e (5 levou a estimativas maiores para as regioes. Além disso, foram usados ¢; = 1.7
e g9 = 0.005 (esses valores foram escolhidos através de testes que levassem a uma solugao
factivel com um maior valor para o raio). Foram testados o Teorema [3.1]e o Corolario B.1]

e os valores do raio r sao mostrados na Tabela

Tabela 3.2: Raio da Regiao de Atracao - Condigao I - Exemplo 2.

Condigao Raio
Teorema [3.1] | r = 55.470
Coroldrio 3.1 | » = 49.855

Verifica-se que o resultado obtido para o Teorema [3.11é melhor (aproximadamente 11%

maior) do que o obtido pelo Corolédrio Bl

Baseado nos dois exemplos anteriores, percebe-se que a inclusao dos termos Gg4, Gg, €
(7 na proposigao do sinal wy que esta presente na condi¢ao generalizada de setor, aumenta

o tamanho da estimativa da regiao de atracao.

3.3 Condicao - 11

Buscando melhorar as condicoes obtidas, reduzindo o conservadorismo das mesmas,

foi investigada uma outra formulagao sem utilizar o Lema de Finsler, utilizando entao
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3.3. Condicao - II

complemento de Schur e as contribuicoes preliminares estabelecendo-se o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Considere o sistemal3 1l e suponha que existem matrizes simétricas W =
0eR™™, Q=0 R™ Qy>=0€cR™, Z =0€R™ eZ, =0 R, matrizes
K e R G e R™" Gy € R™", Gy, € R™", Gy € R™™, uma matriz diagonal

T =0 R™™ e um escalar € > 0 tais que as LMIs

Dy Do(7) .
{* o, <0, Viell,N],
_WE) 0 0 K(jl; GE)
* G 00 =Gy
o @ 0 =Gy
*  x  Kx () —Gdr(g)
* Xk KX K% ug(@
sao verificadas, em que
D, = [_F1TWF1+Q—
Dy(i) = [AWH+BK 0 AgzW 0 BT],
@3 = [_2EW+E2(W+Q221+(J_Q)2ZQ],
Q = diag(@la_Ql—i_Q?an_Q?aO)u
Z = diag(Zl,Zg),
-I 0 00
N
Fr = [I10000],
F, = [01000],
F;, = [00100],
F, = [0001 0],
F;,o = 10000 TI].

Entao o sistema em malha fechada (3.4), com ganho do controle robusto dado por

=0 Ve [l,m],

(3.61)

(3.62)

N7 ZI1 — He(FX [T Fs + GFy + GaFy + G4, F3 + GgFy)) |,

K=KW,

(3.63)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condicoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em [B.33), V dado em ([B.34) e B(ry,r2) com (B.31)-(3.40).
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Prova: Se a LMI (B.61]) é verificada, entdo a positividade de ([B.6]) é garantida. Consi-
derando W = P71 Q) = WQW, Q2 =WQ.W, Z, =WZLW, Zy=WZW,
T=T7"' G=GW, Gg=GW, G =GaW, Gg=0G;W, K'=WKT,
Q = diag(WQW, — WQW + WQ.W,0, — WQW,0) e Z = diag(WZiW W Z, W) e
usando o fato que —W (W +d*Z, +(d—d)?Z,)"'W < —2eW +2(W +d*Z, + (d—d)?Z,),

tem-se:

{ qil %éj’“) ] <0, (3.64)

em que

oy = [-FI'P'F 4+ P QP —1I" P lzP7 I
—He(FI [T 'Fs + GP'Fy + GuP'Fy + Gy, P Fs + GgPFy))],
PilA(ak)T + PilKTB(Ozk)T
0
¢y = P~ Aq(ag)” ;

0
TﬁlB(ak)T

Gy =[P Y P '+ d°Z, + (d— d)*Z,) ' P71

Pré- e pés-multiplicando cada termo da desigualdade ([B.64) por Ay, em que

A2 = dlag(_f4 ® P,T,I),

e usando Fy(oy) = [ A(ax) + BK 0 Ag(ow) 0 B(ay) |, pode-se encontrar

_FTPF, +Q — " ZT1 — He(E) Fy(ag)”
. (P47 (d— a2zt | S0 (365)

em que == FgT[F5 + GF1 + GQFQ + GdkFB + GJF4].
Aplicando complemento de Schur, obtém-se

0 = Fy(op) [P+ d*Z, + (d — d)* Zs) Fy(ay) — FILPF +Q — TP Z1T1

Definindo o vetor de estados (, como

Gk = [37;‘5 xz—g SUZ—d,C x}‘f_g ‘b(uk)T} )
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e pré- e pés-multiplicando © em (B.66) por ¢! e (y, respectivamente, recupera-se

G OC = AVi(pr) + AVa(pr) + Ts1(Gr) + Ta2(Gr) — ¥ <0, (3.67)

em que

AVi(pr) = G (Folaw)" PFy(aw) — Ff PG,
AVa(pr) = G QCr,
a1 (Ce) = ¢ (Fo(ow)d® Zy Fo(aw) — TIT 2410y )G,
Ts2(C) = G (Fo(ow)(d — d)? ZoFo (o) — 115 Zoll,) G,
U = (THe(FLT[Fs + GFy + GaFs + Ga, Fs + GaFa]) G = 2(d ()T T (uy + Gay)]).
Adicionalmente pelo Lema 2.1] se x; € S, entao ¥ < 0.

Percebe-se que I'31 (Cx) e I'32((x) em ([B.67)) contém parte de (B.13). De fato, adicionando
e subtraindo Ty e To em I'31((x) e I's2((x), com

k
Ti = (2 — 2p—a) Z1 (2 — 24—a) + d Z yJTZija e

i=k—d+1
k—d
Ty = (h-a— 20xa, +T5-0)" Zo(tha — 20k g, +Tig) + (d—d) D ] Zoy;, (3.68)
i=k—d+1

resulta em

Fa1(Ge) + Y1 — Ty 4 Tsa(Ce) + Yo — Yo = AVi(er) + Tl + Yz (3.69)

em que
k
Ty = —(z —2pa) Z1(2 — 24g) +d Z y; 2195, (3.70)
i=k—d+1
k—d
i=k—d+1

Aplicando-se as condigbes do Lema [B.1] e a Observacao B, tem-se que ambos os
termos, I'; e I'y, sdo positivos. Assim, substituindo o lado direito de (3:69) em ([B67) e

usando o Lema 2.1 pode-se concluir que

AV (pr) = 2(p () Tld(ur + Gap)]) < G OG < 0. (3.72)

Portanto, pode-se concluir que a factibilidade de ([B.61I]) garante a estabilidade robusta

local do sistema linear discreto no tempo com atraso variante nos estados sob a lei de
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3.3. Condicao - II

controle (3.2]), para um conjunto inicial adequado de condigoes iniciais, e fungdes de classe
K dado por ki(||zk]]) = €1]|zk||, com as seguintes variaveis pequenas o suficiente €; > 0,

Ra(llenll) = Amax(P)[lzell* + prllonll* + p2l| Apel|* € rs([lkl]) = €sllzx]®, para algum e; real

positivo.

Se a factibilidade de ([3.62)) também é verificada, pode-se pré- e pds-multiplicar a LMI
[B.62) por diag{l, ® P,1} e sua transposta respecticvamente, e aplicar Complemento de

Schur para obter

P 0 0 0 K% -G Kb -G6h1"
Q1 0 01 1 =Gy |1 | —Ga
x x Qy 0| = | =Gau ug(@ =Gy
xox o ox —G i) —Gap)

Entdo, pré- e pés-multiplicando a desigualdade anterior por ¢ e (7 respectivamente com
¢ = [z} x4 xi_4 = 5] e usando o Lema B2 obtém-se 1 > V(px) > af Pxy +
xf_dlek—ﬁxf_deﬂk—dk+$k_JQ2$k_J > |Uk(£>—wk(€)|2/ ug(@, com wy = G+ Gaty—g+
Gr—da,Tk—a, + Ggry,_g. Portanto, é garantido que x € S e assim o Lema 2.1] é verificado

completando a prova. "

Observe que, o Teorema engloba o caso da incerteza e do atraso invariante no
tempo, isto é. d = d. Nesse caso, as expressoes em (3.39) e ([3.40) sao reescritas como

p1 = dm e py = d*(1+ d)n3/2, respecticvamente.

Uma consideracao importante que deve ser feita a respeito desta abordagem é que,
assim como na condi¢cao anterior, ainda hé necessidade de ajustar o parametro €, mas
agora, no Teorema[3.2], é apenas um parametro (no Teorema[3.Isdo dois escalares: € e €5).
Assim, essa formulacao apresenta uma vantagem em relacao a anterior. Porém, isso ainda
é um inconveniente que torna o processo de sintese mais custoso computacionalmente,
pois como ja mencionado, essa tarefa de buscar o melhor valor para esse parametro nem
sempre ¢ facil, pois a escolha inadequada desse valor influencia diretamente no resultado,

podendo até gerar a infactibilidade da solugao.

O Teorema pode ser simplificado considerando w, = Gz, em que é obtido o

seguinte corolario que conduz a uma menor estimativa da regiao de atracao.

Corolario 3.2. Considere o sistema [31 e suponha que existem matrizes simétricas
W=0cR™ Q =0cR™, Qy=0€cR™, Z =0&RY eZy,=0€& RV,
matrizes K € R™", G € R™™, uma matriz diagonal T = 0 € R™™ e um escalar € > 0

tais que as LMIs
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Oy Dy(i) .
{ . D <0, Vie][l,N] (3.73)
W KL -G
[ () (0) ] =0, Ve € [1,m], (3.74)
* Ug ()
sao verificadas, em que
¢ = [-F{WF +Q-1"ZIl - He(FI[TFs — GF)) |,
dy(i) = [AWH+BK 0 AgW 0 BT,
(I)3 = [ —25W+€2(W+d221 +<g—d)222 ],
Q = diag(@la - Ql + Q2707 - Q?uo)u

diag(Zl,Zg),

R A

N
Il

11, 0 [ =21 1 0]
K = 1[10000],
Fso = [0000 1],

Entao o sistema em malha fechada (37), com o ganho do controle robusto dado por

K=KW™ (3.75)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condicoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em ([B33), V dado em (3.34) e B(ry,r2) com (B.37)-(3.40).

Prova: A prova do Corolario segue a mesma ideia da prova do Teorema B.2] substi-
tuindo (3.43) por w = Guy. .
3.3.1 Procedimento de Otimizacao

Um procedimento de otimizacao pode ser associado ao Teorema [3.21e ao Corolario 3.2,
que tratam apenas o problema de factibilidade, para maximizar o tamanho dos conjuntos

C,V e B(ry,re). Para isso, propoe-se o seguinte procedimento de otimizagao.
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3.3. Condicao - II

( 5
min trago(ZBjHj>
j=1
sujeito a (B5D), G5,
Jy = H I, . (3.76)
I wj="°
H; I
_ | =
\ {1 WT+W—XJ—0’

em que 3; > 0 sao ponderacoes, H; € R"™" e X; corresponde a j-ésima matriz da lista

{Q1,Q2, 21, Zo}.

Observe que, se ([B.70) é factivel, entdo tem-se W7 + W — X; < WX,;W que é usado
para substituir o bloco (2,2) de ([B.76). Aplicando complemento de Schur, obtém-se
H; = W=IXW~L Por causa de X; = WX,;W, com X, sendo a j-ésima matriz na
lista {Q1,Q2, Z1, Z>}, tem-se H; = X; e entdo a minimizacdo de trago(H;) leva a mini-
mizacao de trago(X;). Adicionalmente, 3; pode ser usado para ponderar os efeitos de
cada matriz da funcao de Lyapunov-Krasovskii candidata. Note que para o Corolario 8.2
o procedimento de otimizacao é o mesmo, apenas substituindo ([B.61)) e ([B.62) por (B.73))
e ([B.74) respectivamente.

3.3.2 Exemplos Numérico

FExemplo 1:

Considere o sistema discreto no tempo (3.1 com matrizes conhecidas dadas por (B.58))
mostradas no exemplo da condi¢ao anterior e sujeito as mesmas condicoes previamente
mencionadas. O atraso é constante d = d = 5, e a entrada saturante é limitada em
u = 15. O objetivo é projetar a lei de controle saturante (3.2)) tal que o sistema em malha
fechada tenha o maior conjunto de condigoes iniciais. Foram utilizados € = 1, (esse valor
foi escolhido através de testes que levassem a uma solucao factivel com um maior valor
para o raio) e o procedimento de otimizac¢ao Jo, com By = 1 e 51 = 53 = B4 = f5 = 0.
Foram testadas algumas combinacoes e verificado que, dentre as testadas, a ponderagao
nao nula apenas de (3, levou a estimativas maiores para as regioes. O Teorema e o
Corolario podem ser usados para estimar o conjunto de condicoes iniciais como uma
bola de raio r no espaco R?, isto é, todos os estados z;,j € [0, —d] possuem ||z;|| < 7.
Foram testados o Teorema e o Corolario e os valores do raio r sao mostrados na

Tabela B.3] juntamente com uma condicdo ja existente na literatura.
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Tabela 3.3: Raio da Regiao de Atragao - Condigao I - Exemplo 1.

Condigao Raio
Teorema r = 76.268
Coroldrio r=72.142

(Chen et al. , 2019) | r = 72.596

Pode-se observar que o resultado obtido para o Teorema ¢ melhor (aproxima-
damente 6% maior) do que o obtido pelo Corolario e que os resultados estao bem
préximos do valor ja encontrado por (Chen et al. |, 2019), sendo que para o Teorema

foi obtido uma valor maior.

FEzemplo 2: Considere o sistema variante no tempo (B.J]) com dois vértices dados por
B359) e (3.60) mostradas no exemplo da condigao anterior e sujeito as mesmas condigoes
previamente mencionadas. O atraso é dj, € [2,4], e o sinal de controle saturado é u = 10.
Como feito no Exemplo 1, foi usado o procedimento de otimizagao Jo com [ = 5 = 53 =
0, B4 = B5 = 1. Foram testadas algumas combinagoes e verificado que, dentre as testadas,
a ponderacao nao nula de 34 e O5 levou a estimativas maiores para as regides. Além disso,
foi utilizado £ = 1 (esse valor foi escolhido através de testes que levassem a uma solugao
factivel com um maior valor para o raio). Foram testados o Teorema [3.2le o Corolério

e os valores do raio r sao mostrados na Tabela 3.4

Tabela 3.4: Raio da Regiao de Atragao - Condigao II - Exemplo 2.

Condicao Raio
Teorema r = 47.599
Corolério r = 39.369

Mais uma vez, verifica-se que o resultado obtido para o Teorema ¢ bem melhor

(aproximadamente 21% maior) do que o obtido pelo Corolério

Baseado nos dois exemplos anteriores, percebe-se que a inclusao dos termos Gg4, Gg, €
(G 7 na proposicao do sinal wy, que esta presente na condigao generalizada de setor, aumenta

o tamanho da estimativa da regiao de atracao.

3.4 Condicao - III

Foi investigada outra formulagao sem utilizar o Lema de Finsler, utilizando novamente
complemento de Schur e as contribuicoes preliminares. Essa nova condic¢ao tem a vantagem
de nao depender de nenhum ajuste de parametro sendo, por isso, considerada pela autora,

o principal resultado deste trabalho, e mostrada no teorema a seguir.
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3.4. Condigao - III

Teorema 3.3. Considere o sistema[31 e suponha que existem matrizes siméltricas P =
Pl —-0eR™, Q =Q ~0eR”™, Q,=QF -0 R, Z, = Z] -0 e R™,
Zy = ZI = 0 € R™™, ¢ matrizes K € R™", G € R™" Gy € R™", G, € R™™
G3 € R™™ e uma matriz diagonal T = 0 € R™™ tais que as LMIs

q)l @2(1) .
L Yy <0, Viell,N] (3.77)
__ -
P00 0 Ky =Gy
* ok Q2 0 =Gy | =0 Ve [Lm] (3.78)
* x Kk Qs —G’dfw
* ok x * ug(@
sao verificadas, em que
O = Q- FI'PF, —UTZI — He(FI[TFs + GFy + GaFy + Gy, F3 + G3Fy))
@2(2) = [AZYT—FBZK 0 AdiYT 0 BZ‘TT}T,
Y = P+dZi+(d—d)*Zs,
Q = diag(@lv_Ql+Q27O7_Q270)u
Z = diag(Zl,Zg),
0 - [Wm]_[f -1 0 00
oI 0 I —2I I 0o’
F = [ 00 0 0],
K = 1[0100 0],
Fs, =100 10 0],
F, = [000 1 0],
s = [0000 I].

Entao o sistema em malha fechada [B.4]), com o ganho do controle robusto dado por
K=Ky (3.79)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condigoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em ([B33), V dado em ([B.34) e B(ry,r2) com (B3.37)-(3.40).

Prova: Da factibilidade de (B8.77), a positividade de (3.6) e Y sao garantidas. Consi-
derando P = YPY, Q1 = YQ\Y, Qa = YQ2Y, Zy = YZ\)Y, Zy =YY, T =T,
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3.4. Condigao - III

G=GY, Gy =GqY, Ggy, = Gy Y, Gg = GgY, KT = YKT, usando [B3), pre e pés

multiplicando a desigualdade resultante por
Az = diag(L, @ YT 1),

e sua transposta, respectivamente, multiplicando a desigualdade resultante por ay ), e

resumindo ¢ = 1,..., N, obtém-se
D, Fo(Oék)T_ <0
x —Y(P+d’Z,+ (d—d)*Z,)Y ’

em que Fy(ay) = [A(ozk) +BK 0 Aylag) O B(ak)} e = —FIPF+Q—-TI"ZII —
He(FITIFs + GFy + GaFy + Gy, F3 + GgFy)). De (B3) e com as definigoes mencionadas
para P, Zy, Zy é possivel escrever Y = (P + d*Z, + (d — d)?>Z,)~", que permite obter

{@1 Fo(ax)”

* _<P+d221+(d_d)222)1:| '<O

Aplicando-se complemento de Schur nessa ultima desigualdade, obtém-se
o= Fo(ozk)T<P +d2 7y + (d— c_l)2Z2>F0(ozk) ) (3.80)

Aqui, é necesséario mostrar que © < 0 garante (3.0]), permitindo assim concluir sobre a
estabilidade robusta local do sistema em malha fechada (2.I6]). Entao, usando (3.6)-(3.9)

e definindo o vetor de estados (i como

T
Gk = [37;‘5 xz—g SUZ—d,C x}‘f_g ‘b(uk)T} )

pré- e pés-multiplicando © em ([3.80) por ¢/ e (., respectivamente, recupera-se

G OC, = AVi(er) + AVa(pr) + a1 () + Tsa(Ge) — ¥ < 0, (3.81)

em que

AVi(pr) = G (Fo(aw)" PFy(ag) — FY PFy)C,
AVa(pr) = G QCr,
a1 (Ce) = G (Fo(ow)d* Zy Fo(aw) — T Z4T0y )G,
Ta2(C) = ¢ (Fo(ow)(d — d)? ZoFo (o) — 115 Zoll5) G,
U = ( He(FY T[Fs + GFy + GaFs + G, Fs + GaFa)) e = 2((uw) Tl (ur, + Gay)]).
O restante da prova é a mesma usada para o Teorema

Portanto, pode-se concluir que a factibilidade de ([B.77) garante a estabilidade robusta

local do sistema linear discreto no tempo com atraso variante nos estados sob a lei de
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controle (3.2]), para um conjunto inicial adequado de condigoes iniciais, e fungdes de classe
K dado por ki(||zk]]) = €1]|zk||, com as seguintes variaveis pequenas o suficiente €; > 0,

Ra(llenll) = Amax(P)[lzell* + prllonll* + p2l| Apel|* € rs([lkl]) = €sllzx]®, para algum e; real

positivo.

Se a factibilidade de ([B.78]) também é verificada, pode-se pré- e pds-multiplicar a LMI
B.78) por diag{l, ® YT 1} e sua transposta respecticvamente, e aplicar Complemento
de Schur para obter

P 0O 0 0 K% -G Kl -G6h1"
* Q1 00 —GM 1 Gd(f)
ox Qo 0 T =Gaw | uyy | —Gaw
xox o ox —G i) —Gap)

Entao, pré- e pés-multiplicando a desigualdade anterior por ¢ e ¢7 respectivamente com
¢ = [z} x4 xi_4 5] e usando o Lema B2 obtém-se 1 > V(px) > af Pxy +
Th—g @10+ T_g, Q2Th—a, + T4 gQ2T)—q = |u(e)—wr(o)|* /g gy, com wi = Grp+Gary—gt
Gr—a,Tk—a, + Ggr,_g. Portanto, é garantido que x, € S e assim o Lema 2.1] é verificado

completando a prova. "

Observe que, o Teorema [B.3] engloba o caso da incerteza e do atraso invariante no
tempo, isto é, d = d. Nesse caso, as expressoes em (3.39) e ([B.40) s@o reescritas como

p1 = dm e py = d*(1+ d)n3/2, respecticvamente.

Uma consideracao importante que deve ser feita a respeito desta ultima abordagem
é que, diferente das duas anteriores, nela, nao é necessario ajustar nenhum parametro
e. Isso é uma vantagem, uma vez que o ajuste errado desse parametro pode levar a
resultados piores ou até gerar a infactibilidade da solucao. Essa caracteristica faz com
que essa condicao seja, em geral, menos conservadora do que as outras duas apresentadas

anteriormente.

O Teorema pode ser simplificado considerando w, = Gz, em que é obtido o

seguinte corolario, que conduz a uma menor estimativa da regiao de atracao.

Corolario 3.3. Considere o sistema [3.1 e suponha que existem matrizes simétricas
P=P'=0cR™ Q=QT =0cR™, Q, =QF =0 R™™, Z, = ZT = 0 € R,
Zy = ZT = 0 € R™™, e matrizes K € R™", G € R™" Gy € R, G, € R™™,
G3 € R™" e uma matriz diagonal T = 0 € R™™ tais que as LMIs

[‘1)1 Dy

. _Y]«), Vi € [1,N], (3.82)
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P KT _ar
{ @, “)] =0 Ve [l,m], (3.83)
o Y
sao verificadas, em que
®, = Q- FI'PF, —1I"ZIl — He(FY [T Fs + GFy))
(I)Q(z) = [AzYT + BZK 0 AdiYT 0 BZ,TT}T ,
Y = P+dZi+(d—d)*Zs,

Q = diag(Q, — Qi+ Q2,0, — Q2,0),

A = diag(Z,2s),

" :[Hl]:{[ -1 0 00
I, 0 I -2 I 0]’

FF = 1[I 00 0 0],

Fs = [0000 I].

Entao o sistema em malha fechada [B.4), com o ganho do controle robusto dado por
K=Ky, (3.84)

€ localmente assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condicoes iniciais veri-

ficadas no conjunto C dado em ([B33), V dado em ([3.34)) e B(ry,r2) com (B.37)-(3.40).

Prova: A prova do Corolario segue a mesma ideia da prova do Teorema B.3] substi-
tuindo (3.43)) por wy = Gxy. .

3.4.1 Procedimento de Otimizacao

Um procedimento de otimizacao pode ser associado ao Teorema [3.3]e ao Corolario 3.3,
que tratam apenas o problema de factibilidade, para maximizar o tamanho dos conjuntos

C,V e B(ry,rs). Para isso, propoe-se o seguinte procedimento de otimizagao.

( 5
min trago(ZBjHj>
j=1

sujeito a B17), B1), e (3.85)
H, I
[1 YT—l—Y—XJiO’

[
w
I

\
em que 3; > 0 sao ponderacoes, H; € R"*" e Xj corresponde a j-ésima matriz da lista
{pu Qlu Q27 Zlv ZQ}
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Observe que, se ([B.80) é factivel, entdao tem-se Y +Y — X; < Y X,Y que é usado
para substituir o bloco (2,2) de ([B.85). Aplicando complemento de Schur, obtém-se
H; = Y7'XY~!. Por causa de X; = YX,;Y, com X, sendo a j-ésima matriz na lista
{P,Q1,Q2, 21, Z>}, tem-se H; = X, e entdo a minimizagao de trago(H;) leva a minimi-
zagao de trago(X;). Adicionalmente, §; pode ser usado para ponderar os efeitos de cada
matriz da funcao de Lyapunov-Krasovskii candidata. Note que para o Teorema B.3 o

procedimento de otimizagao é o mesmo, apenas substituindo ([B.77) e (B.78) por (3.82) e
([B:83) respectivamente.

3.4.2 Exemplos Numérico

Ezxemplo 1:

Considere o sistema discreto no tempo (3.1]) com matrizes conhecidas dadas por (3.58))
mostradas no exemplo da condi¢ao anterior e sujeito as mesmas condicoes previamente
mencionadas. O atraso é constante d = d = 5, e a entrada saturante é limitada em
u = 15. O objetivo é projetar a lei de controle saturante ([B.2]) tal que o sistema em
malha fechada tenha o maior conjunto de condigoes iniciais. Foi usado o procedimento
de otimizacao J3, com [y = 1 e f; = B3 = B4 = P5 = 0. Foram testadas algumas
combinagoes e verificado que, dentre as testadas, a ponderacao nao nula apenas de [
levou a estimativas maiores para as regides. O Teorema [3.3] e o Corolério B.3 podem ser
usados para estimar o conjunto de condigoes iniciais como uma bola de raio r no espaco
R?, isto ¢, todos os estados x;,j € [0, —d] possuem ||z;|| < r. Foram testados o Teorema
B3 e o Corolario B.3] e os valores do raio r sdo mostrados na Tabela juntamente com

uma condi¢ao ja existente na literatura.

Tabela 3.5: Raio da Regiao de Atracao - Condigao III - Exemplo 1.

Condigao Raio
Teorema B.3] r=76.275
Coroldrio 3.3l r="72.154

(Chen et al. , 2019) | r = 72.596

Pode-se observar que o resultado obtido para o Teorema ¢ melhor (aproxima-
damente 6% maior) do que o obtido pelo Corolario e que os resultados estao bem
préximos do valor ja encontrado por (Chen et al. |, 2019), sendo que para o Teorema 3.3

foi obtido uma valor maior.

Assim, percebe-se que a inclusao dos termos Gy, G4, e G na proposicao do sinal wy,
que esta presente na condicao generalizada de setor, aumenta o tamanho da estimativa

da regiao de atragao.
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Devido a auséncia de parametros de ajuste, essa condicao é considerada pela autora
coma a principal contribuicao desse trabalho. Por isso, esse exemplo foi mais explorado,

utilizando para o restante do exemplo o Teorema B.3]

Para o Teorema [3.3], foram encontrados r = 76.275, p; = 6.8900 x 107>, py = 4.5474 x
1072, p3 = 2.2737 x 107°. Portanto, isso ilustra que a abordagem deste trabalho leva
a uma bola maior de condicoes iniciais. No entanto, essa abordagem permite propor
conjuntos mais gerais. Por exemplo, se for escolhido r; = 74 e 79 = 0, pode-se escolher

como uma sequéncia de condigoes iniciais

o= an ] ol ] )

que tem |[po]| = 117.66.

Assim, a abordagem aqui proposta permite lidar com norma muito maior que as

encontradas nos trabalhos mencionados.

Ezemplo 2: Considere o sistema variante no tempo (B.I) como dois vértices dados por
B19) e (3.60) mostradas no exemplo da primeira condigao e sujeito as mesmas condigdes
previamente mencionadas. O atraso é dy € [2,4], e o sinal de controle saturado é u = 10.
Como feito no Exemplo 1, foi usado o procedimento de otimizagao J3 com f; = [y =
B3 =0, B4 = B5 = 1 para calcular a maior bola em R? (r; = r e roy = 2r) para condigoes
iniciais ¢ 4. Foram testadas algumas combinagoes e verificado que, dentre as testadas,
a ponderacao nao nula de (84 e (5 levou a estimativas maiores para as regioes. Foram
testados o Teorema [3.3 e o Corolario e os valores do raio r sao mostrados na Tabela
3.6

Tabela 3.6: Raio da Regiao de Atragao - Condigao III - Exemplo 2.

Condigao Raio
Teorema r =49.093
Corolario r = 40.689

Mais uma vez verifica-se que o resultado obtido para o Teorema ¢ bem melhor

(aproximadamente 21% maior) do que o obtido pelo Corolario 3.3

Assim, percebe-se que a inclusao dos termos G4, G4, e G4 na proposigao do sinal wy
que esta presente na condi¢ao generalizada de setor, aumenta o tamanho da estimativa

da regiao de atracao.
Assim como no exemplo anterior, esse também foi mais explorado, utilizando para o
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3.4. Condigao - III

restante do mesmo o Teorema

O valor do raio r = 49.0930, obtido pelo Teorema 3.3 que produz a bola B; e o elipséide

C; sdo mostrados na Figura 3] (linha preta tracejada).

100

Tk,(2)

_1 00 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
Tk, (1)

Figura 3.1: Regiao de Atracao.

Se os estados atrasados sao assumidos para ser metade desse valor, isto é, r = 24.55
entdo obtém-se a bola By e o elipséide Cy mostrados na Figura 3.1 (linha azul continua).
Nesse tltimo caso, a sequéncia o4 pode ter norma tao grande quanto 286.4. Também
é possivel notar que, como o raio r; (com 7y = 2r;) diminui, o tamanho da regiao C

aumenta.

Esse efeito foi investigado pegando valores de raio igualmente espagados de 4.90930 <
r < 49.0930: para cada valor de 7, com r; = 7 e ry = 2r, foram usados vetores z_; € R?
na borda do conjunto B(r,2r) (assim, x_; com mdédulo igual a r e angulo 6 com o eixo
horizontal dado ao longo de um meio ciclo). Para cada par (r,0) foi calculado a drea do
respectivo conjunto C: S¢ = 7(1 —v)/v/det P e v dado por (8:36). As areas obtidas sao
mostradas na Figura 3.2

A érea do conjunto C (associado a () aumenta quando a norma dos estados atrasados

é reduzida.
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55 -

45 -\\// -
35 —\// -

3 r=49.093 .

2.5 | | | | | | | | |
-40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 3.2: Area de C, Sc, para 4.90930 < r < 49.0930 e x_; tomadas na borda de
B(r,2r).

Por fim, a Tabela B.7 mostra o efeito do valor do atraso méximo no raio da regiao.

Tabela 3.7: Variagao do Raio em Funcao do Atraso Maximo.

d=4 d=5 d=26 d=17
Teorema 3.3 | 7 =49.093 | » = 38.233 | r = 30.785 | r = 24.943
Corolario r=40.689 | r =28.272 | r = 20.561 | r = 15.479

Isso ilustra como a abordagem aqui proposta de estimativa da regiao de atragao pode
levar a resultados menos conservadores comparados a outras condicoes encontradas na

literatura.

3.5 Consideracgoes Finais

Neste capitulo foram mostradas trés importantes contribuicées. A primeira foi apre-
sentar uma desigualdade de somatérios responsavel por atrasos varidveis no tempo. A
segunda foi propor uma nova caracterizagao do conjunto admissivel de sequéncias iniciais
que consiste na definicao de trés conjuntos, produzindo sequéncias iniciais maiores do
que abordagens semelhantes na literatura. E por tultimo foi verificado que a inclusao de
termos no sinal wy para representar a condicao generalizada de setor, aumenta o tamanho
da estimativa da regiao de atracao. Utilizando essas contruibuicoes, foram apresentadas
trés abordagens para resolver o problema proposto. Para a autora, o principal resultado
deste trabalho é o Teorema devido a inexisténcia de parametros a serem ajustados,

pois esse ajuste é uma tarefa dificil que pode gerar até a infactibilidade da solucao.
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3.5. Consideracoes Finais

A fim de comparar as trés condi¢oes desenvolvidas neste capitulo, os resultados obtidos
pelos teoremas B B.2], e B.3] sao mostrados nas tabelas B.8 e para os exemplos 1 e
2 respectivamente. Para o primeiro exemplo, os resultados obtidos neste trabalho sao

comparados com outros ja existentes na literatura.

Tabela 3.8: Raio da Regiao de Atragao - Comparacao Exemplo 1.

Teorema Raio
Teorema [3.1] r = 74.558
Teorema r = 76.268
Teorema [3.3] r="76.275

(Chen et al. , 2019) | r = 72.596
(Zhang et al. , 2011) | r = 73.693

(Xu et al. ,2012) | r=63.029
(Chen et al. , 2014) | r = 68.491

Tabela 3.9: Raio da Regiao de Atragao - Comparacao Exemplo 2.

Teorema Raio
Teorema 311 | r = 55.470
Teorema [3.2] | r = 47.599
Teorema [3.3] | » = 49.093

Na Tabela B.§ pode ser visto que para o Exemplo 1, o maior valor de raio obtido,
foi para o Teorema [3.3 J4 para o Exemplo 2, o maior valor de raio obtido, foi para o
Teorema [B.1] como mostrado na Tabela 3.9 Assim, pode-se concluir que, a escolha de
qual condicao usar, depende de cada caso especifico, sendo que cada uma é melhor para
uma determinada situacao. Vale ressaltar que, para o Teorema [3.1] ha a necessidade de

ajustar os parametros €; e €5 0 que em determinadas circunstancias pode nao ser viavel.
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Capitulo

Abordagem por Sistema Aumentado

Como ja mencionado no Capitulo 1, o objetivo deste tabalho é projetar um ganho de

controle K por realimentacao de estados dado por

que garanta a estabilidade local assintética do sistema linear discreto no tempo com atraso
nos estados e saturacao de atuadores dado por
Thy1 = A(Oék)l‘k —+ Ad(ak)xk_dk —+ B(ak)sat(uk),

Vk >0 i (4.2)
Tk = po(k), Vk € [—d, 0],

em que o atraso é dado por d, € [d,d]

A saturacao é representada por uma funcao do tipo zona morta dada por

od(uy) = sat(ug) — ug, (4.3)

a qual pertence a um setor. Devido a saturacao, é necessario estimar uma regiao, contida
na regiao de atragao, para a qual todas as trajetdrias iniciadas em seu interior permanegam

nessa regiao e convirjam assintoticamente para a origem.

Para resolver esse problema, neste capitulo, o sistema (42]) é reescrito como um sis-
tema aumentado livre de atraso e chaveado pelo valor do atraso. Sao apresentadas duas
abordagens: a primeira usando uma abordagem direta, por complemento de Schur como

feito em (Silva, 2016), e a segunda usando o Lema de Finsler (veja Apéndice (A.T)).

4.1 Definicao do Sistema Aumentado

A ideia central desta abordagem consiste em reescrever o sistema (£.2) como um sis-

tema aumentado, livre de atrasos, e chaveado pelo valor do atraso. Neste caso, deseja-se
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4.1. Definicao do Sistema Aumentado

encontrar um ganho de controle K por realimentacao de estados que garanta a estabili-
dade local assintética em malha fechada do sistema linear discreto no tempo e saturacao
de atuadores. Essa abordagem ¢ menos conservadora do que a descrita no capitulo an-
terior (veja por exemplo os trabalhos (De Souza et al. |, 2018) e (Silva et al. |, 20184)),
entretanto requer um esforco computacional muito maior devido a maior complexidade
das LMIs obtidas.

Assim, o sistema (4.2]) pode ser reescrito como (Hetel et al. |, 2008):

Tp1 = Aag) Ty, + B(oy)sat(ug), (4.4)

em que o estado aumentado, Ty, é definido por
Tk
Tr—1
xk — $k—2 E Rnx(d+l)

Y

Tp—q

e a matriz que define a dinamica e a matriz de entrada sao dadas por

Alag)+Ty Ty - T4 '
Alay) = { (o) + Lo 7 L i1 4| (4.5)
nd ‘ Ondxn
em que
- Ad(ak) se 1= dk Vi € [0 J] (4 6)
b Opxn S€ i Fdy ! T '
e
T
B(ax) = [ B (ar) Opna | (4.7)
Usando a fun¢ao zona morta descrita no Capitulo 2, aqui definida como
(b(ﬂk) = sat(ﬂk) — Uy, (48)
e a lei de controle
u, = Ky, (4.9)
em que o ganho aumentado é dado por
K=[K, 0 --- 0], (4.10)
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4.2. Caracterizacao da Regiao de Atracao

¢ possivel substituir em (4.4]), e obter o sistema incerto discreto no tempo com entrada

saturante e chaveado pelo valor do atraso dado por

A estrutura do ganho K pode ser diferente como mostrado em (De Souza et al. |, 2018)
e (Silva_et al.|,12018a). No entanto, neste trabalho apenas a estrutura proposta em (L.10) é
investigada, mantendo, portanto, a mesma lei de controle usada no Capitulo 3. Estruturas

mais completas, certamente resultam em condigoes menos conservadoras.

4.2 Caracterizacao da Regiao de Atracao

Devido a saturacao, é necessario fazer a caracterizacao da regiao de atragao. E utilizada

uma candidata a fungao de Lyapunov dada por
V(%) = i} Piy. (4.12)

aso seja uma funcao de Lyapunov, entao é possivel definir um conjunto de
C f de L t 1 defi to d

nivel dado pelos estados 7j, tais que
TPy, < 1.

Dessa forma, tem-se que uma estimativa possivel para a regiao de atracao R4 pode
ser dada pelo conjunto elipsoidal £(P,1) = {Z, € R™¥ : 7,Pi;, < 1}. Pode-se entdo,

calcular o raio da maior bola inscrita nesse conjunto elipsoidal, usando-se a restrigao
~T s ~ 12
$kP$k < )‘maX(]P))kaH <1,

que pode ser reescrita como

~ 1

Dependendo da maneira como as condig¢oes para sintese do ganho sao desenvolvidas,
pode-se obter uma condicao convexa que dependa de P ou de W = P~!. Assim, sdo
apresentadas duas condicoes de sintese para resolver o problema: a primeira desenvolvida
de forma direta e expressa em termos de W como em (Silva, 2016), e a segunda proposta
usando Lema de Finsler e expressa em termos de P. Os exemplos foram programados no
Matlab usando YALMIP e o solver LMI Lab.
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4.3. Formulacao sem Uso de Lema de Finsler

4.3 Formulacao sem Uso de Lema de Finsler

A primeira condicao é desenvolvida diretamente, e a candidata a funcao de Lyapunov

dada em (£I2)) é expressa em termos de W = P~! como feito em (Silva, 2016) tendo assim

V(%) = T Wa, > 0, (4.14)
para T # 0, em que Zj é o vetor de estados aumentado, e W é uma matriz simétrica

definida positiva em R™dH1)xn(d+1),

Assim, pode-se estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Considere o sistemal{.3 e suponha que existe uma matriz simétrica W >
0 € RUHD*ndD) yma matriz diagonal R € R™™ e matrizes U € RM@Dxn(d+1) 7

R7*(dHD) e § e RMAHD tais que as LMIs

W AZ’J‘U +BZZ BZR | Vi € []_’N]’
x W-U'-U -ST | <0, _ ~ (4.15)
* * —2R ] vj € [C—la ]7
~-W+U+UT 7T, — ST ]
U @O, "0 =0  Vell,m] (4.16)
* Upey |

Entao o sistema (4.4) em malha fechada, com a lei de controle {{.9), com ganho dado por

K=27zU"", (4.17)

€ localmente assintoticamente estdavel para qualquer sequéncia de condi¢oes iniciais tais
que i’o € £<W71,1) = {i’o € Rn(JJrl) . ka’lzi’k < 1}

Prova: Se a LMI ([A.13]) é verificada, entdo a positividade de (£.14) é garantida. Consi-
derando Z = KU, S = GU, R =TT, e utilizando o fato que —UTW U < W -UT —U
em (4.15]), obtém-se

~W  A(ap)U + B(ap) KU B(ay)T T

* ~UTW-tu ~UTGT | <o0. (4.18)
* * —27 T

Aplicando a transformagao de congruéncia que consiste em pré- e pés-multiplicar (ALI8])

por AT e Ay, em que

Ay = diag(I,U ' T),

tem-se
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4.3. Formulacao sem Uso de Lema de Finsler

W A(Oék) —+ ]B(Ozk)K ]B(Oék)
* ~W-! -GT'TT | <0. (4.19)
* * =27

Aplicando complemento de Schur obtém-se

W[ Alog) + B(ow) K B(ow) | + —WT —GTY < 0.

* =27
(4.20)

Pré- e pés-multiplicando respectivamente a equagao (£20) pelo vetor de estados X}

B(a)"

e X, em que

pode-se encontrar

[(A(ag) + B(ar)K)Zx + Bak)d(ur)]" W (A(ax) + Blar)K)Zk + Blax)d(u)]
— FLW T — ¢(ur) T o(ur) — dlur) " TGE, — ¢lur) " To(ur) — E.GT T d(ur). (4.21)

Utilizando (4.11)) em (4.21]), tem-se

T W T — 3 Wy,
- ¢(Uk)TT¢(Uk) - ¢(Uk)TTGSZ’k - ¢(Uk)TT¢(Uk) - szTTTWUk)- (4.22)

Reagrupando (£.22)) obtém-se:

AV — 2(¢(K:,;k)TT[¢(K:Z~k) + G:Ek]) <0. (4.23)

Portanto, pode-se concluir que a factibilidade de ([AI3]) é verificada e a estabilidade
local do sistema linear discreto no tempo sob a lei de controle (£.9) com ganho dado por

([@17) é garantida sempre que as trajetérias dos estados evoluem dentro do conjunto S.

Além de verificar (£.15), é necessario verificar (4.I6]), para garantir que a condigao de
setor ¢ vélida. Considerando Z = KU, S = GU, e UTWU > —W + UT + U em (&I0),

obtém-se:

Tyy—1 TwWT T T
UTWU . UTKY, - UT G,

N =0, Vle[lm)]. (4.24)

Uo(e)
Definindo UT = F~! e aplicando a transformacdo de congruéncia que consiste em
) s

pré- e pés-multiplicar [{24) por As e AT em que

As = dl&g(F,I),
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4.3. Formulacao sem Uso de Lema de Finsler

obtém-se

—1 T T
W= Ky N Gl

= 0, Ve € [1,m]. (4.25)
Aplicando complemento de Schur tem-se
_ 1
Wl — (K&) — G&))%(K(@ — G(g)) > 0, Ve € [1,m]. (4.26)

Pré- e pés-multiplicando respectivamente a equagao (&26]) pelo vetor de estados 77 e
Ty, tem-se:
Trry—1 ~ - 1 -
BW T, — 3 (Kl — G&))UQ—(K(Z) — Go))Zx > 0. (4.27)
0(e)
Portanto verificando a LMI (4.10]), garante-se que qualquer trajetéria em malha fe-

chada que comega em £(W~1 1) permanece em S. n

4.3.1 Procedimento de Otimizacao

Um procedimento de otimizacao pode ser associado ao Teorema [4.1] que trata apenas
do problema de factibilidade, para maximizar S. Para isso, propoe-se o seguinte procedi-

mento de otimizacao.

min trago(H)

. E13), @I8), e (4.28)
sujeito a H I = 0,
* W
Observe que, se ([L28)) é factivel, entao aplicando complemento de Schur, obtém-se
H > W~! e entdao a minimizagao de trago(H) leva a minimizacao de trago(W1), e,

portanto, a maximizacao do elipsoide correspodente a estimativa da regiao de atragao.
Observacao 4.1. Para encontrar a matriz de ganho estatico K e U adequados, é neces-
sario impor as seguintes estruturas nas matrizes Z e U.

7 = [ZQ 0 ’] U= diag(Uo,Ul), (429)

mxnd

em que Zo € R™" Uy € R™", U, € Rvdxnd ¢ K = ZU L.
Outras estruturas sao propostas em (De Souza, 2017) e (Silva, 2016) que permitem

recuperar diferentes configuragoes para a matrizes de ganho K.
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

4.3.2 Exemplos Numérico

Ezemplo 1: Considere o sistema discreto no tempo (4£.4) com matrizes conhecidas dadas,

como no Capitulo 3, por

1.1 015 0 —0.1 1
A= {0.03 0.8} Ad= [0 0 ] B = {0.1} ! (4.30)

o atraso é constante d = d = 5, e a entrada saturante é limitada em % = 15. O objetivo
é projetar a lei de controle saturante (4.9) tal que o sistema em malha fechada tenha o
maior conjunto de condigoes iniciais. Foi utilizado o procedimento de otimizacao J4. O
Teorema [4.1] pode ser usado para estimar o conjunto de condigdes iniciais como uma bola

de raio r no espago R?, isto é, todos os estados x;,j € [0, —d] possuem ||z;|| < r. Para o

Teorema 4.1l o raio encontrado foi de r = 85.039.

Ezemplo 2: Considere o sistema variante no tempo (4.4 com dois vértices dados, como

no Capitulo 3, por

0.38 0.20 0.01 —0.03 1.98
A= {0.09 1.00} Aa = [0.02 0 ] B = [0.99] ’ (4:31)
0.42 0.20 0.05 0.09 2.02
Ar = [0.11 1.00} Aw = [0.04 0.06} B2 = [1.01} ' (432)
O atraso é di € [2,4], e o sinal de controle saturado é @ = 10. Foi utilizado o

procedimento de otimizacao J4. Para o Teorema [l o raio encontrado foi » = 83.908.

4.4 Formulacao Utilizando Lema de Finsler

A segunda condicao foi desenvolvida utilizando o Lema de Finsler, permitindo a ob-
tencao de LMIs expressas em termos de P. A candidata a funcao de Lyapunov é dada

por

V(%) = @} Piy > 0, (4.33)

para T # 0, em que Ty é o vetor de estados aumentado, e P é uma matriz simétrica

definida positiva em R™dH)xn(d+1),
Assim, pode-se estabelecer o seguinte teorema.
Teorema 4.2. Considere o sistema[{-9 e suponha que existe uma matriz simétrica P = 0

em RMEFDXndHD) - yma matriz diagonal definida positiva R € R™™ e matrizes U €

Rr(@+D)xn(d+l) 7 Rmxn(d+l) o § ¢ Rmxnldtl) o ym escalar positivo € tais que as LMIs
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

—P + He(Ai;U + BiZ)e —Ue+UTAL, +Z"B] —S” + B;Re Vi€ [1,N],
* P-UT-U B R <0, .
« % —2RT \V/] € [da d],
(4.34)
Pzl - S,
0750 | =0 veem) (4.35)
* Ug(p)

Entao o sitema ({-4) em malha fechada, com a lei de controle [A9), com o ganho dado
por
K=27zU"", (4.36)

€ localmente assintoticamente estdavel para qualquer sequéncia de condi¢oes iniciais tais
que i’o S 5(]?,1) = {i’o € Rn(cﬁl) : i’kP.f‘k < 1}

Prova: Se a LMI ([434]) é verificada, entdo a positividade de (£33)) é garantida. Consi-
derando Z = KU, S = GU e P = UTPU em (&34)), obtém-se:

—UTPU + He(A(o)U + B(oy) KU )e

*
*
—Ue + UTA(Oék)T + UTKTB(OJk)T —UTGT + E(O%)R&
UTPU — UT — U B(ay)R <0 (4.37)
* —2RT

Definindo FF = U7 e T = R™T e aplicando a transformacao de congruéncia que

consiste em pré- e pés-multiplicar (£.37) por Ag e Al, em que

A6 = dlag(lg ® F,T),

tem-se

—P + He(FA(ay) + FB(ay)K)e

*
*
—Fe+ Alo)TFT + K'B(ap)"FT —GTTT + FB(ay)e
P—F—FT FB(ay) <0 (4.38)
* —2T7

Usando o Lema de Finsler, a desigualdade (438]) pode ser reescrita como
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

-P 0 -G'T” Fe
* P 0 + | F | [ Alow) +B(an)K —I Bloy) |
* x =27 0 |° p g
~~ R
M(e) X(a)
AT (o) + KTBT (o)
+ ~1I [ FTe FT 0] <0. (4.39)
B(ay)? J o)
g7 (o)

Pré- e pés-multiplicando a equagao ([39) pelo vetor de estados X} e X}, respectiva-

mente, em que

tem-se
Tp P — T PT — o) T () — d(n) " TGy — ¢(tu)" To(ty) — T GT T ()
+ X(a)G(a) + GT ()X (a) < 0. (4.40)

Reagrupando (4.40) obtém-se:

AV — 2(¢(K:zk)TT[¢(K:zk) + G:Ek]) + X(@)G(a) + G(a)" A7 (a) < 0. (4.41)

Portanto, pode-se concluir que a factibilidade de .34 é verificada e a estabilidade
local do sistema linear discreto no tempo sob a lei de controle (£.9) com ganho dado por

(#.30) é garantida sempre que as trajetérias do estados evoluem dentro do conjunto S.

Além de verificar (L.34)), é necessério verificar (A35]) para garantir que a condi¢ao de
setor é valida. Considerando Z = KU, S = GU, e P = UTPU em ([4.35)), tem-se:
Ut UTKEL, - UTGY,
@, @1 >=0, Vee[l,m] (4.42)
Definindo UT = F~!, e aplicando a transformcao de congruéncia que consiste em pré-

e pos-multiplicar (£42) por A7 e AL em que

A7 = dl&g(F,I),

obtém-se

T T
[ P Ky =G

* ug(z)

] =0, Ve [lm] (4.43)

62



4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

Aplicando complemento de Schur tem-se

1
P—(Ka—(ﬂﬂﬁfﬂ&@—Gm)iQ Ve € [1,m]. (4.44)
0(¢)

Pré- e pés-multiplicando respectivamente a equagao (&44) pelo vetor de estados 77 e

Ty, tem-se

T - 1 .
0(6)

Portanto, verificando a LMI (4.35]), garante-se que qualquer trajetéria em malha fe-

chada que comega em £(P,1) permanece em S. .

O Teorema depende de £ que tem de ser buscado a parte para que as condicoes
sejam de fato LMIs. Caso contrario, tem-se BMIs (do inglés Bilinear Matrix Inequality).
Isso é, portanto, uma desvantagem desta formulagao em relagao a anterior. Verifica-se,
no entanto, que uma busca em ¢ pode levar a uma melhora consideravel na estimacao da
regiao de atracao em relacao ao obtido pelo uso do Teorema [.1], conforme ilustrado pelos
exemplos. Além disso, observa-se que as condicoes do Teorema [4.IJ] podem ser recuperadas
a partir das condicoes do Teorema 4.2, fazendo-se ¢ = 0 e operacoes de mudanca de linha

e coluna.

4.4.1 Procedimento de Otimizacao

Um procedimento de otimizacao pode ser associado ao Teorema [4.2] que trata apenas
do problema de factibilidade, para maximizar S. Para isso, propoe-se o seguinte procedi-

mento de otimizacao.

min trago(H)
R M)? ([m)7 (S
Is = sujeito a  [H I =0, (4.46)

x —P+U+UT
Observe que, se ([@A0) é factivel, entdo tem-se UTPU = —P + UT + U que é usado
para substituir o bloco (2,2) de @46). Usando o fato que P = UTPU! e aplicando
complemento de Schur, obtém-se H = U-TPU~!. Assim, tem-se que H = P e entdo a
minimizacio de trago(H) leva a minimizacio de trago(P).
Observacao 4.2. Assim como para a condicao anterior, para encontrar a matriz de

ganho estatico K e U adequados, é necessario impor as mesmas estruturas propostas para
o Teorema .11
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

4.4.2 Estruturas de P

Uma das desvantagens das abordagens propostas por (De Souza, 2017) e (Silva, 2016)
é o custo computacional das condi¢oes LMI, uma vez que o niimero de variaveis de decisao
e o numero de linhas LMI crescem rapidamente com o aumento do valor do atraso ma-
ximo. Isso se deve, basicamente, ao fato de se considerar todos os produtos possiveis entre
os estados atrasados: $£_(i_1)pij$k—(j—1), i ej € [1,d+ 1]. Por outro lado, as condicdes
Lyapunov-Krasovskii estudadas no Capitulo 3 consideram apenas algumas iteragoes entre
os estados atrasados, resultando em condi¢coes LMI que demandam um esforco computa-
cional bem menor para serem resolvidas. Estes fatos servem de motivacao para buscar
a imposigao de restrigoes estruturais na matriz P usada no Teorema 4.2 de forma a re-
duzir a complexidade computacional das condi¢oes propostas. E esperado que a redugao
dessa complexidade resulte em aumento de conservadorismo, levando a estimativas me-
nores da regiao de atracao. Por essa razao, sao investigadas algumas estruturas para
verificar o impacto dessas estruturas nessas duas caracteristicas (complexidade numérica

e conservadorismo da regiao estimada).

Note que essas estruturas nao sao impostas nas condicoes do Teorema 4.1 pois ao

1

recuperar a matriz P = W~ a estrutura é perdida, fazendo com que as propostas de

iteragoes entre os estados nao seja direta.

Assim, sdo impostas estruturas apenas para a matriz P do Teorema [£.2] Por exemplo,
foram selecionadas a investigagao de 5 estruturas como mostrada a seguir, em que P é

simétrica.

Estrutura I: Corresponde a uma funcao de Lyapunov-Krasovksii dada por

—(d+1

)
Z .TZTP,L,Z‘ZL’Z'.

i=—1
Nessa estrutura o estado atrasado x; nao é correlacionado com o valor do estado em

outros intantes. Para d =2 e d = 4 tem-se:

3N
I

(4.47)

o
o
()
o O O O

0 0 0 P

Estrutura II: Corresponde a um funcao de Lyapunov-Krasovskii dada por

—(d+1) —d

Z xZTPfi,fixi + Z ZUiTsz‘,f(z‘H)SUHl-

i=—1 i=—1
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

Essa estrutura é, portanto, mais geral que a anterior. Para d =2 e d = 4 tem-se:

P S 0 0 0

* P, Sy 0 0

P=| x « P S3 0 |. (4.48)
* x % P Sy
* *x * *x P

Estrutura III: Corresponde a um fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii dada por

—(d+1) —(d-1)

Z xTP—z —i%i + Zx S, (i+1) Tit1 + Z x; sz —(i42)Ti+2-

i=—1 i=—1 i=—1

Para d =2 e d = 4 tem-se:

[P S S5 0 0]
* P2 SQ SG 0
ﬁp = * * P3 Sg 57 . (449)
* x * P Sy
| x x x %P5

Estrutura I'V: Corresponde a um funcao de Lyapunov-Krasovskii dada por

—(d+1) —(d+1)
Z :UTP i—iTi + Z ] S,l i

i=—1 i=—2

Para d =2 e d = 4 tem-se:

P S Sy S35y

* P, 0 0 0

P=| x « P 0 0 |. (4.50)
* * % P 0
*  x  * x P

Estrutura V: Corresponde a um fungao de Lyapunov-Krasovskii sem restricoes, apenas

dada por matrizes P, que como ja mencionada, P ¢é simétrica. Parad =2 e d =4

tem-se:

[ P Py Pi3 Py Pis
Pry Poz Poy Py
P34 P35 . (451)
* * P44 P45
*  x Kk Py

=N
Il
Xt ot ot
>
S
&
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

4.4.3 Exemplos Numérico

Ezxemplo 1:

Considere o sistema discreto no tempo (4.4 com matrizes conhecidas dadas por (4.30)
mostradas no exemplo da condicao anterior e sujeito as mesmas condicoes previamente
mencionadas. O atraso é constante d = d = 5, e a entrada saturante é limitada em u = 15.
O objetivo é projetar a lei de controle saturante (£.9) tal que o sistema em malha fechada
tenha o maior conjunto de condigdes iniciais. Foram utilizados ¢ = 0.1, (esse valor foi
escolhido através de testes que levassem a uma solucao factivel com um maior valor para
o raio) e o procedimento de otimizagao J5. Como mencionado anteriormente, o Teorema
pode ser usado para estimar o conjunto de condicoes iniciais como uma bola de raio r
no espago R?, isto é, todos os estados z;,j € [0, —d] possuem ||z;|| < r. Para o Teorema

[4.2], os raios r encontrados para as diferentes estruturas sao mostrados na Figura 4.1

Raios para cada estrutura - Ex 1

86 T T T T 6
X
84 -
82 .
80 b
2
s X
78 b
76 .
%  Estrutura |
*  Estruturalll
74% Estrutura lll [
%  Estrutura IV
%  Estrutura V
72 1 1 1 1 1 I I
1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Estrutura

Figura 4.1: Raios para Cada Estrutura - Exemplo 1.

Como pode ser visto na FiguradJl o maior raio obtido é para estrutura sem restri¢oes
para a matriz P (estrutura V), mas que, em contrapartida, tem um maior nimero de
variaveis de decisao como mostrado na se¢ao a seguir, o que gera um maior custo compu-
tacional. Assim, se é desejado diminuir o custo computacional é indicado que se imponha
estrutura para a matriz P, mas sabendo que isso gerara estimativas de regioes de atragao
menores. Nesse caso por exemplo, o aumento do valor do maior raio obtido (estrutura V)

em relagdo ao menor raio obtido (estrutura I) foi de aproximadamente 16%.

Ezemplo 2: Considere o sistema variante no tempo (4.4) com dois vértices dados por

(#3T)) e (A32) mostradas no exemplo da condigao anterior e sujeito as mesmas condi¢oes
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4.4. Formulacao Utilizando Lema de Finsler

previamente mencionadas. O atraso é dy € [2,4], e o sinal de controle saturado é u = 10.
Foi usado o procedimento de otimizacao Js, e ¢ = 0.1 (esse valor foi escolhido através
de testes que levassem a uma solugao factivel com um maior valor para o raio). Para o
Teorema[4.2] os raios r encontrados para as diferentes estruturas sao mostrados na Figura
4.2l

Raios para cada estrutura - Ex 2

86 T T T T
¥
84 o
82 o =
N~
_/\l'%
© 80 | .
78 b
¥  Estrutura |
76 - %  Estrutura ll
Estrutura Il
% % Estrutura IV
%  Estrutura V
74 1 1 1 1 1 T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Estrutura

Figura 4.2: Raios para Cada Estrutura - Exemplo 2.

Como pode ser visto na Figura 4.2 o maior raio obtido é para estrutura sem restri-
¢Oes para a matriz P (estrutura V), mas que, em contrapartida, tem um maior ntimero
de varidveis de decisao como mostrado na secao a seguir, o que gera um maior custo
computacional. Assim, se é desejado diminuir o custo computacional é indicado que se
imponha estrutura para a matriz P mas sabendo que isso gerara estimativas de regioes
de atracao menores. Nesse caso por exemplo, o aumento do valor do maior raio obtido
(estrutura V) em rela¢do ao menor raio obtido (estrutura I) foi de aproximadamente 12%.
Deve-se salientar também que, para a estrutura [V foi obtido um raio menor do que para
a estrutura III, fato que pode ser explicado devido ao nimero de variaveis de decisao da
estutura IV ser menor do que o da estrutura III o que é mostrada na proxima secao. Outra
hipétese é a forma como cada estrutura se relaciona com a funcao de Lyapunov-Krasovksii
equivalente, por exemplo a estrutura IV relaciona o estado atual com estados passados

diferentes da estrutura III.

Vale lembrar, que para o Teorema ha a desvantagem do ajuste do parametro e

oriundo da aplicacao do Lema de Finsler.
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4.5. Complexidade das LMIs

4.5 Complexidade das LMIs

Um ponto muito importante a ser analisado é a complexidade das LMIs, pois isso
influencia na eficiéncia da condicao. Como por exemplo, podem ser analisados a dimensao
das LMIs, e o niimero de varidveis de decisao. Quanto menores esses nimeros, menos

complexa é a condigao, e consequentemente menos conservadora.

Na Tabela [4.1] sao mostradas as férmulas gerais para o cdlculo das dimensoes de cada
LMI, e nas Tabelas e sao mostradas essas dimensoes para os Exemplos 1 e 2
respectivamente. Para todas as tabelas, as condigoes de Lyapunov-Krasovskii usadas sao
as correspondentes aos Teoremas B.1] e B.3] e as do sistema aumentado correspondentes
aos Teoremas .2 e L1l Considerando 7 = n(d + 1), em que n = 2 é a ordem do sistema,
m = 1 é o ntimero de entradas, N = 2 é o niimero de vértices e d = 2 e d = 4 para o
Exemplo 1, e d = d = 5 para o Exemplo 2, a complexidade numérica das LMIs é mostrada

nas tabelas a seguir.

Tabela 4.1: Dimensoes das LMIs - Geral

Lyapunov-Krasovskii Sistema Aumentado
Finsler | (3.44): (5n+m) x (bn+m) | (£34): (
(LMIs) | B43): (4n+1) x (4n+1) @35): (

(2n) x (2n) @46): (2n) x (2n)
Direta | B.71): ( (

( (

( (

+m) x (5bn+m) | ([AI15):
(LMIs) | (B18): +1)x (dn+1) | (EI6):

Tabela 4.2: Dimensoes das LMIs - Exemplo 1

Lyapunov-Krasovskii | Sistema Aumentado

Finsler | (3.44): 11 x 11 ([4.34): 25 x 25
(LMIs) | (325): 9 x 9 @3%): 13 x 13
B57): 4 x4 (446): 24 x 24
Direta | (B.70): 11 x 11 E@I5): 25 x 25
(LMIs) | B.78): 9 x9 (416): 13 x 13
B35): 4 x4 (42]): 24 x 24
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Tabela 4.3: Dimensoes das LMIs - Exemplo 2

Lyapunov-Krasovskii | Sistema Aumentado

Finsler | (3.44): 11 x 11 [@34): 21 x 21
(LMIs) | (B43): 9x9 (435): 11 x 11
B57): 4 x4 (4.44): 20 x 20
Direta | (B.77): 11 x 11 (@15): 21 x 21
(LMIs) | B.78): 9x9 (416): 11 x 11
BI5): 4 x4 (4.28): 20 x 20

Analisando as Tabelas e [4.3 percebe-se que, para o caso utilizando sistema au-
mentado, quanto maior o valor do atraso méaximo, maior a dimensao da LMI e consequen-
temente maior a sua complexidade numérica (d = 5 para o Exemplo 1 e d = 4 para o

Exemplo 2).

O numero de varidveis de decisao ¢ um ponto fundamental para analise da complexi-

dade numérica de LMIs. Esse valor é calculado como mostrado a seguir.

Dada um matriz L, o nimero de variaveis escalares a serem determinadas é dado por

1 [ I -
nm, n?, e % se L esta no espago R™*™ R™"™ e R™™ com a restricao adicional de ser

simétrica, respectivamente.

Os numeros de variaveis de decisao para cada caso e diferentes estruturas de P, sao
mostrados nas Tabelas 4] e [£5, para os Exemplos 1 e 2 respectivamente, em que 0s
atrasos minimo e maximo sao d = d = 5 para o primeiro caso, e d = 2 e d = 4 para o

segundo.

Tabela 4.4: Nimero de Variaveis de Decisao - Exemplo 1.

Lyapunov-Krasovskii | Sistema Aumentado
Teoremas 33 252
BIe

Estrutura I: 192
Estrutura II: 212
Teoremas 29 Estrutura III: 228
B3 e d1] Estrutura IV: 212
Estrutura V: 252
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Tabela 4.5: Ntumero de Variaveis de Decisao - Exemplo 2.

Lyapunov-Krasovskii | Sistema Aumentado
Teoremas 33 191
B.Ile

Estrutura I: 151
Estrutura II: 167

Teoremas 29 Estrutura III: 179
ed.]] Estrutura IV: 167

Estrutura V: 191

Como pode ser visto nas Tabelas 4.4 e 4.5 o nimero de varidaveis de decisdao é
muito maior na abordagem por sistema aumentado do que na abordagem por Lyapunov-
Krasovskii, o que justifica um maior custo computacional do primeiro. Além disso,
percebe-se que o numero de variaveis de decisao também aumenta com o aumento do
valor do atraso maximo. Verifica-se também, que pode-se reduzir o custo computacional
impondo estruturas para a matriz IED, mas que essas restricoes diminuem o raio da estima-
tiva da regiao de atracao. A Tabela mostra o melhor (estrutra V) e o pior (estrutra

I) caso das estruturas impostas para a matriz P para os dois exemplos testados.

Tabela 4.6: Comparacao da Complexidade das LMIs.

Exemplo Estrutura Raio | N? Varidveis de Decisao
Exemplo 1 | Estrutura I | 73.782 192
Estrutura V | 85.725 252
Exemplo 2 | Estrutura I | 74.974 151
Estrutura V | 84.337 191

Pela Tabela [.6] percebe-se que para o Exemplo 1, um aumento de 31% no nidmero de
varidveis de decisao resulta em um aumento de 16% no valor do raio da regiao estimada, e
para o Exemplo 1 um aumento de 26% no nimero de varidveis de decisao resulta em um
aumento de 12% no valor do raio da regiao estimada. Cabe entao ao projetista, a decisao

de escolha baseada em cada aplicacao especifica.

4.6 Consideracgoes Finais

Neste capitulo, foi abordada a representacao de sistemas com atraso através de um
sistema aumentado livre de atraso e chaveado pelo valor do atraso. Além de apresentar a
abordagem ja presente na literatura (Teorema [4.1]), foi proposta uma nova abordagem, o
Teorema [£.2] em que é possivel impor restricoes a matriz P de modo a reduzir o nimero
de variaveis de decisao, e consequentemente a complexidade numérica de modo a gerar

um menor custo computacional. Essa imposi¢cao aumenta o conservadorismo gerando
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estimativas de regides de atracao menores. Por isso, a escolha de qual condicao usar
depende da necessidade de cada aplicagao. Além disso, verificou-se também que quanto

maior o valor do atraso maximo, maior a complexidade numérica das LMis.

A fim de comparar as duas condigoes apresentadas neste capitulo, com as outras trés
desenvolvidas no capitulo anterior, os resultados obtidos pelos Teoremas [3.11 3.2] 3.3], [4.1]
e sao mostrados nas Tabelas [4.7] e [4.§] para os exemplos 1 e 2 respectivamente. Para
o primeiro exemplo, os resultados obtidos neste trabalho sao comparados com outros ja

existentes na literatura.

Tabela 4.7: Raio da Regiao de Atragao - Comparacao Exemplo 1.

Teorema Raio
Teorema [4.1] r = 89.039
Teorema (estrutura V) | r = 85.725
Teorema [B.1] r = T74.558
Teorema r = 76.268
Teorema [3.3] r=76.275
(Chen et al. , 2019) r = 172.596
(Zhang et al. , 2011) r=173.693
(Xu et al. , 2012) r = 63.029
(Chen et al. , 2014) r = 68.491

Tabela 4.8: Raio da Regiao de Atragao - Comparacao Exemplo 2.

Teorema Raio
Teorema [4.1] r = 83.908
Teorema 2] (estrutura V) | r = 84.337
Teorema [3.1] r = 55.470
Teorema r = 47.599
Teorema [3.2] r = 49.093

Pode-se observar que o valor do raio, e consequentemente o tamanho da estimativa
da regiao de atracao, para a abordagem usando sistema aumentado apresentada neste
capitulo é maior do que a abordagem usando uma fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii mos-
trada no capitulo anterior. Entretanto a complexidade numérica e consequentemente o
custo computacional para essas condigoes sao bem maiores do que para as condig¢oes do

Capitulo 3.
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Capitulo

Conclusoes

5.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho foram propostas condicoes de sintese de controladores por realimenta-
cao de estados para sistemas incertos discretos no tempo com atraso nos estados e entradas
saturantes. A saturacao do atuador foi representada em termos de uma nao-linearidade do
tipo zona-morta, com a consequente aplicacao da condigao generalizada de setor. Devido
a saturacao foi necessario estimar uma regiao de atracao dentro da qual todas as trajeto-
rias iniciadas em seu interior permanegam nessa regiao e convirjam para a origem. Assim,
foram determinadas condig¢oes para sintese de controladores do tipo realimentacao de es-
tados, que garantiram para um conjunto de condic¢oes iniciais admissiveis, a estabilidade
assintotica de sistemas incertos discretos no tempo com atraso nos estados e saturacao de

atuadores.

Para isso, foram propostas duas abordagens: a primeira utilizando uma fungao de
Lyapunov-Krasovskii adequada que trata os estados atrasados e a segunda reescrevendo
o sistema com atraso como um sistema incerto aumentado livre de atraso e chaveado pelo

valor do atraso.

Para a abordagem usando uma funcao de Lyapunov-Krasovskii foram propostas trés
condicoes: a primeira, usando o Lema de Finsler, e as outras duas sem utiliza-lo, sendo
uma acrescendo variavel de folga e a ultima sem acréscimo de varidveis de folga. Uma
vantagem dessa ultima abordagem, é que nao sao perdidos graus de liberdade ao obter
a condicao de sintese em relacao as condicoes de analise, isso porque nao sao anuladas
nenhuma das variaveis. Por isso, a ultima abordagem mostrou-se como a principal contri-
buicao deste trabalho devido a auséncia de ajuste de parametros, e para esse resultado, foi
escrito um artigo que sera submetido a um periodico internacional. Entretanto, a escolha

de qual condicao usar, depende de cada caso especifico, sendo que cada uma é melhor
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para uma determinada situacao.

Dessa forma, para a abordagem por funcao de Lyapunov-Krasovskii , as principais
contribuicoes deste trabalho foram trés. A primeira foi propor uma desigualdade de so-
matorios responsavel por atrasos variaveis no tempo em que foi fornecido um método para
deduzir uma condicao de estabilizacdo menos conservadora. A segunda foi propor uma
nova caracterizacao do conjunto admissivel de sequéncias iniciais que consiste na defini-
¢ao de tres conjuntos, produzindo sequéncias iniciais com maior norma do que abordagens
semelhantes na literatura. E por ltimo foi verificado que a inclusao na composicao do
sinal extra da condicao generalizada de setor, pode aumentar o tamanho da estimativa

da regiao de atragao.

Foram também apresentadas duas condigoes em que o sistema com atraso foi represen-
tado por um sistema aumentado livre de atraso e chaveado pelo valor do atraso: a primeira
foi uma abordagem ja presente na literatura, e a segunda foi proposta uma condigao uti-
lizando o Lema de Finsler. Uma desvantagem da abordagem por sistema aumentado ¢ o
custo computacional das condigoes LMI, uma vez que o niimero de variaveis de decisao e
o numero de linhas LMI crescem rapidamente com o aumento do valor do atraso maximo.
Por outro lado, as condigoes Lyapunov-Krasovskii estudadas no Capitulo 3 consideram
apenas algumas iteracoes entre os estados atrasados, resultando em condi¢oes LMI que
demandam um esfor¢o computacional bem menor para serem resolvidas. Devido a esse
fato, foram impostas restricoes estruturais na matriz P usada no sistema aumentado, de
forma a reduzir a complexidade computacional das condicoes propostas. A reducao dessa
complexidade resulta em aumento de conservadorismo, levando a estimativas menores da
regiao de atracao. Por isso, foram investigadas algumas estruturas para verificar o impacto
dessas estruturas nessas duas caracteristicas (complexidade numérica e conservadorismo

da regiao estimada).

Assim, a principal contribuicdo para a abordagem usando sistema aumentado, foi
propor estrutras para a matriz P, de modo a reduzir o nimero de varidveis de decisao, e,

consequentemente, o custo computacional para executa-la.

Por fim, para todas as condicoes, foram apresentados exemplos numéricos demons-
trando a eficiéncia dos métodos propostos e comparando com outros existentes na litera-

tura.

Dessa forma, concluiu-se que a abordagem usando uma funcao de Lyapunov-Krasovskii

resulta em estimativas de regioes de atragao menores do que as usando sistema aumen-
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tado, que em contrapartida necessita de um custo computacional maior que a primeira.
Além disso, as abordagens que utilizam o Lema de Finsler tem a desvantagem de ter a
necessidade de ajustar parametros. Por essas razoes, cabe entao ao projetista, decidir

qual a melhor abordagem para resolver cada caso especificamente.

5.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros sugere-se a investigacao do uso de fungoes Lyapunov-Krasovskii
dependentes de parametros, especialmente nas condicoes desenvolvidas no Capitulo 2.
Além disso, é natural investigar os desdobramentos das condig¢oes aqui investigadas para

tratar a minimizacao do ganho ¢, ou outros critérios de desempenho.

Além disso, avaliar o comportamento das condicoes de estabilizacao obtidas nos capiu-
tlos 3 e 4 nos casos de sintese de controladores por realimentagao (estatica ou dinamica) de

saida bem como o projeto de filtros robustos para sistemas com atrasos (veja por exemplo
(Lacerda, 2014)).

No caso de sistemas variantes no tempo, pode-se investigar também as aplicagoes das
abordagens aqui investigadas em sistemas do tipo (quasi-)LPV, o que inclui, portanto, os

sistema fuzzy do tipo Takagi-Sugeno.

Finalmente, um elemento fundamental na abordagem é a utilizacao da condicao de
setor, levando a uma caracaterizacao da regiao de atracao a partir de elipséides. As-
sim, pode-se investigar: a possibilidade da caracterizagao dessa regiao por outros entes
geométricos menos convervadores, a representacao das bordas dessa estimativa de regiao
utilizando-se de polindbmios de ordem par maior que 2, ou se novas caracterizagoes das es-
timativas por formulagoes mais gerais tenderiam a resultar em condigoes de sintese menos

conservadoras.
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Apéndice A

Ferramentas Matematicas

Neste apéndice sao apresentadas algumas ferramentas matematicas utilizadas na de-
monstracao de estabilidade dos controladores propostos nos capitulos 3 e 4, como Lema

de Finsler e Complemento de Schur.

A.1 Lema de Finsler

O Lema de Finsler é utilizado na demonstracao de estabilidade dos controladores
robustos, para transformar as fungoes de energia nas LMIs apresentadas nas se¢oes e

L4 e é definido como mostrado a seguir.

Lema A.l. Lema de Finsler: Considere p € R", M(a) = M(a)T € R™" ¢ G € R™*"

tal que rank(G(a)) < 0. Entdo as sequintes condicdes sdo equivalentes:
i T Mp <0, V o:G(a)p=0, p+#0

ii G(0) T M(a)G(0)"

i () € Ry : M(a) — p(a)G(a)TG(a) <0

iw 3X(a) € R™™ : M(a) + X(a)G(a) + G(a)T X ()T <0

A.2 Complemento de Schur

O complemento de Schur é uma relagao entre submatrizes contidas em uma matriz.

Seja () e R matrizes simétricas, entao a condi¢ao

lgT mzo (A1)

é equivalente a

R>0, Q-STR'S>o.
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Assim, o complemento de Schur da submatriz R corresponde a seguinte expressao:
Q- STR'S>0. (A.2)

A.3 Procedimento S

O Procedimento S é um resultado matematico que da condicoes sob as quais uma
desigualdade quadrética particular é uma consequéncia de outra desigualdade quadratica.
Ele tem aplicagoes na teoria de controle, algebra linear e otimizacao matematica. O

Procedimento S é mostrado no lema a seguir.

Lema A.2. Sejam Fy,..., I, funcoes quadrdticas dependentes da varidvel ¢ € R™:

FiQ) 2 CTTi¢ + 20 ¢ + v, i=0,..p,

em que T; = TF. Considerando a sequinte condi¢io para Fy,..., F:
Fo(¢) 2 0 WCIR(Q) 20, i =1, (A.3)
Obviamente se existe 7y > 0,...,7, > 0 tal que

V¢, Fo(C) — Z 7F(¢) > 0, (A4)

entao ([(A3) € verificada. Nao € trivial o fato que quando p = 1, o contrdrio vale desde

que haja algum (o tal que F1({p) > 0.
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