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Resumo

Este trabalho propoe o uso da gamificacao para o ensino de fungoes afins, quadraticas
e ctbicas para alunos do lo ano do Ensino Médio. O objetivo é criar um ambiente
lidico que facilite a assimilacao de conceitos abstratos, tornando o aprendizado mais
atraente e significativo. Baseado em autores como Busarello e Burke, este estudo define os
fundamentos para criar um sistema de gamificacao didaticamente eficaz que va além do
entretenimento. O resultado é o produto educacional “A Batalha dos Eixos’, apresentado
em duas versoes: jogo de tabuleiro fisico e jogo digital. Numa narrativa inspirada em
classicos da ficcao cientifica espacial, utilizando a jornada do herdi para engajar e motivar,
a mecanica do jogo faz uso da interpolacao de pontos por meio de fungoes polinomiais,
onde graficos de func¢oes do primeiro, segundo e terceiro graus sao interpretadas como
trajetorias: o jogador deve determinar a funcao matematica que represente a trajetéria
que atinja as naves inimigas, representadas por pontos no plano cartesiano. Como base
tedrica, o trabalho aborda defini¢oes de fungoes polinomiais e conceitos avancados como a
interpolacao de Lagrange, utilizando obras cldssicas, como Lima, Iezzi e Leithold. Para a
versao digital, produzida em linguagem Python, sao implementadas também mecanicas
de jogo e pontuacao, oferecendo feedback imediato, funcionando como uma ferramenta de
fixacao de conteido tanto em sala de aula quanto em casa.

Palavras-chave: Ensino da Matematica; Gamificagao; Fungoes polinomiais.



Abstract

This work proposes the application of gamification to the instruction of affine, quadratic,
and cubic functions for first-year high school students. The objective is to establish a ludic
environment that facilitates the assimilation of abstract concepts, rendering the learning
process more engaging and meaningful. Drawing upon authors such as Busarello and
Burke, the study defines the theoretical foundations for developing a didactically effective
gamification system that transcends mere entertainment. The resulting educational product
is titled “A Batalha dos Eixos” (The Battle of the Axes), which is presented in two formats:
a physical board game and a digital application. Set within a narrative inspired by classic
space science fiction and utilizing the “hero’s journey” framework to foster engagement
and motivation, the game mechanics employ point interpolation through polynomial
functions. Within this framework, the graphs of first, second, and third-degree functions
are interpreted as trajectories; the player must determine the specific mathematical function
representing a path that intersects enemy vessels, which are represented as points on the
Cartesian plane. Regarding its theoretical framework, this work addresses definitions of
polynomial functions and advanced concepts such as Lagrange interpolation, referencing
foundational literature by Lima, lezzi, and Leithold. For the digital version, developed
using the Python programming language, game and scoring mechanics were implemented
to provide immediate feedback, serving as a pedagogical tool for content reinforcement
both in the classroom and for independent study.

Keywords: Mathematics Education; Gamification; Polynomial functions.
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1 Introducao

Ao longo da pratica docente, observei uma barreira persistente na aprendizagem
matematica: a tendéncia dos discentes de focar quase exclusivamente nos aspectos visuais
de um grafico, ou na marcagao mecanica de pontos no plano cartesiano. Isso impede
que eles apreendam o conceito de funcao em si, sua estrutura e seu comportamento.
Tal percepcao é frequentemente corroborada pelo comportamento em sala de aula, em
que muitos estudantes relatam obstaculos com o tema, associando-os a uma relacao
conturbada com a matematica como um todo. Muitas vezes, o contetiido ministrado nao
corresponde as expectativas de aprendizagem dos alunos, gerando desmotivacao pelos
estudos e incertezas em relacao ao futuro académico. Torna-se imperativo, portanto,
compreender essas dificuldades e desenvolver um olhar mais critico para auxiliar o processo
de ensino-aprendizagem de forma efetiva. A realidade socioeconomica de muitos estudantes
da escola publica brasileira impoe desafios adicionais. Muitos discentes precisam dividir o
tempo de estudo com jornadas de trabalho exaustivas, buscando modificar suas realidades
através da educacgao, muitas vezes inspirados pelas lutas de suas proprias familias. Essa
dupla jornada evidencia que, em meio as intempéries sociais, a escola precisa oferecer
metodologias que realmente engajem o aluno e o fagam perceber o conhecimento como uma
chave para a transformacao social e pessoal. A presente dissertacao emerge da necessidade
de tornar o ensino de funcoes matemdticas mais atraente e eficaz para alunos do 12 ano do
Ensino Médio.

Frequentemente, observamos que a abordagem desse topico revela que a assimilagao
do conceito de fungao nao ocorre de forma plena. O aprendizado tradicional muitas vezes
nao condiz com o que os jovens buscam, e a falta de interesse os mantém estagnados. E
necessario entender essas barreiras e adotar uma postura critica para intervir pedagogica-
mente. Reconhece-se que cada discente possui seu ritmo e particularidades. No entanto, ha
um patamar minimo de conhecimento que todos deveriam atingir. A realidade apresenta-se
distinta: muitos ingressam no Ensino Médio com aversao a matematica, enxergando-a
como um obstaculo intransponivel. A matematica exige raciocinio légico, base sélida

de conceitos prévios e disposicao para enfrentar desafios, obrigando o aluno a tomar
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1. Introducao 12

decisOes para as quais nem sempre foi preparado. A cada ano, a defasagem acumula-se,
gerando um ciclo desmotivador de estagnacao. Estudos recentes do Programa Internacional
de Avaliagao de Estudantes (PISA), conduzidos pela Organizagao para a Cooperagao e
Desenvolvimento Economico (OCDE) [1], apontam uma estagnagao critica na educagao
brasileira, com os estudantes de 15 anos atingindo uma proficiéncia média de apenas 379
pontos em matematica, um desempenho inferior ao patamar esperado de 1000 pontos. O
dado alarmante, da edicao de 2023, revela que 73% dos alunos estao abaixo do nivel 2 de
proficiéncia [2], considerado o patamar minimo para a vida cidada, enquanto apenas 1%
alcanca os niveis de exceléncia. Além disso, nota-se que o investimento na educacao bésica
no Brasil ainda é proporcionalmente inferior ao de paises desenvolvidos. Diante desse
cendrio imobilizador, busca-se investigar alternativas para transforma-lo, especialmente no
ensino de fungoes. O objetivo é propor métodos que facilitem o aprendizado e reacendam
o interesse dos alunos.

Na busca por estratégias que aproximem os estudantes da matematica, destaca-
se a gamificacao, uma metodologia ativa que utiliza elementos de jogos em contextos
educacionais, conforme conceitua Busarello [3]. Observando que os estudantes demonstram
familiaridade e engajamento em ambientes lidicos, assume-se que a aplicagao desses
principios pode facilitar a interagao com conceitos matematicos e melhorar a aprendizagem.
Esta dissertagao propoe o desenvolvimento de um jogo, aplicado com estratégias de
atividade gamificada, como ferramenta pedagdgica. O objetivo é tornar o conteiido mais
acessivel e motivador, incentivando a participagao ativa. O trabalho esta organizado em
cinco partes fundamentais descritas a seguir.

O segundo capitulo dedica-se ao referencial tedrico sobre gamificacao, fundamentado
em obras e artigos essenciais, tais como:

e Gamification: principios e estratégias, de Busarello (2016) [3].
e Gamificar: Como a gamificacdo motiva as pessoas a fazerem coisas extraordindrias,
de Burke (2015) [4].
e Gamificacion versus Ludictadura, de Escribano (2013) [5].
o Gamificacao da Cultura: O jogo € uma mediacao e nao uma midia, de Tavares e
Gomes (2024) [6].
Esta fundamentacao é necessaria para o desenvolvimento de um recurso gamificado con-
sistente e didaticamente eficaz. Ainda no segundo capitulo, realiza-se uma andlise das
dissertagoes do PROFMAT que adotaram a gamificacao em produtos educacionais voltados
a0 ensino e o uso de plataformas digitais. Foram selecionados trés trabalhos representativos,

de Camargo Junior [7], Pimentel [8] e Pacheco [9]. O objetivo da andlise ¢ investigar o
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processo de construgao dos produtos para extrair licoes relevantes para implementagao,
otimizando o engajamento, conforme destacado por Burke [4].

No terceiro capitulo, apresenta-se o referencial tedrico matematico sobre funcoes e
interpolacao, abordando os conceitos essenciais de funcao afim, quadratica e ctbica. Este
capitulo contempla também desenvolvimentos tedricos mais avancados, como o estudo das
fungoes polinomiais de grau geral e a interpolacao de Lagrange, fundamentando-se nas
obras de Simmons [10], Lima [11], Leithold [12], Wagner [13] e lezzi [14].

O quarto capitulo apresenta os produtos educacionais: o jogo “A Batalha dos Eixos”,
em suas versoes fisica e digital. A partir dos referenciais tedricos, elaborou-se uma atividade
contendo as cinco variaveis indispensédveis para uma gamifica¢ao, segundo Busarello [3]:
narrativa, aprendizagem, pensar como um jogo, mecanicas de jogos, engajamento e
motivagao. O objetivo é ensinar o aluno a determinar a expressao algébrica da fungao
polinomial a partir de pontos pertencentes ao seu grafico. Apresentam-se os protétipos
em formato fisico e a versao digital em Python, utilizando uma narrativa inspirada em
classicos da ficcao cientifica espacial, como Star Wars, para incentivar a interacao. Em
particular, o jogo computacional divide-se em niveis de complexidade crescente:

e Nivel 1: O aluno estabelece a trajetéria linear (fungao do 1° grau) para interceptar
um alvo no plano 2D.

e Nivel 2: Exige-se o cdlculo de uma rota parabdlica (fungao quadratica) para neutra-
lizar duas ameacas simultaneas.

e Nivel 3: Com apenas uma nave inimiga visivel, o jogador deve escolher estrategica-
mente uma coordenada adicional para definir a parabola exata do ataque.

e Nivel 4 e 5: Apresentam-se desafios envolvendo trajetorias representadas por fungoes
cubicas, exigindo a determinagao de multiplos pontos.

Por fim, a conclusao destaca os resultados alcancados e a aplicabilidade do projeto.
Espera-se que os resultados incentivem a utilizagao de recursos lidicos no Ensino Médio,
com flexibilidade para adaptagao em disciplinas de pré-calculo no Ensino Superior. Nos
apéndices, sao incluidos o enderegos de acesso para os produtos, codigo-fonte e orientacoes

para aplicacao em sala de aula.



2 Gamificacao

Mais do que apenas aplicar elementos de jogos, a gamificagdo contemporanea
esta intrinsecamente relacionada as interagoes humanas mediadas por metodologias e
plataformas digitais. A aprendizagem, em um contexto de sociedade cada vez mais
tecnoldgica, pode e deve apropriar-se ativamente dessa nova ferramenta, a fim de garantir
resultados mais eficientes, engajadores e condizentes com o mundo contemporaneo. Tais
elementos sao amplamente utilizados em ambientes empresariais para cultivar um clima
organizacional mais saudavel para os funciondrios e fortalecer o relacionamento com os
clientes. O contentamento e a motivacao dos colaboradores tendem a aprimorar as relagoes
interpessoais, gerando um senso de importancia que se reflete positivamente na relacao
entre a empresa e seus clientes. Pode-se questionar se aplicar essa légica no ambiente
escolar, com foco no protagonismo estudantil e devidas adequagoes, culminaria em uma
melhor eficiéncia educacional.

Em qualquer processo de aprendizagem, a motivacao e o engajamento sao elementos
essenciais e importantes na obtencao de resultados significativos. Neste capitulo, apresenta-
se uma revisao de como os jogos influenciam a existéncia cotidiana das comunidades
humanas ao longo da histéria, a fim de elucidar a gamificacdo como uma técnica de
aprendizagem e uma metodologia ativa. Entende-se assim a gamificacao nao como um
conceito estritamente novo, mas uma pratica intrinsecamente relacionada aos recursos
tecnologicos de cada época. Sob este ponto de vista, as caracteristicas e principios da
gamificacao aqui abordadas estao fundamentados, principalmente, nas obras de autores
como Raul Busarello, “Gamification: principios e estratégias” [3], e Brian Burke, “Gamificar:
Como a gamificagdo motiva as pessoas a fazerem coisas extraordinérias” [4], que exploram

a praxis da gamificagao.

2.1 (Gamificacao como pratica de ensino

A gamificacao, enquanto tema central nas metodologias de aprendizagem, é reco-
nhecida como uma ferramenta fundamental para estimular a participagao dos individuos

na comunidade escolar, conforme argumentam Burke [4], Busarello [3] e Escribano [5].
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2. Gamificacao 15

Mais do que apenas aplicar elementos de jogos, a gamificagdo contemporanea esta rela-
cionada as interagoes humanas mediadas por plataformas digitais. Segundo Burke [4], a
gamificacao esta associada fundamentalmente a motivagao e ao engajamento, possuindo
forte origem e aplicabilidade no ramo empresarial. No contexto corporativo, tais elementos
lddicos e mecanicas de recompensas sao amplamente utilizados para cultivar um clima
organizacional mais saudavel, aumentar a produtividade dos funcionarios e fortalecer o
relacionamento direto com os clientes. Observa-se que o contentamento e a motivacao
extrinseca dos colaboradores tendem a aprimorar as relagoes interpessoais, gerando um
senso de pertencimento e importancia que se reflete positivamente nos lucros e na relagao
entre a empresa e seu publico-alvo. J& para Busarello [3], a gamificagdo transcende o viés
corporativo e liga-se diretamente a aprendizagem, caracterizando-se como uma metodologia
ativa que foca na relagao do aluno perante suas préprias descobertas.

De acordo com Moran [15] as metodologias ativas configuram-se como praticas
pedagogicas que rompem com o modelo tradicional de ensino puramente transmissivo.
Nelas, o aluno deixa de ser um mero receptor passivo de informacoes e assume o centro
do processo de ensino-aprendizagem. O estudante torna-se, assim, o protagonista na
construcao do seu proprio conhecimento, sendo estimulado a investigar, refletir e criar
solucoes para os problemas propostos. Nesse cendrio de metodologia ativa, o papel do
professor também sofre uma profunda e necessaria transformacao. Em contraposicao ao
modelo da pedagogia tradicional, no qual o professor figura como autoridade e transmissor
exclusivo do conhecimento [16], o docente abandona essa postura centralizadora. Passa,
assim, a atuar como um mediador, desenhando cendrios desafiadores que instiguem a
curiosidade e a autonomia discente. A gamificacao, inserida nesse contexto, utiliza o
apelo ludico para mobilizar tanto capacidades cognitivas quanto socio-emocionais, exigindo
que o estudante tome decisoes, elabore estratégias matemadticas e resolva problemas
concretos de forma dinamica. Consequentemente, a adogao dessa postura ativa propicia
uma aprendizagem muito mais significativa e duradoura. Ao interagir com um sistema
gamificado, o erro deixa de ser um elemento punitivo e estigmatizante, passando a ser
compreendido como uma etapa natural e iterativa do processo de descoberta (a logica
de tentativa e erro prépria dos jogos). Isso fortalece a resiliéncia do aluno e fomenta um
ambiente educacional onde a teoria matematica abstrata ganha uma aplicagao pratica

imediata e estimulante.
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2.1.1 Cultura de jogos

O expressivo crescimento da cultura de jogos ja ultrapassou as fronteiras do en-
tretenimento recreativo. Atualmente, os jogos servem como estratégia motivacional em
diversos setores, incluindo o comércio, a industria, as forcas armadas e, de forma muito
contundente, a educagdo. Em seu artigo, Escribano [5] salienta que a gamificagao se
manifesta como jogos que imitam a realidade temporal e tem como objetivos melhorar
as relagoes sociais, encorajar a comunidade para seus afazeres e promover atividades
pertinentes de forma ludica e participativa. O autor ainda realiza uma breve revisao de
como os jogos influenciam a existéncia cotidiana das comunidades humanas ao longo da
historia, argumentando que os principios lidicos sempre fizeram parte da cultura e da
organizacao social. Ao fazer isso, Escribano elucida que a gamificacao, em sua esséncia de
aplicar elementos de jogo em contextos nao-jogo, nao ¢ um conceito novo, mas sim uma
roupagem moderna de uma prética milenar humana. Ainda de acordo com Escribano [5], o
conceito de [udificacdo estd intimamente ligado ao ato de brincar, o qual engloba elementos
essenciais para a aprendizagem e, por isso, atua como uma importante ferramenta educaci-
onal. Aproveitando-se dessa ludicidade inerente, a gamificagcdo a expande para contextos
além dos jogos, enriquecendo sobretudo as experiéncias de aprendizado e as interacoes
sociais no atual cendrio digital. A gamificacdo nasce da compreensao de novas praticas de
ensino, inserindo o participante em uma narrativa criativa e colaborativa. Nesse enredo,
que envolve o proprio individuo e seus pares, o objetivo é ensinar por meio de dinamicas
de jogo integradas as novas tecnologias. Assim, conforme aponta Busarello [3], o jogo atua
como uma midia motivadora e uma alternativa eficaz para a geracao de conhecimento.
Nesse sentido, a experiéncia narrativa ocorre de duas maneiras principais: pela tradicional
contagao de historias, com interagao direta entre narrador e ouvinte, ou pela vivéncia de
narrativas interativas, construidas a partir da participacao ativa em jogos, de modo que
“essa experiéncia narrativa leva a uma experiéncia cognitiva que se traduz em um produto
emocional e sensorial, uma vez que o individuo se envolve em uma vida estruturada e
articulada, fora do mundo comum” (Busarello, [3]).

Nas narrativas passivas ou tradicionais como livros, cinema e teatro, o individuo
atua apenas como espectador, sem participar ou alterar o final da obra. Ele age como
um “fantasma” diante do desfecho a que a narrativa se propoe, tendo uma experiéncia
bastante diferente daquela vivenciada pelos autores da obra. Ja em uma narrativa de
jogos, ou em uma narrativa de hipermidia [3], o sujeito torna-se protagonista, dotado de

poder para agir, interagir e até modificar o rumo da historia. E sob essa otica que os jogos
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oferecem uma narrativa de hipermidia na qual as a¢ées do personagem sao interpretadas
como fatores determinantes no processo. Tais agoes sao fundamentais para construir a
memoria, a comunicagao e o conhecimento do préprio individuo. Portanto, “os jogos sao
capazes de promover contextos ludicos e ficcionais na forma de narrativas que favorece o

processo de geracao e relagdo com o conhecimento” (Busarello, [3, p. 10]).

2.1.2 Tecnologia

A necessidade de adaptar o ensino e a aprendizagem as rdpidas inovagoes tecnoldgicas
tem sido amplamente documentada por estudos de prospeccao, com destaque para o seminal
Projeto NMC Horizon (New Media Consortium Horizon Project) [17]. Lancado com o
intuito de mapear tecnologias emergentes com forte impacto educacional a curto e longo
prazo, o Projeto NMC estabeleceu uma base sélida de reflexao sobre a integragao digital no
ensino bésico e superior. Alinhados as tendéncias do Projeto NMC e impulsionados pela
Quarta Revolucao Industrial que mescla os universos fisico, digital e bioldgico, emergiram
os novos paradigmas da Educacao 4.0 e 5.0 [18]. Tais abordagens, junto a perspectiva do
Projeto NMC Horizon, propoem o uso estratégico de midias e ferramentas digitais para
fomentar a autossuficiéncia na aprendizagem. A meta central é construir uma educacgao
global e inclusiva, gerando impactos positivos para a comunidade ao utilizar a tecnologia
de forma consciente, a fim de promover um futuro mais eficiente e integrado para a
humanidade. Nessa evolugao, a transicao da Educacao 4.0 para a 5.0 reflete a busca por
um modelo que equilibre a eficiéncia da tecnologia com a formacao integral humana. A
Educagao 4.0 foca na aquisigdo de competéncias técnicas e digitais (chamadas hard skills)
para preparar o aluno para o mercado de automagao e dados da Industria 4.0. Por sua
vez, a Educacao 5.0 vai além: ela prioriza o bem-estar social, o desenvolvimento integral e
as competéncias socioemocionais (soft skills), aplicando a tecnologia na humanizagao e na
resolugao de desafios complexos da sociedad [19]. Assim,

Educacao 4.0 e 5.0 compartilham a integracao de tecnologias avancadas,
mas tém focos diferentes. A Educacao 4.0 prioriza eficiéncia tecnolégica e
habilidades digitais, enquanto a Educagao 5.0 enfatiza o desenvolvimento
integral dos alunos, equilibrando tecnologia e aspectos humanisticos. As
teorias do Conectivismo sustentam ambas as abordagens, facilitando
o uso de tecnologias digitais e promovendo ambientes que valorizam

inovacgao, conexoes e adaptabilidade, refletindo mudancas histéricas e
enriquecendo a cultura educacional. (Ferreira, [19, p. 6])

Consequentemente, a tecnologia transcende a mera otimizacao de processos (Edu-

cacao 4.0) e assume o papel de ferramenta formadora de empatia, colaboragao e responsa-
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bilidade ética (Educagao 5.0), preparando cidadaos aptos a moldar um futuro sustentavel.

2.2 Elementos da gamificacao

Nesse cenario de integracao entre jogos e tecnologia para o aprendizado, compreende-
se que a gamificacao absorve elementos dos jogos para aplicd-los no ambiente educacional,

visando a resolucao de problemas, a motivacao e ao engajamento. Como definicao:

Gamification é um sistema utilizado para a resolugao de problemas
através da elevagao e manutencao dos niveis de engajamento por meio de
estimulos a motivacao intrinseca do individuo. Utiliza cenarios lidicos
para simulacao e exploracao de fendomenos com objetivos extrinsecos,
apoiados em elementos utilizados e criados em jogos. (Busarello, [3,

p. 18])

Os termos apresentados nessa citacao merecem uma analise mais cuidadosa. Com
base nos estudos de Busarello [3], um sistema é um conjunto articulado de regras, praticas
e ferramentas. A resolugao de problemas abrange os métodos utilizados para solucionar
questoes especificas ou gerais. Os estimulos sao os agentes que desencadeiam reagoes num
ambiente ciclico, tornando o individuo um participante ativo; movido por uma motivagao
intrinseca (interna e particular), ele sofre impactos que podem alterar sua forma de
pensar e agir frente a atividade elaborada. Os cenarios lidicos representam o espaco
onde o agente interage com o objeto gamificado, como um jogo de RPG, um tabuleiro
de equagdes ou uma imagem associada a um problema matematico. Ja os fenomenos
citados englobam tudo aquilo que pode ser descrito e estudado cientificamente, seja uma
ideia, um objeto, um sentimento ou uma relacao. Por sua vez, os objetivos extrinsecos
ligam-se a recompensas externas como pontuagoes, dinheiro ou promocoes, que funcionam
como dispositivos para atrair o individuo para a atividade. Contudo, é preciso cautela: ao
alcancar essa recompensa externa, o participante pode perder o interesse em continuar
contribuindo de forma significativa, o que gera desestimulo em relagao ao propdsito central
da gamificacao. Todos esses conceitos serao detalhados nas se¢oes seguintes.

Ao basear-se nos conceitos de jogos, a gamificagao coloca o protagonista no controle
do seu préprio desenvolvimento, embora ele possa ser auxiliado ou incentivado por terceiros
ao longo do projeto. O fato é que a atividade gamificada nao deve ocorrer de forma isolada;
ela precisa ser compartilhada, permitindo que todos acompanhem os resultados e colaborem
na construcao coletiva da solugao. Desse modo, propoem-se atividades gamificadas que
se alinhem as caracteristicas descritas por Busarello, integrando agentes que facilitam

a interagao para solucionar problemas matematicos e podendo, inclusive, se conectar a
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outras midias sociais. Assim, a resolucao do problema nao depende exclusivamente desses
agentes diretos, mas envolve o apoio de uma rede maior de participantes, como familiares
e amigos, que podem contribuir ativamente e de maneira significativa para o processo,
como observa Burke [4].

Deve-se entender que, na sociedade moderna, os avancos de novos produtos sao
basicamente tecnologicos, sendo assim os jogos fazem parte desse conjunto de avancos
e sao pecgas importantes a ser exploradas como um todo. Diante disso, cada agente ou
personagem envolvido com o jogo esta intrinsecamente ligado as estruturas de recompensas,
feedbacks, tempo e reforco. Fora o prazer associado as atividades de jogos, temos também
as habilidades cognitivas, ligadas a memoria e a atencao, que fazem parte e sao também
pecas essenciais do jogo. Além disso, temos que os jogos sao imersivos, associados ao
proprio enredo que promovem contextos lidicos e ficticios, envolvendo narrativas, sons e
imagens. Numa narrativa de jogo, o agente pode viver e experimentar experiéncias inicas
e controladas, as quais apenas o jogo ¢é capaz de fazer, e podemos perceber isso em jogos
de cartas, futebol, pular corda (Busarello, [3]). Ambientes de jogo podem favorecer a
mobilizagdo da atencao e do engajamento. Conforme discute [20], determinados estimulos
e desafios presentes nessas experiéncias podem relacionar-se a mecanismos de recompensa
e motivacao, desde que consideradas as condicoes e os limites apontados pela literatura.
Isso desencadeia um ciclo continuo, no qual, cada vez mais, o individuo sera inserido
nesse ambiente. Outro fato que deve ser colocado em questao é que o ato de jogar leva
o individuo a ganhar ou perder. Ao ganhar num jogo, o personagem é colocado como o
melhor, atribuindo uma destreza ao que ele dominou e foi concretizado pelas horas ali
investidas. Ao perder, o jogo permite ao usuario refazer os passos, utilizando tempo e
reforco com o objetivo de melhorar a performance e atingir o éxito. Todos os individuos
podem apresentar desenvolvimentos distintos, mas é importante destacar que as regras e
os objetivos do jogo valem para um, entao sao validas para todos, sem distin¢ao. Assim, o
processo é controlado com resultados mensurados. Os jogos sao, sem duvida nenhuma,
atividades divertidas e prazerosas, nas quais o agente esta disposto a participar com
uso de suas capacidades e recursos. Diante disso, promover atividades educacionais com
o objetivo de resolver problemas, apropriando-se da condi¢ao na qual o individuo esta
disposto a relacionar, gastando um tempo e esforco para tal, ¢ uma das propriedades que
a gamificagao propoe. Gamificagdo nao é um jogo, mas possui as mesmas estruturas que o

compoem. Assim,

Gamification se apropria de elementos dos jogos para aplicacao em
contextos, produtos e servigos necessariamente nao focados em jogos, mas



2. Gamificacao 20

com a intencao de promover a motivagao e estimular o comportamento
do individuo. (Busarello, [3, p. 25])

Ao filtrar as condigbes de um jogo, temos, entao, que a gamificacao se apropria desses
elementos como um objetivo claro aplicado fora do jogo, o qual apresenta quatro principios
identificados em Busarello [3] que sdo utilizados nos jogos: embasamento, mecanicas,
estética e pensamento. O embasamento em jogos engloba a criacao e simulagao de um
ambiente ficticio ou sistema em que o individuo quer participar, investindo esforcos pessoais
como tempo, cognicao e energia. As mecanicas constituem as normas e regras as quais todos
os participantes estao vinculados, enquanto que a estética consiste na percepcao do agente
perante a atividade gamificada, representando a sensacao do individuo. E o pensamento
em um jogo, peca importante que traz para a gamificacao a realidade de transformacao de
substituir uma tarefa repetitiva e enfadonha em uma atividade motivadora, percebendo-se
o uso de elementos como competicao, cooperagao, exploracao e narrativa. E aqui que os

insights aparecem conduzidos por fatos virtuais.

2.3 Construcao de uma atividade gamificada

Todos os dias, ao levantar, somos atraidos pela curiosidade como um todo, e a
nossa percepcao ¢ agucada e atenta para o “novo”, aquilo que é chamativo. Esse processo
¢ involuntario, a curiosidade faz parte do ser humano. E facil fixar os olhos em uma
determinada direcao que foi percebida pela audicao de um barulho ensurdecedor. Ou
olhar para uma pessoa e fixar a visao quando estd apresentando aspectos extravagantes.
As nossas atitudes sociais sao vinculadas a estimulos externos. Vocé decora os horarios
do seu onibus para poder otimizar seu tempo de deslocamento. No seu trabalho, cria
rotinas e aprende habilidades que sao capazes de melhorar e facilitar seu oficio. Com isso,
percebemos o mundo pelos nossos sentidos e usamos a nossa capacidade processual para
aprender. Quando saboreamos um bolo delicioso e, logo em seguida, nos deparamos com
sua receita, nossa capacidade de memorizacao foca automaticamente em seu modo de
preparo. De maneira semelhante, em uma roda de conversa, somos capazes de descrever
com riqueza de detalhes um filme ou livro de que gostamos. Contudo, a vivéncia dessa
mesma obra pode provocar reacoes distintas em outras pessoas, gerando interpretacoes que
muitas vezes contradizem as nossas percepgoes. Somos seres pensantes e, em todos os dias e
em todos os lugares, o aprendizado ocorre (Burke, [4]). Entretanto, aprendemos habilidades
de que nao gostamos ou com as quais nao compactuamos, como, quando crianca, o ato de

seus pais fazerem vocé guardar seus brinquedos toda vez que estivessem espalhados por
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toda a casa ou ao final de cada dia. Lavar o carro todo final de semana, mesmo sendo seu
carro, ¢ entediante. Estudar conteidos nos quais vocé nao tem interesse é uma tortura e
seu esforco aplicado para tais tarefas é minimo e pouco interessante. Aprendemos coisas o
tempo todo, sendo que para umas usamos um esfor¢co maior do que para outras. Todo
esse aprendizado, essas habilidades ocultas ou nao, podem facilitar a aprender outros
conhecimentos com os quais nos importamos. Assim, aprender algo hoje pode facilitar a
aprender algo no futuro, para o qual vocé estd disposto a gastar energia, tempo e cognitivo.
Ter uma carreira de sucesso no futuro é, geralmente, tudo que gostariamos de almejar, mas
nao dispomos de meios para prever esse acontecimento. Contudo, estamos cientes de que
tudo que vocé aprende impacta de forma direta no seu desempenho futuro, que pode ser
positivo ou negativo. Na escola, os conteiudos sao apresentados em uma dinamica pouco
interessante e desestimulante. O esforco pessoal é impactado pelas suas perspectivas futuras
ou por influéncias externas (pais, comunidade, amigos, colegas). Em todo o caso, quando
for apresentado algo novo, que chame a sua atencao, vocé estara disposto a gastar energia
e tempo para conseguir aprender. Em qualquer atividade de aprendizagem com a qual
voceé esteja relacionado com disposicao, interesse e foco, mesmo sendo dificil, o processo da
aquisicao dessa aprendizagem fica mais facil. Os exemplos e descricoes acima apresentados
evidenciam duas das cinco varidveis consideradas por Busarello [3] para compor uma
atividade gamificada. A primeira e central é a aprendizagem, entendida como processo de
aquisicao de novos conhecimentos e habilidades, natural da curiosidade humana. A segunda
e inerente ao préprio processo de aprendizagem diz respeito a motivagao e engajamento,
sejam eles intrinsecos ou extrinsecos, que podem conduzir e manter o individuo nesse
processo. As cinco varidveis estao apresentadas na Figura 2.1.

Com isso, a gamificagao, de acordo com Burke [4], pode oferecer um caminho para
adicionar motivagao e engajamento as atividades de aprendizagem. Em todas as atividades
gamificadas, os elementos dos jogos sao parte importante de como a metodologia ativa
gamificada funciona; entender os jogos é um passo inicial para implementar de forma
significativa a gamificacao. Mas, o que ha nos jogos que nos chama a atencao? Utilizar
elementos dos jogos para aprender algo ou aumentar seu conhecimento em relacao a
alguma coisa é o nosso proposito aqui. Primeiramente, observa-se que, em qualquer jogo, o
individuo cria um personagem com o qual é capaz de interagir no jogo, e todas as atividades
atribuidas ao personagem sao permitidas de acordo com as regras pré-estabelecidas que
sao coerentes ao personagem que escolheu. A escolha do individuo ou agente de fazer o
papel de um autor imposta pelo sistema é explorada nos games e também na gamificacao.

No mundo real, um individuo pode exercer diferentes habilidades em diferentes papéis (pai,



2. Gamificacao 22

Figura 2.1: Cinco varidveis que definem o conceito de Gamifica¢ao (Busa-
rello, 2016).

aluno, professor, escritor, companheiro, chato, amoroso), com isso, aprimorando atividades
mecanicas e rotineiras, habilidades necessarias para cada situacao. No mundo dos jogos, o
personagem pode vivenciar essas atividades semelhantes em diferentes papéis, sem que o
individuo nunca exerca essas atividades no mundo real. Alguns jogos sao criados copiando
o mundo real e habilidades aprendidas nos jogos podem ser utilizadas também no mundo
real, e com a vantagem do poder da repeticao. Quanto melhor a simulacao do jogo em
relagao ao real, mais sao reduzidas as caracteristicas gerais préprias dos préprios jogos.
“Nesse sentido, os sistemas baseados em jogos devem ser constituidos por objetos claros,
divididos em metas de curto prazo. Isso sugere uma sensa¢ao de progressao continua e
com certa frequéncia de recompensas” (Busarello, [3, p. 54]).

Assim, ainda conforme ilustrado na Figura 2.1, a narrativa e a mecanica de jogos
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compoem outras duas das cinco varidveis da gamificacao, que visam a imersao do individuo,
de acordo com Busarello [3]. Ao “viver a histéria” e ter “dominio’ sobre seus elementos
interativos, o participante se conecta emocionalmente ao seu papel na trama, fazendo com
que as agoes simples do sistema ganhem um significado maior. Essa construgao de mundo
atribui relevancia as atividades propostas e colabora para que o engajamento ocorra de
maneira progressiva. Assim, o individuo é conduzido a cumprir os desafios e atingir o
objetivo final por meio de sua participacao ativa e voluntaria, impulsionada pela motivagao
intrinseca.

Finalmente, para que um sistema gamificado funcione de acordo com Busarello [3],
o conceito de pensar como em jogos é essencial. Este conceito é estruturado em quatro
elementos-chave que colaboram em seu desenvolvimento: metas, regras, sistema de feedback
e participacao voluntaria.

As metas sao o objetivo da atividade gamificada da qual o individuo ou agente
participa. Aprender inglés, por exemplo, organizar uma casa ou adquirir habilidade na
construcao de um grafico de uma fungao qualquer. “Resume-se no propdésito designado
para tal atividade, o qual o sujeito persegue constantemente. A meta sempre orienta para
a atividade e nao se limita a um fim especifico” (Busarello, [3, p. 73]).

Todo jogo necessita de regras que sao usadas para controlar os personagens e deixar
mais equilibrada a jogabilidade. Em gamificacao, as regras tém o papel de garantir a
forma como o personagem evolui; sao diretrizes controladas pelo sistema, as quais todos
estao cientes, e os personagens agem de acordo com as regras para cumprir os desafios
propostos. O sistema de feedback define as respostas do sistema ao individuo. Sao as
ferramentas usadas que sustentam a motivagao e o envolvimento do individuo. Quanto
mais motivado, mais participativo sera e melhor sera a sua performance na atividade
e, assim, estard mais engajado. Consequentemente, mais contribuicoes e retribuicoes o
individuo fard para um avanco nas mudancas necessarias a aprendizagem. No jogo, o
individuo escolhe o horério para se divertir. Caso o jogo seja interessante, mais horas do
seu tempo serao usadas. Caso contrario, ele nao joga mais. Na gamificagao, o agente é
convidado a participar sem ultimato, devendo-se agucar a curiosidade pelo novo. Assim, a
atividade gamificada cria um poderoso ciclo de engajamento: a medida que os participantes
sao inspirados, tornam-se mais envolvidos. Esse aumento no nimero de pessoas ativamente
envolvidas e inspiradas eleva exponencialmente a contribuicao de todos para um propdsito
maior. Deve-se estar ciente de que gamificacao nao é um jogo, mas estao relacionados.
O jogo serve para diversao na maioria das vezes, os desenvolvedores de jogos devem ser

criativos com o objetivo da venda do produto. O sucesso é obtido pelo nimero de pessoas
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que consomem seu produto. Gamificagao tem tudo a ver com engajamento, onde os
participantes sao convidados a participar dos objetivos claros em atingir uma meta que
pode ser uma habilidade de aprendizagem. Assim, “s6 ha uma real interagao entre o
individuo e o sistema quando o primeiro esta disposto a se relacionar com os elementos do

segundo”. (Busarello, [3, p. 76]).

2.3.1 Componentes essenciais da variavel “Pensar como em Jogos”

Existem alguns elementos que estao presentes em todos os jogos de sucesso, 0s
quais incluem objetivos, regras e interatividade, seja ele fisico ou digital. Além disso,
as experiéncias sao construidas com outros elementos, como estética associada ao som
e graficos, a narrativa, os personagens, a mecanica, o sistema de retorno (feedback) e
as recompensas que motivam os jogadores. Mas, para uma aprendizagem significativa
associada a sistemas gamificados, destacamos seis elementos importantes que devem ser

inseridos: a fantasia, regras e metas, estimulos, controle, desafios e mistérios.
Fantasia

Envolver os agentes em uma fantasia permite que eles se expressem, incentivando
situagoes cognitivas, fisicas e ou sociais que sao efetivas apenas na fantasia. Sem vinculos
reais, o individuo é capaz de uma melhor interacao e participacao sem medo ou culpa
(Figura 2.2). Facilita a rela¢do entre as partes envolvidas quando imersos neste tipo de

atividade. Assim,

Em um ambiente de ensino, esta categoria estimula o interesse dos
alunos, fazendo inclusive com que a aprendizagem ocorra de forma mais
rapida. A utilizagdo de realidades fantasiosas contribui para a retencao e
relacao com o conhecimento, pois: minimiza a complexidade, auxiliando o
individuo a gerenciar o espago conceitual que sera experienciado, identifica
fungoes de causa e efeito, remove fatores de estranhamento, uma vez
que muitos eventos do day a day nao sao tao interessantes como os
fantasiosos, contribui para a redugao de tempo de entendimento de
conceitos. (Busarello, [3, p. 79])

Existem dois tipos de fantasias que podem ser endégenas e exégenas. As fantasias
enddgenas estao relacionadas com o conteido propriamente dito. Um exemplo é a atividade
gamificada de tabuleiro de operagoes matematicas, na qual o jogador, usando operagoes
bésicas da matematica, completa os dados que faltam com o objetivo de finalizar todo o
tabuleiro. Ou um jogo baseado em “Batalha naval”, com o objetivo de ensinar fungoes no
Ensino Médio, de modo que o torpedo que atinge o adversario descreve uma trajetéria por

meio de curvas ou graficos de fungoes. As fantasias exdgenas sao separadas e externas ao
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Figura 2.2: Jogo Elden Ring (Ambiente fantasioso).
Fonte: https://www.playstation.com /pt-br

contetudo de aprendizagem. Um exemplo é aprender porcentagem e lucro no mundo do
Minecraft [21], jogo mundialmente conhecido, tendo que construir castelos usando materiais
que devem ser colhidos proporcionalmente ao tamanho do castelo. Assim, o contetido

porcentagem e lucro nao esta ligado diretamente a acao da construcao dos castelos.
Regras e metas

As metas do jogo sao obtidas respeitando as regras dele. Sendo assim, metas
claras e especificas sao estimulos aos quais os desempenhos dos individuos estao atrelados,
permitindo uma melhor absorcao e o envolvimento do agente, podendo resultar em
diferentes aprendizagens cognitivas. Em alguns casos, pode acontecer a adi¢ao de novas
regras ou o afrouxamento das regras antigas com o objetivo de aprender novos contetudos.
Essas acoes devem ser permitidas, pois farao parte do feedback do jogo. Um exemplo disso
seria o tabuleiro de funcoes, no qual, no primeiro momento, usam-se funcoes do primeiro
grau. Mas, para participantes que ja dominaram isso, pode ser permitido o uso combinado

de varias funcgoes, levando-os a outro nivel do jogo.
Estimulos sensoriais

Em ambientes virtuais de fantasia, regidos por dinamicas légicas divergentes da
realidade material, a percepcao do usuario é substancialmente intensificada. A conjugacao
de estimulos visuais e auditivos desencadeia uma alta carga sensorial, promovendo respostas

perceptivas complexas e aprofundando a imersao.
Desafios

Toda atividade gamificada deve dar ao personagem um desafio para conquistar.
Uma atividade gamificada facil faz com que o agente se desmotive pela proposta, levando

ao fracasso da experiéncia. Os desafios devem ser superados e colocados no nivel do
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individuo. Uma atividade gamificada usando operagoes simples de mateméatica nao deve
provocar atencao a um universitario, mas deve proporcionar uma proposta de ambiente
diferente para pessoas em fase de aprendizagem. Assim, projetar niveis de dificuldade para
a uma atividade gamificada, desde que de forma adequada ao conhecimento prévio dos
participantes e almejando os novos conhecimentos esperados para serem adquiridos, pode
estimular a curiosidade e promover a motivacao para superar desafios.
Mistério

A curiosidade faz parte do ser humano e é responsavel pelo desenvolvimento da
humanidade. A curiosidade nos faz pensar, aprender e, assim, agir com o objetivo de moldar
o ambiente de acordo com nossos critérios ou reformular nossa cognicao para algo novo que,
no proximo nivel, torna-se mais claro mentalmente. A curiosidade apresenta duas situagoes:
pode ser cognitiva, relacionada ao conhecimento, enquanto a curiosidade sensorial esta
relacionada aos sentidos. Quando nos deparamos com conhecimentos incompreensiveis,
estes podem ser chamados de mistério. O mistério é ativado pela curiosidade do individuo;
na medida em que ele evolui por falta de informacoes ou incompreensao cognitiva, ativamos
o segundo passo, que é a busca por solugoes. O desenho animado Scooby-Doo 2.3 é
um nostalgico exemplo disso. Consiste em uma agéncia de investigacao fundada por
adolescentes associados a casos complicados envolvendo monstros e fantasmas, casos que a
policia local nao conseguiu resolver. Os personagens desempenham papéis arquetipicos

na narrativa, trazendo vérias formas de encarar e resolver os mistérios: Velma (légica),

Scooby-Doo e Salsicha (aliados), Daphne (sensibilidade) e Fred (lideranca).

Figura 2.3: Personagens do desenho animado Scooby-Doo.
Fonte: https://www.dropsdejogos.uai.com.br
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O desenho é envolvido em uma teia de mistérios que, no decorrer da trama, sao
desvendados pouco a pouco, mantendo um clima de suspense. Isso motiva as pessoas
a assistirem para saber quem é o responsavel pela armacao. O mistério proposto aqui
¢ um dos elementos que agucam a nossa curiosidade e questionam nossa capacidade de
pensar. Em geral, envolver o mistério em uma atividade gamificada permite a exploragao

do desconhecido e leva a uma acao do individuo atrelada as regras impostas.

2.4 Ludificacao e gamificacao

Os principios da gamificacao nao se restringem aos ambientes digitais. Historica-
mente, diversas atividades praticas e laborais em culturas ancestrais funcionavam como
uma forma de “jogos concretos” que visavam estimular o trabalho em comunidade e o
aprimoramento de habilidades essenciais.

Escribano [5] cita como exemplo a competi¢ao dos “Jogos Olimpicos Bascos”, na
Europa, que se baseia em registros historicos do periodo neolitico, onde os vencedores sao
aqueles que demonstram maior eficiéncia em tarefas como o corte rapido de troncos e o
levantamento de pedras pesadas. Tais praticas remetem ao uso de pedras na estruturacao de
antigas casas europeias e da madeira na confecgao de méveis, ilustrando como o desafio fisico
estava ligado a sobrevivéncia. Nesse contexto, atividades como cagar, erguer pesos, subir
em arvores ou o treinamento de habilidades, como a confec¢ao de flechas pelas comunidades
indigenas, atuavam como um treinamento gamificado natural. Conforme ainda apontado
por Escribano [5], os jogos concretos sao estimuladores naturais para o trabalho e a
eficiencia em um objetivo comum para o bem da comunidade, combinando esforco fisico
e mental. Desse modo, ao serem executadas em um ambiente de desafio e competicao
social, essas tarefas resultavam na melhoria da realizacao de tarefas coletivas, evidenciando
como a competicao e a colaboragao eram intrinsecamente ligadas ao aprimoramento das
habilidades necessérias a sobrevivéencia. O conceito de ludico estd intimamente relacionado
a brincadeiras (Souza [22]), remetendo a nossa prépria infancia. Atividades prazerosas e
mistas, como subir em arvores, pular corda, jogar xadrez ou baralho, sao experiéncias que
nos moldam, auxiliando na socializacao e na aquisicao de habilidades que, futuramente,
farao parte de nossa interacdo no emprego e na vida. A gamificacdo atribui grande
importancia a esses aspectos ludicos, que sao cruciais para o engajamento. Entretanto,
um contraponto emerge na forma como a gamificacao é aplicada atualmente em diversos
setores: muitas atividades gamificadas sdo impostas de forma verticalizada (top-down),

favorecendo apenas o lado organizacional. Tais praticas sao frequentemente focadas apenas
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no aumento de producao e resultados, em detrimento da melhoria das relacoes interpessoais
ou da resolucao de problemas reais no ambiente de trabalho. A gamificacao, portanto, é
intrinseca a sociedade humana, manifestando-se em atividades que refletem situacoes que
levam ao conhecimento e ao desenvolvimento da capacidade de interagir com o ambiente e
com o outro, sempre com propoésitos claros. Estes propositos sao de diversas naturezas,
podendo envolver a melhoria das capacidades laborais ou cognitivas de um individuo, a
preparacao para conflitos, ou a simples interacao humana. Em todos esses aspectos, o
sistema gamificado se manifesta de formas variadas, sendo inevitavelmente influenciado
pelas mudancas sociais e tecnologicas de seu tempo. “Parece que o tempo todo nao éramos
homo sapiens, mas homo ludens. Observe que o jogo tem um papel em todas as facetas
de nossa vida e o préprio conceito de jogabilidade estd integrado em nossa existéncia”
(Escribano, [5, p. 11]).
Esta visao é complementada pela analise do citado autor sobre o papel da tecnologia
NnO Processo:
Nao existe gamificagao tecnoldgica propriamente dita — a tecnologia é
inerente e inseparavel de qualquer processo humano, incluindo simulagao
e jogo, e sempre que 0 jogo se torna um procedimento versatil para

o gerenciamento do aprendizado, a tecnologia tende a participar desse
procedimento (Escribano, [5, p. 10]).

A gamificacao, enquanto aplicacdo de elementos e mecanicas de jogos em con-
textos nao liudicos, revela-se uma estratégia robusta para o desenvolvimento humano, a
aprendizagem e o engajamento, tanto no ambiente corporativo quanto no educacional.
Autores como Busarello e Brian Burke destacam a importancia de propor atividades que
promovam o engajamento e a socializacao, fatores altamente favoraveis ao aprendizado e
ao aprimoramento do relacionamento interpessoal. Ao associar essas ideias a perspectiva
de autores como Escribano, percebe-se uma relagao intrinseca que conecta a gamificacao a
elementos fundamentais do desenvolvimento humano, reconhecendo que o lidico faz parte
da natureza humana e tem sido, historicamente, um meio essencial para a transmissao de
conhecimento entre geracoes. As atividades gamificadas, que carregam as caracteristicas
de motivagao e interacao mencionadas, ganham uma dimensao ainda maior ao serem
integradas com as midias sociais e digitais. Essa integracao permite que a busca pela
solucao de um desafio, como um problema de resolugao matematica, nao se restrinja
apenas aos agentes diretamente envolvidos, mas possa ter o suporte de outros, sejam eles
familiares, amigos ou conhecidos. Conforme aponta Burke [4, p. 62], essa abordagem

amplia a participacao, envolvendo uma gama maior de pessoas que podem contribuir
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significativamente para a solucao ou, ao menos, participar ativamente do processo de
resolucao. Para que essa abordagem seja eficaz, todas as cinco varidaveis que compoem a
gamificagdo — narrativa, aprendizagem, mecéanicas de jogos, motivacao e o pensar como em
jogos — devem ser estudadas e planejadas minuciosamente a fim de garantir que o objetivo
pedagdgico ou empresarial da atividade seja alcancado de forma clara e intencional. Nesse
sentido, é crucial frisar que a internet e as midias digitais sao ferramentas poderosas para
a aprendizagem quando usadas de forma correta; embora sejam inerentemente dispersivas,
o desafio reside em usar essa tecnologia a nosso favor. Estamos imersos em um mundo
cada vez mais conectado e, se a educacao nao se apropriar dessas ferramentas digitais para
promover uma experiéncia de qualidade, inclusiva e social, com objetivos bem definidos
de valorizagao, desempenho e engajamento, é provavel que, em um futuro préximo, a
formacao dos nossos jovens se torne desassociada da realidade digital em que vivem.
Embora o lidico e a gamificacdo possam se aproximar em determinadas propostas
educacionais, os conceitos nao sao equivalentes. Atividades lidicas podem envolver
jogos, brincadeiras ou experiéncias de carater recreativo. A gamificacao, por sua vez,
refere-se ao uso intencional de elementos e estruturas de jogos em contextos que nao sao,
necessariamente, jogos completos, com vistas a objetivos especificos. Assim, a classificacao
de uma proposta como gamificada depende da forma como esses elementos sao organizados

e articulados aos objetivos pedagogicos.

2.5 Analise de atividades gamificadas em dissertacoes do

PROFMAT

Como propostas de produtos deste trabalho, serao apresentados no Capitulo 4
duas atividades gamificadas para aprendizado de fungdes polinomiais (afins, quadraticas
e cubicas) direcionadas para alunos do Ensino Médio. Tais atividades sao construidos
com base nos principios da gamificacao, presentados no presente capitulo. Para explorar
como tais conceitos e principios tém sido aplicados em atividades gamificadas, nesta secao
analisamos criticamente trés propostas de gamificacao no ensino de funcoes apresentadas
em dissertagoes do PROFMAT. O objetivo nao é invalidar tais atividades gamificadas,
mas identificar a presenca e falta de elementos estruturantes de acordo com a teoria
aqui apresentada. Essas andlises também permitem definir parametros e critérios que
sustentam as atividades gamificadas propostas no Capitulo 4. Os trabalhos analisados foram
selecionados a partir do repositério online de dissertagoes do PROFMAT [23]. Mediante

busca por palavras-chave como “gamificacao”, “fungoes”. Na pesquisa por dissertagoes que
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citavam explicitamente o uso de gamificagao, encontramos 33 trabalhos, dentre os quais 4
referiam-se explicitamente a funcoes ou equacoes de 1° grau. Destacaram-se trés pesquisas
com maior alinhamento aos objetivos deste estudo: a aplicacao da gamificacao no ensino
de funcoes de 1° e 2° graus. Sao elas:
e Trabalho 1: “Funcoes no Ensino Médio: uma abordagem conceitual e o uso de
gamificagao”, de Itamar de Camargo Junior [7]
e Trabalho 2: “Gamificacao na Educacao Matematica: Desenvolvimento de Jogos 2D no
Construct 3 para Engajar Nativos Digitais”, de Pedro Paulo Cavalcante Pimentel [§]
e Trabalho 3: “Gamificagao no ensino de Matematica: potencializando a aprendizagem

com jogos e aplicativos interativos”, MATEUS LUAN DE CARVALHO MENDES [24]

2.5.1 Analise critica do Trabalho 1: uso de gamificagao com Scratch

A dissertacao de Camargo Junior [7] propoe uma sequéncia didatica gamificada
para o ensino de fungbes no Ensino Médio, utilizando a plataforma Scratch [25]. O
estudo visa estruturar atividades conectadas para o sucesso do ensino-aprendizagem,
iniciando com uma avaliacao diagnéstica e aulas expositivas alinhadas as habilidades da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC). O ponto central da proposta é uma tarefa
gamificada estruturada como um quiz com niveis de dificuldade progressiva, pontuacao e
feedback imediato, culminando em aulas de aprofundamento com problemas de fixacao e
uma avaliagao final para verificar as habilidades adquiridas pelos estudantes.

Apesar dos pontos positivos, como a progressao de dificuldade e o alinhamento
claro as habilidades da BNCC para o aproveitamento do tema de funcoes, a analise da
aplicagao revela algumas limitagoes, com base em Busarello [3]. Embora a plataforma
Scratch ofereca vastos recursos, a proposta carece de exploragao narrativa e de elementos
lidicos avangados, como a criacao de personagens ou ambientagoes temaéticas, elementos
que, segundo Sousa [22], reduzem substancialmente seu potencial imersivo. Além disso, o
carater estritamente individual do jogo restringe a interagao social. Como defendido por
tedricos como Busarello [3] e Burke [4], a gamificacdo efetiva deve fomentar o engajamento
por meio de histérias contextualizadas e promover a interacao em grupos, potencializando
a construcao coletiva do conhecimento. Também h& menos foco em elementos de narrativa

e sistema de feedbacks.

2.5.2 Analise critica do Trabalho 2: uso de gamificagcao com Construct 3

O trabalho de Pimentel [8] apresenta o desenvolvimento de jogos 2D na plataforma

Construct 3 como ferramenta pedagogica voltada para estudantes da Educacao 4.0 e 5.0,
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Figura 2.4: Tela de entrada do jogo “Roleta de fungoes”
Fonte: Camargo Juinior [7]

denominados “nativos digitais”. A pesquisa fundamenta-se nas metodologias ativas e na
base construtivista de Jean Piaget e Seymour Papert, além de contemplar o Pensamento
Computacional exigido pela BNCC. O estudo defende que o uso de jogos atende a demanda
desses alunos por ambientes de aprendizagem interativos, personalizados e dinamicos,
permitindo a aplicacao de conceitos mateméticos em um contexto simulado. A escolha
do Construct 3 demonstra ser um acerto metodolégico ao combinar recursos avancados
de desenvolvimento com uma curva de aprendizado acessivel por meio de blocos. O
produto educacional gerado, denominado “Jogo da Joaninha”, exige que o aluno manipule
coordenadas no plano cartesiano e aplique conceitos de func¢oes de primeiro grau, tanto
lineares quanto afins (fase 1: y = ax, fase 2: y = ax + b). O jogo apresenta um visual
atraente e configura-se como um ponto de partida promissor e pratico para o ensino desses
contetidos matematicos.

Contudo, para que o produto de gamificacao transcenda a mera apresentacao visual
e atue como uma ferramenta de motivacao duradoura, voltamos a analisar seus elementos
estruturais sob a perspectiva de tedricos como Busarello [3] e Burke [4]. A andlise revela

que o jogo carece de uma arquitetura que mantenha o individuo engajado a longo prazo.
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Figura 2.5: Jogo da Joaninha
Fonte: Pimentel [8]

Observa-se a falta de exploracao narrativa, com a subutilizacao da personagem principal e
a auséncia de um enredo atraente que fomente a imersao. Adicionalmente, a inexisténcia de
um sistema de feedbacks que permita ao jogador salvar seu desempenho, gerar pontuagoes
ou estabelecer rankings representa um obstaculo para que o estudante revise seu ciclo de

aprendizagem e sinta-se estimulado a persistir.

2.5.3 Analise critica do Trabalho 3: utilizacao de atividades gamificadas
do repositorio de plataformas de jogos

A dissertacao de Mendes [24] aborda a importancia dos jogos digitais gamificados
aplicados em sala de aula. O estudo visa principalmente demonstrar como essa metodologia
pode promover o engajamento e a motivagao dos alunos em relagao ao conteiiddo matematico,
superando a aversao frequentemente causada pela educagao tradicional. No trabalho, o
autor fundamenta sua pesquisa em diversos autores que tratam da aplicagao da gamificagao
na educacao. O texto contextualiza os conceitos de gamificacao e sua evolugao no cenario
educacional. A segunda parte da dissertacao resume e explica o uso das plataformas de jogos
amplamente utilizadas para gamificacao, como Kahoot. Sao detalhadas as funcionalidades,
vantagens e limitacoes dessas ferramentas no que se refere a criacao e execucao de jogos
educativos, sempre enfatizando o papel da gamificagdo como uma metodologia ativa de
aprendizagem. Relaciona o uso dessas ferramentas para aprendizagem e aponta quais
as habilidades da BNCC que reconhece os jogos educativos como uma metodologia com
potencial para promover a aprendizagem, utilizando a tecnologia digital como um meio

para estimular o pensamento critico, a resolucao de problemas e o desenvolvimento de
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habilidades préaticas computacionais. A execucao dos jogos gamificados exige que o aluno
utilize o raciocinio 16gico para desenvolver estratégias e superar obstaculos, visando o éxito

ou a mudanca de nivel.

Figura 2.6: Jogo do Labirinto
Fonte: Mendes [24]

Apesar dos resultados positivos em engajamento e motivacao, a analise da apli-
cacao dos jogos em sala de aula revela uma limitacao no aprofundamento de conceitos
matematicos, sugerindo que tal atividade tem ainda potencial de exploracao de outras

operagoes e niveis de dificuldade.

2.5.4 Consideracoes finais sobre gamificacao

A gamificacao, quando bem estruturada, pode potencializar a motivacao e a apren-
dizagem. No entanto, a mera insercao de elementos lidicos, como pontuagao e niveis,
nao garante o engajamento dos estudantes. E fundamental que uma atividade gamificada
contenha em seu processo niveis progressivos de dificuldade de aprendizagem. A auséncia
desse aprofundamento pode resultar em uma aprendizagem rasa, que nao solidifica o
conteudo e nao desenvolve o potencial completo dos alunos, transformando a gamificacao
em um mero instrumento de entretenimento, e nao em uma ferramenta efetiva para a
construcao de conhecimento complexo. Tomando como base os elementos de gamificagao
apresentados neste capitulo, acreditamos que limitacoes e lacunas identificadas nessas
analises podem ser superadas, criando atividades com maior engajamento e melhor resul-
tados no aprendizado. Essas preocupagoes sao colocadas desde a concepcao das atividades

gamificadas apresentadas no Capitulo 4, passando por protétipos até culminar em produtos
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que sejam suficientemente acessiveis e flexiveis para professores e estudantes, com nivel

dificuldade escalonavel.



3 Funcoes polinomiais

Este capitulo apresenta o embasamento matematico das func¢oes polinomiais que
sustenta a proposta pedagdgica desenvolvida neste trabalho. Serao apresentadas algumas
propriedades dessas fungoes e seus graficos que compoem as mecanicas das atividades
gamificadas. Como aprofundamento, sera apresentada a interpolacao de Lagrange, um
método para obtencao de funcoes polinomiais a partir de um conjunto de pontos dados,

que pode ser usado nas fases mais avancadas das atividades gamificadas.

3.1 Funcoes polinomiais nas atividades gamificadas

A dissertacao inclui, como produto educacional, sequéncias didaticas gamificadas,
detalhadas no Capitulo 4. Entre os eixos centrais da proposta encontra-se o jogo “A
Batalha dos Eixos”, cuja elaboracao mobiliza conceitos e representagoes matematicas
discutidos a seguir

Nos jogos “A Batalha dos Eixos” (versoes fisica e digital), as atividades gamificadas
apresentadas no Capitulo 4 deste trabalho, o objetivo matematico é obter fungoes afins,
quadraticas e até cibicas cujos graficos contenham pontos dados no plano cartesiano. Sendo
assim, essas atividades fazem uso do conceito de interpolacao polinomial. A narrativa da
atividade gamificada ¢é inserida em um contexto de aventura espacial e ficcao cientifica,
com mecanicas inspiradas no jogo tradicional de “Batalha Naval”. Nessas atividades, o
plano cartesiano corresponde ao “espago sideral” e os pontos dados correspondem a posi¢ao
de “naves espaciais”. O objetivo do jogador é, a partir da posi¢ao de sua nave, atingir
uma nave adversdria em posicao conhecida, através de um “missil teleguiado” que pode
inclusive fazer curvas. A trajetéria desse missil é dada matematicamente pelo grafico da
funcao que interpola os pontos dados: a posicao da nave do jogador e as posigoes das
naves adversarias. Na Figura 3.1, extraida de “Batalha dos Eixos”, a nave na posicao
(=3, — 12) atingiu as naves inimigas por um missil em curva quadratica representado por
f(x) = —x® 4+ x nas posigoes (3, — 6) e (5, — 20).

A abordagem dos graficos de fun¢oes como trajetérias fisicas tem como uma de suas

motivagoes apresentar tais curvas como objetos continuos e nao meramente uma colecao
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Figura 3.1: Tela do jogo “Batalha dos eixos” — versao digital
Fonte: Proéprio autor.

de pontos dispersos, ou valores em uma tabela.

3.1.1 Continuidade e conexidade

Por ser um contetido introdutério e geral, no Ensino Médio as funcgoes reais sao
tradicionalmente abordadas a partir de conjuntos de dados em tabelas ou gréficos discretos,
ou seja, como um conjunto de pontos isolados no plano, ignorando aspectos continuos
dessas funcoes. Mesmo com a apresentacao das retas e parabolas como graficos de fungoes
polinomiais de primeiro e segundo graus, essas curvas também sao comumente apresentadas
de maneira meramente formal, relacionando curva e equagao sem um processo que permita
explorar sua conexidade.

As fungbes polinomiais fazem parte de um conjunto de fungdes amplamente estuda-
das por suas aplicagoes, chamadas de funcoes elementares. As trigonométricas, exponenciais
e suas inversas também sao exemplos de funcoes elementares. Essas fungoes, que ja sao
apresentadas no Ensino Médio e melhor estudadas no Ensino Superior, apresentam a con-
tinuidade como uma de suas propriedades fundamentais, justificando seu uso e aplicacao
em diversas areas. Assim, uma abordagem que introduza, mesmo que intuitivamente,
o conceito de continuidade dos nimeros e fungoes reais ja no Ensino Médio pode ser
vantajosa para uma compreensao mais elaborada das fungoes elementares. A partir dessa

percepgao, os jogos “A Batalha dos Eixos” fornecem uma abordagem que faz uso da
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continuidade de fung¢oes polinomiais a partir da interpretacao do grafico de uma funcao
real como trajetéria de um objeto em movimento. No contexto do jogo, a continuidade
indica que os “misseis teleguiados” nao podem se “teletransportar” de um ponto a outro
qualquer do plano cartesiano, tendo que obrigatoriamente seguir por caminhos conexos do
plano para atingir as naves adversarias, ou mesmo desviar de obstaculos. Sendo assim,
mesmo que a continuidade nao seja apresentada com formalismo em sala de aula, tais
atividades colaboram com uma proposta de aprendizagem das funcoes reais polinomiais
considerando intrinsecamente sua continuidade, realizando a transicao dos valores discretos
de uma funcao para a representacao continua de seu grafico por interpolagao. Apesar do
tépico de fungoes reais ser conteudo padrao e bem conhecido em bibliografias do Ensino
Médio, como em lezzi [14], iremos fazer neste capitulo também uma abordagem mais
analitica, para tratar a continuidade dessas fungoes, ou mais algébrica, para o estudo
da interpolacao polinomial. Tais abordagens sao baseadas principalmente na obra de
Lima [11]. Ressaltamos que mesmo que o conceito de continuidade de uma fungao real
norteie a construgao da abordagem por tras das atividades gamificadas, nao apresentaremos
formalmente o conceito de limites e continuidade de uma funcao real, nem sera necessario
utilizar explicitamente suas propriedades. Para o estudo da continuidade de uma funcao,
no sentido discutido nesta se¢ao, livros introdutorios de Célculo diferencial e integral sao

suficientes, como Leithold [12] e Simmons [10].

3.2 Funcoes reais: definicoes gerais

Introduzimos aqui alguns conceitos e termos comuns no estudo das fungoes reais

que serao necessarios nas préximas segoes e importantes na construcao das atividades.

Uma funcao real em uma variavel real, ou simplesmente fungao real, ¢ uma funcao
cujo dominio e contradominio sao subconjuntos dos nimeros reais, ou seja f: D C R — R.
Se x representa um numero real no dominio de f e y é a imagem de = por f, escrevemos
a expressao y = f(x). Como usual no estudo das fungoes reais, apresentamos a func¢ao
f a partir de sua regra de formagao, para a qual f(z) serd uma expressdo explicita na
varidvel x. O grafico de uma funcio real f é uma curva no plano cartesiano R? dada como
conjunto de pontos {(z,y) € R? |y = f(z)}.

O zero de uma fungao real f é um valor real = tal que f(x) = 0. Analisando o
grafico de uma funcao f, seus zeros correspondem as abscissas dos pontos do grafico que
interceptam o eixo das abscissas.

Dizemos que uma funcgao real é mondtona se ocorrem um dos seguintes casos:
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f ¢ estritamente crescente se dados z1 < w3 temos f(z1) < f(x2); f é estritamente

decrescente se dados z1 < x9 temos f(x1) > f(z2).

Exemplo 3.2.1: Considere a funcao f(x) = 5x — 3 e a tabela

Tabela 3.1: Tabela de valores para y = bx — 3

a;\-4 3 2 0 1 2 3 4

y|-23 -18 -13 -3 2 7 12 17

Para cada valor de z, substituindo e determinando os valores da variavel y, os
dados da tabela sugerem que quando o valor de z aumenta, o valor de y também aumenta.
Vamos verificar posteriormente que esse comportamento é valido para todo x do dominio

desta fungao, sendo portanto um exemplo de funcao crescente.

Exemplo 3.2.2: Considere a funcio y = 2% + 4x + 3. Vamos atribuir valores para x numa

tabela e determinar suas respectivas imagens, obtendo

Tabela 3.2: Tabela de valores para y = 2% + 4z + 3

x\-4-3-201234

y|3 0 -1 38 15 24 35

Os dados apresentados sugerem uma mudanca de comportamento ao aumentar os
valores da variavel x dentre os valores testados: até o valor —2, as suas correspondentes
imagens diminuem; para valores de z maiores que —2, os valores da imagem aumentam
sequencialmente. Vamos verificar posteriormente que esse comportamento é intrinseco as

propriedades de uma funcao quadratica, associado ao conceito de concavidade.

A partir desses dois exemplos destacamos a importancia de distinguir o tratamento
das funcoes reais a partir de duas caracterizagoes: a abordagem discreta ou “pontual”,
feita por um conjunto de valores amostrais e representacao grafica por pontos; e uma
abordagem continua ou “global”, que representa e identifica suas propriedades gerais por
um grafico continuo. A abordagem discreta, ainda que incompleta, pode ser capaz de
fornecer uma intuicao inicial sobre conceitos como crescimento e decrescimento de uma

funcao, desde que explorada com essa ciéncia.
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3.3 Funcao afim e a reta

Nesta secao vamos nos restringir ao conceito de fun¢ao afim (ou fungao polinomial
do 19 grau) e algumas de suas caracteristicas e propriedades que serao relevantes nas

atividades gamificadas deste trabalho.

Defini¢ao 3.1 (Fungao afim): A funcao f de R em R chama-se fungao afim ou fungao
polinomial do 1° grau se existem a e b ntimeros reais e a # 0 tais que f(x) = ax + b para

todo x pertencente a R. Os ntiimeros a e b sao chamados coeficientes da fungao afim.

Alguns exemplos de funcoes afins sao dadas pelas seguintes expressoes:
e f(x)=3x+5,coma=3eb=25;
o f(x)=x,coma=1eb=0;
o f(r)=-bxr—3,coma=—-5eb=-3.
Seguem proposicoes que permitem identificar e obter funcoes polinomiais pela

relacao entre seus coeficientes e valores.

Proposigao 3.2: Uma funcao afim f é unicamente determinada por seus coeficientes.

Demonstracao. Considere fungoes afins f(z) = ax + b e g(x) = cx + d, tais que
f(z) = g(z) para todo x real. Em particular, temos f(0) = ¢(0), o que nos garante
que b = d. Tomando a diferenga das fungdes, temos f(z) — g(x) = (a — ¢)x. Por
hipétese, os valores dessas funcoes coincidem em todos pontos do dominio. Temos

assim que (a — ¢)x = 0 para todo x, o que nos permite concluir que a = c. ]

Proposicao 3.3: Dados x; # x2, uma funcao afim f fica unicamente determinada pelos

seus valores f(z1) e f(x2).
Demonstracao. Se f(x) = ax+b, sejam y; = f(z1) = ar1+beys = f(x2) = axy+b.
Subtraindo a primeira da segunda equacao, obtemos o coeficiente a pela expressao

Y2 — U1
a = ,
Lo — X1

que esta bem definida uma vez que x5 # x1. A partir de qualquer das duas equacoes,

conseguimos obter uma expressao para o coeficiente b, a saber

b— YU

Y2 — U1
Y1 T =Y2 —

To — 1 To — T

ZIo.
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Como bem conhecido da geometria plana euclidiana, sabemos que uma reta é
unicamente determinada por dois pontos distintos. Mostramos acima que uma funcao afim
¢ unicamente determinada a partir de dois pares coordenados (z1,f(x1)) e (x2,f(z2)), com

1 # x2. A relacao entre esses dois fatos se da pelo gréfico de f:
Proposicao 3.4: O gréafico de uma funcao afim é uma reta nao-vertical.

A demonstracao, que sera omitida aqui, pode ser realizada a partir da colinearidade
de 3 pontos da forma (z1,ax; + b), (z2,ax2 + b) e (z3,ax3 + b), com 7 < T3 < x3, COMO
apresentado em Lima [11]. Em particular, podemos mostrar que o gréafico da fungao afim

é uma reta nao perpendicular ao eixo das abscissas, como exemplificado na Figura 3.2.

— Curva:f(x) = 3.0x + 5.0 @)

— curva: f(x) = -5.0x + 3.0

Grafico da fungao linear

Grafico da fungao linear f(x) = -5.0x + -3.0

f(x) = 3.0x + 5.0

Figura 3.2: Gréaficos de f(z) =3z +5e f(z) = =5z —3

Fonte: Préprio autor.

Os coeficientes a e b da funcao f(x) = ax + b sdo denominados, respectivamente,
como coeficiente angular e coeficiente linear da fun¢ao. Os nomes dos coeficientes vém

das caracterizacoes a seguir.
Intersecoes com eixos

Graficamente, o coeficiente linear representa o 1inico ponto em que a reta intercepta
o eixo das ordenadas, pois, para x = 0, temos que y = a -0+ b = b, ou seja, b = f(0). O
zero da funcao afim f(x) = ax + b, com a # 0 é determinada por f(z) = az + b= 0, que
nos leva a x = —g. Analisando pelo seu grafico, esse é o tnico ponto de intersecao das

retas y = ax + b e y = 0, ou seja, o ponto (—/s,0).

Exemplo 3.3.1: Os pontos em que a fungao f(x) = —4z + 3 intercepta os eixos sao

e Eixo das abscissas (f(z) = 0):

—4r+3=0 = z=-

W
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e Eixo das ordenadas (z = 0):
y=—4(0) +3 =3

Assim, o grafico da fungao f(z) = —4x + 3 intercepta os eixos nos pontos (%, O) e (0,3).

Em particular, pela proposicao 3.3, esse grafico fica determinado por esses dois pontos.

Inclinagao

Ja o coeficiente angular corresponde a inclinacao da reta em relacao ao eixo das

abscissas: dados dois pontos distintos do grafico da fungao afim, (z1,y2) e (2,y2), a
Y2 —
Ty — T
apresentada na proposicao 3.3. Em particular, coincide também com a tangente do angulo

inclinacao é determinada pela razao , que coincide com a férmula do coeficiente a

formado entre a reta e o eixo das abscissas.

Alguns casos particulares merecem destaque e estao ilustrados nos exemplos da
Figura 3.3:
e Se a =0, a funcao f: R —+ R é denominada como funcao constante e seu grafico
sera uma reta paralela ao eixo das abscissas;
e Sea#0eb=0,afuncdo f: R — R chama-se fungao linear e seu grafico é

caracterizado por uma reta nao paralela aos eixos e que passa pela origem.

45 25
) Y
flz) =2 1
} flx) =2
il x |
—2 —1 1 2
il I"\
3 -2 1 1 2 3 1
—9l _9
Figura 3.3: Funcao constante f(z) = 2 Figura 3.4: Funcao linear f(z) =«
Fonte: Préprio autor. Fonte: Proéprio autor.

Para analisar o crescimento e decrescimento de uma funcao afim em todo seu

dominio, basta analisar seu coeficiente angular.

Proposicao 3.5: A funcao afim f(z) = ax + b ¢é crescente quando o coeficiente angular é



3. Funcoes polinomiais 42

positivo (@ > 0) e ¢ decrescente quando o coeficiente angular ¢ negativo (a < 0).

Demonstragao. Seja f: R — R definida pela relagdo f(x) = ax + b, com a, b reais
e a # 0. Dados 77 < 3 no dominio de f, temos:
e Sea>0:x; <xe= (ar1 +0b) — (axa +b) = a(xy —x2) < 0= f(x1) < f(22)
e Sea <0: 21 < w3 = (ax1+b)—(axa+b) = a(z1—x2) > 0= f(z1) > f(ae) O

Exemplo 3.3.2: Retomando o exemplo 3.2.1, verificamos se tratar de uma funcao afim.

Seu grafico e dados amostrais da tabela sao apresentados simultaneamente na Figura 3.5

Tabela 3.3: Tabela de valores para y = bx — 3

x\-4 3 2 0 1 2 3 4

y|-23 -18 -13 -3 2 7 12 17

Figura 3.5: Gréfico da funcao y = b5x — 3
Fonte: Préprio autor.

Pela proposigao acima, podemos identificar facilmente que se trata de uma funcao

crescente, corroborando com os valores testados na amostra.

Vale aqui relembrar que um dos objetivos da atividade gamificada é pensar a fungao
polinomial também por sua continuidade, a partir de seu grafico como uma trajetoria

fisica. Evita-se assim a imprecisao e equivocos que podem se manifestar ao tratar uma
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funcao real apenas partir de valores amostrais, sem considerar suas propriedades gerais,

mais intrinsecas.

3.4 Funcao quadratica e parabola

Funcgoes quadraticas figuram no Ensino Médio geralmente em problemas que en-
volvem célculo de dreas e distancias, além do problema de otimizacao. Além de estudar
a expressao algébrica desta fungao, é igualmente importante conhecer as simetrias de
seu grafico, uma parabola, correlacionando suas propriedades. Destacamos aqui essas

propriedades e relagoes que serao exploradas nas atividades gamificadas deste trabalho.

Definicao 3.6 (Fungao quadratica): Dados a, b e ¢ nimeros reais com a # 0, a funcao
[ : R — R definida pela expressao f(z) = ax?® + bx + ¢ é denominada fungao quadratica
ou fungao polinomial do 2° grau. Os nimeros reais a, b e ¢ sdo chamados de coeficientes

da func¢ao quadratica.

Alguns exemplos de func¢oes quadraticas sao dadas pelas seguintes expressoes:
o f(x)=r*4+4r+3,coma=1,b=4ec=3
o f(r)=-22"+4zx,coma= -2 b=4ec=0
o f(z)=—2*—12,coma=—-1,b=0ec=—12
Assim como no caso da funcao afim, a funcao quadratica fica determinada pelos

coeficientes reais a, b e ¢ e é Unica.

Proposicao 3.7: Uma funcao quadratica f é unicamente determinada por seus coeficientes.

Demonstragao. Considere fungoes quadraticas f(x) = g(x) para todo x, ou seja,
existem ay,bi,c1 € as,ba,co tais que a12? + b1z + ¢ = asx?® + bax + co. Primeiramente,
tomando z = 0, concluimos que ¢; = ¢3. Podemos reescrever entao (a1 + by)x =
(agxr —by)x e, para x # 0, temos ainda ayx+b; = asx +by. Tomando z = 1, obtemos
a1 + by = a1 + by, enquanto que tomando x = —1, temos —a; + by = —ay + bs.
Somando essas duas equagoes membro a membro, obtemos by = by. Pela subtracao

entre essas mesmas equacgoes, obtemos a; = as. ]

Também temos que uma fungao quadratica fica estabelecida a partir dos valores da

funcao em 3 nimeros distintos.

Proposicao 3.8: Dados x1, x5 e x3 nimeros reais distintos, uma funcao quadratica f fica

unicamente determinada pelos seus valores f(z1), f(z2) e f(x3).
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Demonstragdo. Considere dadas as fungoes f(z) = a2’ + iz + ¢ e g(z) =
as7? + bt + ¢, tal que g(z1) = f(21), g(x2) = f(72) € g(x3) = f(x3), com 1, z2 €

T3 numeros reais distintos. Temos assim

g(x1) = f(21) = (a2 — ar) (1) + (b — b1) (1) + (2 — 1) =
9(x2) — f(x2) = (az — a1)(22)* + (by — by)(22) + (2 — 1)
g(x3) — flxs) = (az — ay)(x3)* + (by — by)(23) + (c2 — 1) =

0,
0,
0.
Subtraindo a primeira equacao da segunda e da terceira, teremos:

(a2 — ar)(z5 — 27) + (by — by) (22 — 1) = 0,
(ag — ar) (23 — 3) + (by — by)(z3 — 1) = 0.

Como x1, x5 € x3 sao numeros reais e distintos, podemos dividir a primeira equagao

por (x5 — x1) e a segunda por (x3 — x1), obtendo:
(ag —ar)(wa +21) + (ba — b1) =0,

(ag — al)(llfg + $1> + (bg — bl) =0.

Subtraindo essas equacoes, temos:
(CLQ — CL1)<.§C3 — CCQ) = 0.

Como 3 # x9, a Unica solugdo possivel é (ay — a;) = 0, o que implica ay = a;.

Substituindo nas equacoes anteriores, obtemos by = by € c; = ;. O

A demonstragao da proposicao anterior faz uso de resolucao de um sistema linear,
cujos coeficientes definem a chamada matriz de Vandermonde, que serda explorada na
proxima secao. A determinacao de uma funcao quadratica a partir de um conjunto
de valores dados esta relacionada ao método de interpolagao de Lagrange. Em geral,
esse método permite determinar a funcao polinomial de grau n com (n + 1) pontos
distintos do plano, o que sera discutido posteriormente e esta relacionado com as atividades
gamificadas deste trabalho. Por enquanto, devemos explorar as fungoes quadraticas e suas
particularidades.

Podemos verificar que a funcgao polinomial do 2° grau é continua em todos os
pontos do dominio. Assim, a representacao grafica da fungao quadratica é uma curva

conexa. Podemos mostrar que esta curva é uma parabola.
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Proposicao 3.9: O grafico de uma funcao quadrética é uma parabola com eixo de simetria

vertical.

Novamente, vamos omitir a demonstracao da construcao da pardbola, cujos detalhes
podem ser conferidos em Lima [11]. Porém, é conveniente explorar o paralelo entre a
equacao da funcao quadratica e a parabola através da forma canonica de uma funcao

quadratica.

Proposigao 3.10 (Forma canénica): Dada fungao quadrética f(z) = ax?+ bx + ¢, podemos
escrever )
b\2 b —4dac
o =a|(er 5) - 5]

chamada de forma canonica da funcao quadratica f.

Demonstragdo. Seja a fungio polinomial do 2° grau f(z) = ax? + bx + ¢ (com

a # 0). Utilizando as propriedades de produtos notaveis e completando o quadrado,

obtemos
f(x):a<x2+—x+f)
a a
b\? b\> ¢
= 2492 — — ) - = -
a(a: e 2a+<2a) (2@) +a>
b\? B — dac
=a <x—|—%) — 4a2 ] ]

Vértice e concavidade da parabola

Ao escrever a funcao quadrética f(z) = az? + bz + ¢ na forma candnica:

b\? b2 — dac
B I 1
(x * 2a) 4a? ] ’ (3:1)

observa-se que o termo (x + %)2 > 0 atinge seu valor minimo (igual a 0) quando:

flx)=a

b b
r+—=0 = zx=

_ 3.2
2a 2a ( )

A imagem nesse ponto é:

b b? — 4dac
()
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Assim, o ponto do plano

b b — 4dac
(v, yv) = (_%a_—ém ) - (3.4)
representa um ponto importante do grafico que é denominado como vértice da parabola.
Considere agora pontos r; < x5 equidistantes a xy, ou seja |r; — zy| = |2 — zy|.
Assim existe k > 0 tal que 1 = zy — k e 29 = z, — k. Calculando f(zy — k) e f(zv + k)
pela forma canénica, concluimos que f(x1) = f(x32). Dessa forma, temos que a reta vertical
xr = xy é o eixo de simetria da parabola.
A abscissa xy do vértice da parabola é o ponto onde a funcao muda seu comporta-
mento quando a crescimento e decrescimento:
e de decrescente para crescente, se a > 0. Neste caso, xy € o ponto de minimo da
funcao e dizemos que a parabola tem concavidade para cima;
e de crescente para decrescente, se a < 0. Neste caso, xy é o ponto de maximo da
funcao e dizemos que a parabola tem concavidade para baixo.

Dessa forma, o coeficiente a da quadratica determina a concavidade da parabola.

Exemplo 3.4.1: Retomando o exemplo, podemos comparar os valores da amostra em

tabela com a pardbola de equacdo y = x? + 4z + 3.

Tabela 3.4: Tabela de valores para y = 2% + 4z + 3

x\-4-3-201234

y|3 0 -1 38 15 24 35

Percebe-se que a parabola tem concavidade para cima, dado que temos a =1 > 0.
Também, é simétrica em relagao a reta vertical v = —2. Como esperado, os dados amostrais

manifestam as propriedades gerais de uma funcao quadratica.

Intersecoes com os eixos

Como no caso afim, o coeficiente independente ¢ na fungao quadratica f(z) =
ax® + bx + ¢ corresponde ao ponto de intersecao do gréfico de f com o eixo das ordenadas,
pois f(0) = ¢. Sendo assim, (0,c) é um ponto da parabola que é grafico de f. Os zeros de
uma funcio quadrdtica f(x) = ax? + bx + ¢, correspondendo aos pontos de intersecao da

pardbola com o eixo das abscissas, sao obtidos pela equacao polinomial do 2° grau

ar® +br+c =0,
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Figura 3.6: Grafico da funcao y = 2% + 4x + 3

Fonte: Préprio autor.

cuja solucao pode ser encontrada usando a férmula conhecida como “férmula de Bhaskara”.
Para demonstrar a férmula de Bhaskara, basta tomar escrever a fungao quadratica em
sua forma canonica e isolar a variavel z, obtendo a expressao apresentada na proposicao a

saber.

Proposigao 3.11: Os zeros (reais) de uma fungao quadrética f(z) = az® + bx + ¢, com

a # 0, sao obtidos por

B —b+/b? — dac —b—Vb% —4dac

o 2a 2a

desde que b? — 4ac > 0.

Definimos por discriminante da funcio quadratica A a expressio A = b? — 4ac. Os
exemplos a seguir ilustram as trés situagoes quanto a quantidade de raizes distintas de

uma funcao quadratica.

Exemplo 3.4.2: Os zeros da fungao f(z) = 22 + 4z + 3, com a = 1,b =4 e ¢ = 3, sdo
determinados por

—4++16—-12

2 Y

T Ty = —3.
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J& os zeros da fungao f(z) = —22% +4x, com a = —2,b =4 ¢ ¢ =0, sao
—4+416—-0
T = 1 =x1=0, x5=2.
Para a funcao f(r) = —2®> — 12, coma = —1,b =0 e ¢ = —12, temos
0+,/0-18
=

que nao resulta em raizes reais, uma vez que —48 < 0.

E facil verificar que o discriminante A determina a quantidade das raizes:
e A > 0: duas raizes reais distintas, x; # xs;
e A = 0: duas raizes reais iguais, 1 = x3;
e A < 0: nao possui raizes reais
Portanto, a interse¢ao da parabola y = f(z) com o eixo das abscissas fica determi-
nada por A:
e A > 0: interse¢oes em (z1,0), (22,0), com zy = (z1 + x2)/2, por simetria;
e A = 0: intersegao em (xy,0), no qual ha tangéncia;
e A < 0: nao ha intersecao, com a parabola acima do eixo das abscissas, se a > 0, ou

abaixo, se a < 0.
Imagem

Embora a fungao quadrética f(x) = ax?® + bx + c esteja definida para todos os
nimeros reais, seu conjunto imagem nao corresponde a todo o conjunto dos nimeros
reais. Podemos determinar o conjunto imagem da funcao quadratica através da ordenada
Yy = —ﬁ do vértice da parabola da seguinte forma:

e Quando a > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima e o conjunto imagem
é dado por {y e R |y >y, }.

e Quando a < 0, a parabola tem concavidade voltada para baixo e o conjunto imagem
é dado por: {y e R |y <y}

Retomando o exemplo da funcao quadratica e a Figura 3.6, temos que sua imagem
é{yeR|y>—1}.

A seguir, um exemplo que ilustra o uso dos conceitos da funcao quadratica e
parabola em um jogo simplificado de interpolagoes, “Guerra espacial”, que serviu como

prototipo para as atividades gamificadas deste trabalho.

Exemplo 3.4.3: Um jogo de tabuleiro foi proposto pelos jogadores Felipe e Gabriela. Neste
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jogo, vocé estd em uma nave localizada em uma posic¢ao (z,y) do plano e deve descobrir
em qual nave inimiga seu adversario esta posicionado. A partir da sua posicao inicial,
vocé pode acertar uma ou duas naves ao mesmo tempo, usando um missil teleguiado cuja
trajetoria curva passa por esses pontos. As naves encontram-se com posicoes determinadas
no tabuleiro, em coordenadas cartesianas, como apresentado na Figura 3.7. Gabriela,
localizada no ponto A(7,0), deseja atingir as naves adversérias posicionadas em B(1,16) e
em C(—7,16). Como A, B, C sao trés pontos distintos, Gabriela tentara determinar uma
funcao quadratica cujo grafico descreva a trajetéria de um missil teleguiado passando pelos

trés pontos.

Figura 3.7: Jogo de tabuleiro “Guerra espacial”
Fonte: Préprio autor.

Seja a fungao polinomial quadratica f(z) = ax?+bx+c com f(1) =16, f(—7) = 16

e f(7) = 0. Substituindo esses pontos na fungao, obtemos trés equagoes:

f()=a(1)*+b(1)+c=16 (3.5)
f(=7)=a(=7)?+b(-T7)+c=16 (3.6)
f(M) =a(?+b(7)+c=0 (3.7)

Resolvendo o sistema de equacoes e determinando os valores dos coeficientes a, b e ¢,

encontramos a solucao obtida por Gabriela, dada pela funcao polinomial do 2° grau:

4, 8
f(a:)——ﬁa: —?x—i-

52

3 (3.8)

indicada na Figura 3.8. Dessa forma, Gabriela atinge simultaneamente duas naves adver-

sarias.

No exemplo acima, observe que, sabendo que o grafico de uma fungao quadratica
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Figura 3.8: Funcao que passa por (1,16), (—7,16) e (7,0)
Fonte: Proéprio autor.

é uma parabola e conhecendo suas simetrias, outras solucoes podem ser propostas. Por
exemplo, a partir de B e C, que representam pontos da parabola com mesma imagem
pela funcao quadratica associada, pode-se determinar que a abscissa do vértice como
ry = (—=7+1)/2 = —3. Como A esta sobre o eixo das abscissas, temos que uma das raizes
da funcao é x5 = 7. Pelo eixo de simetria = —3, pode-se obter que z; = —13. Assim, por
unicidade, pode-se calcular a mesma fungao quadrética utilizando os pontos (7,0), (—13,0)
junto com B ou C, levando a um sistema linear um pouco mais simples. Se Gabriela
ainda conhecer a relagao das raizes e coeficientes de uma funcao quadratica, é capaz de
simplificar a busca da equagao quadratica: temos f(z) = a(x?—((—13)+7)z+((—=13)-7)) =
a(z® + 6z — 91). Para obter o coeficiente a, basta entao utilizar as coordenadas do ponto
B, por exemplo, obtendo f(1) = —84a = 16 e portanto a = —4/21. No contexto de
uma atividade gamificada, onde o jogador é desafiado a resolver os problemas em um
tempo limitado, de forma eficiente e correta, esse exemplo indica como o conhecimento
matematico e habilidades computacionais do jogador podem ser explorados intrinsecamente

pela mecanica de um jogo e premiar o jogador com sucesso.

3.5 Funcoes polinomiais

Funcoes polinomiais sao expressoes algébricas formadas por somas e produtos de
constantes com a variavel independente elevada a poténcias inteiras nao negativas. Essa
descricao inclui as fungoes afins e quadraticas apresentadas anteriormente. Em geral,
funcoes polinomiais sao utilizadas para aproximar comportamentos entre duas variaveis,

especialmente quando a regra de formacao exata é muito complexa ou desconhecida. Além
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disso, em métodos de interpolacao como os polinomios de Lagrange, que apresentaremos
mais adiante, expressoes polinomiais sao usadas para encontrar fungoes que passam por um
conjunto especifico de pontos. As fungoes polinomiais se destacam por sua versatilidade na
analise matematica, pois possuem propriedades analiticas importantes, como continuidade,
derivabilidade e integrabilidade em todo o dominio real, o que facilita diversos tipos de
analises e aplicacoes. Como ja mencionado, as atividades gamificadas deste trabalho fazem
uso dos graficos de funcoes afins, quadraticas e ctiibicas como curvas de interpolacao. Elas
permitem também, como abordagem mais avancada e opcional, a exploragao de fungoes
polinomiais de grau superior, sempre vinculado a representacao grafica dessas funcoes.
Com isso, justificamos o estudo das fungoes polinomiais de grau n como generalizacao do

foi apresentado nas segbes anteriores, que sera feito com base em Lima [11].

Defini¢ao 3.12 (Fungao polinomial de grau n): Dados os nimeros reais ag, a1, as, . . ., a,
tal que a,, # 0, a funcao f : R — R é denominada fungao polinomial de grau n definida por
f(x) = apa™ + a, 12" ! Os nt i ao chamad
=a, n—1T + -+ a1 + ag. Os numeros reais ag, aq, . .., a, Sao0 chamados
de coeficientes da funcao polinomial de grau n e a,z", a,_ 12" %, -+, a1, ag sao os termos

da funcao polinomial.

Em particular, quando f(z) = a,x", com a, # 0, temos uma fungao denominada
funcao monomial. Se além disso temos a,, = 1, dizemos ser uma fung¢ao poténcia. Caso
todos os coeficientes de uma fungao polinomial sejam nulos, dizemos que se trata da funcao

polinomial nula, cujo grau nao ¢ definido.

Exemplo 3.5.1: f(x) = 4z* + 22® + 32 é uma fungao polinomial de grau 4 com a4y = 4,

a3:2,a2:O,a1:3,a0:O.

Observagao: Ressaltamos que uma fungao polinomial f(x) na variavel real x estd associada
a um polinoémio p(X) em uma indeterminada X', que, rigorosamente, sao objetos diferentes.
Porém, vamos permitir explorar a correlagao entre esses dois objetos quando conveniente,
atentando-se as suas diferengas, como apresentado na discussdao em Lima [11]. Em
particular, por vezes iremos usar o termo “zero” da funcao polinomial f como sinonimo de

“raiz” do polinomio p.

3.5.1 Unicidade da funcao polinomial

Uma fungao polinomial de grau n é determinada de forma tinica por seus coeficientes
reais a,,dn_1,---,0p. Uma demonstracao elementar desta proposi¢ao também pode ser

encontrada ja em algumas referéncias de Ensino Médio, como em Tezzi [14].
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Proposic¢ao 3.13 (Unicidade da fungao polinomial): Uma funcao polinomial de grau n é
unicamente determinada por seus coeficientes. Mais precisamente, se f(x) = a2+ - -+ag
e g(x) = byz"™ + - - - + by s@o duas fungoes polinomiais de grau n, temos que a; = b; para

todo i € {0,1,...,n} se, e somente se, f(zx) = g(z) para todo = € R.

Demonstragao. Dadas f(z) = a,a™ + -+ + ag e g(x) = bz + --- + by funcoes

polinomiais de grau n, defina
h(z) = f(2)=g(x) = (an—bn)a" +(an1=byp1)2" "4 -+ (a1—b1)x+(a0—bo) (3.9)

que tem grau menor ou igual a n. Faremos uso de que f(z) = g(x) para todo x € R
é equivalente a h(z) = 0 para todo z € R. Suponha primeiramente que a; = b;
para todo 0 < ¢ < n. Da Equagao 3.9, temos que todos os coeficientes da diferenga
sdo nulos, do qual concluimos que f(z) = g(x), para todo x € R. Para a reciproca,
argumentamos por contradi¢ao e utilizamos o fato de que um polindmio de grau n
pode ter no maximo n raizes reais, conforme discutido em Lima [11].

Suponha que h(z) = 0 para todo x € R e que pelo menos um dos seus
coeficientes na Equacao 3.9 seja diferente de zero. Teriamos assim uma expressao
polinomial de grau m < n. No entanto, como por hipétese h(z) = 0 para todos os
x € R, terifamos que ele tem infinitas raizes, contrariando que um polinomio de grau
m tem no maximo m raizes. Assim, a unica maneira dessa expressao polinomial ter
infinitas raizes é se ela for identicamente nula, ou seja, se todos os seus coeficientes
forem iguais a zero. Portanto, a; — b; = 0 para todo i € {0,1,...,n}, o que implica

Outra demonstragao da reciproca faz uso das derivadas de uma fungao polinomial

por inducao matematica. Iremos apresentar como forma alternativa de demonstracao.

Demonstragao. Reciproca da proposicdo 3.13. Queremos mostrar que se f(x) = g(x)
para todo € R, entao os coeficientes devem ser iguais, ou seja, a; = b; para todo 1.
Considere a fungao polinomial h(z) = f(z) — g(z), como em 3.9, de grau menor ou
igual n. Vamos provar por indugao sobre n que se h(zx) é o polindomio nulo, todos
os seus coeficientes devem ser zero. Ou seja, a; — b; = 0, o que implica a; = b; para
todo i. Como caso base da indugao, considere n = 0, ou seja, h(z) = ag — by. Se
f(z) = g(z) para todo x € R, entdo h(x) = 0 para todo z e assim ay = by. Suponha
agora que para fungdes polinomiais de grau n — 1, se f(x) = g(x) para todo z,

entao todos os seus n coeficientes devem ser iguais. Considere h(x) = f(z) — g(x)
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de grau n. Se h(z) = 0 para todo = € R, em particular,
h(0) = (ag — bg) = 0 = ag = by.
Agora, calculando a derivada de h(z), usando que h/(z) = f'(x) — ¢'(x), temos
R (z) = n(an —bp)x" 4+ (n—1)(an_1 — bp_1)x" 24 - - +2(ay — by)x + (a1 — by).

Como f'(x) e ¢'(x) sdo polindomios de grau n — 1 os coeficientes de h'(z) s@o da
forma i(a; — b;), para i € {1,...,n}. Se h(x) = 0, sua derivada h'(z) também deve

ser nula para todo x € R. Assim, aplicando a hipdtese de indugao temos que
i(CLi — bz> =0 = a; = bi,

para i € {1,...,n}. Logo, por indugao, temos a; = b; para i € {0,1,...,n}, como

queriamos demonstrar. O

Também podemos generalizar as proposicoes 3.3 e 3.8: se conhecemos n + 1 pares
ordenados (x;, f(x;)), com zg, x1, ..., z, distintos, entdo podemos determinar unicamente
os coeficientes da funcao polinomial de grau n que passa por esses pontos. Grosso modo,
isso ocorre porque a funcao polinomial de grau n possui exatamente n+ 1 coeficientes. Para
demonstrar esta proposicao geral, utilizamos, como nas proposicoes anteriores, sistemas

lineares e precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.14 (Determinante de Vandermonde): Dados zg, x1,. .., z, nimeros reais, consi-
dere a matriz de Vandermonde V' (xg, 1, ..., z,) definida por
2 n
1z x5 ... g
1z 23 ... 27
V =
2 n
1 oz 2, g

Seu determinante é dado pela expressao

detV = H (xj; — ;).

0<i<j<n

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar por inducao sobre n. Para n = 1, temos a
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matriz:

V =
1 1
cujo determinante é det V' = 1 — xg = [[y<; ;< (¥; — x;). Portanto, a propriedade
é valida para n = 1.
Suponha que a propriedade seja valida para matrizes de ordem n, ou seja,

para uma matriz

V(xo,iCl,...,l'n,l) = H (.Z'j —LCZ)

0<i<j<n—1
Considere agora a matriz de Vandermonde de ordem n+1, V = V(xq, 21, . .., T,),
2 n
1 o x5 ... xy
1z 22 ...
Y 1 1
2 n
1 oz @, o

Seja Ly a linha de ordem k desta matriz. Realizamos as seguintes operagoes
elementares que nao alteram o determinante:
Para cada linha Ly de, k variando de n até 1 (de baixo para cima), substitua a

linha Ly por Ly — x¢ - Lg_1.

Apbés essas operagoes, a primeira coluna se torna [1,0,0,...,0]7, e o determinante
se torna:
2 n
1 To Tp e i
n—1
0 z1—x9 x1(xr1—m0) ... 27 (21— 0)
_ n—1
det V=10 29— 29 xo(x0—20) ... 25 (2 —T0)]|-

0 z,—x0 xp(Tp—x0) ... =0 '(x, — 20)
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Expandindo o determinante pela primeira coluna, obtemos:

v —x0 xi() —30) ... 2V N ay — 30)

To — Ty To(xo — o2 Yy —
detV —1. 2 0o Ta(we 0) L 0)

Tp— 20 Tn(Tw—x0) ... 2" Yw, — 30)

Fatorando (x; — xy) da primeira linha, (2o — 7o) da segunda, e assim por diante,

obtemos:
1z 22 zp
n 1 oy 23 ay
detV = H(a:z — 1) -
i=1
1z, 22 !

A matriz restante é exatamente uma matriz de Vandermonde de ordem n para os

elementos xy, s, ..., x,. Portanto, pela hipétese de inducao:
2 ~1
1z 27 Ty
2 n—1
1 2z x5 Ty
= H (zj — @)
1<i<j<n
2 n—1
1z, x7 ... x)

Assim, temos:

det V = | | (z; — o) - H (x; — ;) = H (x; — ;).

=1 1<i<j<n 0<i<yj<n

Isso completa a demonstracao por inducgao. O]

Com isso, garantimos o resultado geral:

Teorema 3.15: Dados n + 1 nimeros reais e distintos xg, 1, o, ..., x,, e fixados arbitrari-
amente Yo, Y1, Y2, - - - , Yn, €Xiste uma e somente uma fun¢do polinomial f(z) de grau menor

ou igual a n tal que p(x;) = y; parai=0,1,2,... n.

Demonstrac¢ao. Dados os pares ordenados (z9,Y0), (1,41), - - - » (Zn,Yn) € substituindo

na expressao geral de f(x), obtemos um sistema de n + 1 equacoes lineares:

p Ty + A1y e amo + ag = Yo (3.10)
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n—1

A + apa 2+ F i +ag =y (3.11)
(3.12)
An T + A1l 4 AT, + ag = Yn

Observe que como f tem grau menor ou igual a n, podemos ter a,, = 0. A matriz

dos coeficientes desse sistema é uma matriz de Vandermonde. O determinante de

Vandermonde para as abscissas xg, z1,...,x, ¢ dado por:
2 n
1 o x5 ... xy
1 oz 22 ... af
detV = = H (x; —x;)
Do . 0<i<j<n
Como, por hipétese, xg, 1, ...,T, sao distintos, tem-se que det V' £ 0. Logo o

sistema de n 4+ 1 equagoes lineares admite solugao unica nos coeficientes de f. [

Portanto, uma funcao polinomial de grau n estd completamente determinada quando
seus n + 1 coeficientes sao conhecidos, ou quando conhecemos n + 1 pontos distintos pelos
quais seu grafico passa.

Embora a forma de obter os coeficientes seja evidente para funcoes de primeiro e
segundo grau, e foi obtida via sistemas lineares, a obtencao dos coeficientes da funcao
polinomial de grau n pode ser determinada por um algoritmo mais eficiente: a interpolacao

de Lagrange.
Polinomios de Lagrange

Dados os pontos (z;,y;), com i = 0,1,2,...,n, vamos apresentar uma férmula que
permite determinar a fun¢ao polinomial f de grau n que atende y; = f(z;), para todo i,

de forma explicita.

Definigao 3.16: O polinomio interpolador de Lagrange é dado por
P(z) = ZyZLZ(x) (3.13)
=0
onde L;(x) sao os polinomios base de Lagrange, definidos como:

Li(z) = [ —%.

Xr; — X
kg =t k
k#i
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Da definigao, é facil observar que P(z;) = y;, para todo i. De fato, L;(z;) = 1 para
todo i e L;(z;) = 0 para todo j # i.

Dessa forma, pelo teorema 3.15, garantimos que P(x) é a unica fungao de grau
menor ou igual a n que satisfaz as n + 1 condigoes y; = f(x;), i = 0,1,...,n. A construgao
do polinomio de Lagrange para determinar a funcao polinomial de grau n a partir de n + 1
valores conhecidos é chamada de interpolacao de Lagrange. Esse é um eficiente método
numérico alternativo a resolucao do sistema linear que permite obter os coeficientes da
funcao polinomial. Vamos aplicar esse método para polinomios lineares e quadraticos, ja

discutidos.

Exemplo 3.5.2: Considere os pares v = 1,950 = 3 e 1 = 7,y; = 10. Para construir o

polinomio de Lagrange de grau 1, primeiro calculamos os polinomios base de Lagrange:

T — X rx—17 1
L = e = —— —
O(I) To — I1 —6 6<x 7)

r—x9 x—1 1(
$1—ZEO_7—1 6

Agora, aplicamos a férmula de Lagrange

Li(z) =

x—1)

P(x) = yoLo(w) + y1 L1 (z)

¢ obtemos Pl 3 (—é(w - 7)) 10 (%(:v - 1)) -5t

Esta é a equacao da reta que passa pelos pontos (1,3) e (7,10).

Exemplo 3.5.3: Vamos obter o polinomio de Lagrange que interpola os pares xg = 1,yp = 3,

21 ="T7,y1 = 10 e xy = 4,yp = —2. Primeiro, calculamos os polinémios base de Lagrange:
B = (e = oo = s
R
= ey GG T e

Agora, aplicamos a formula de Lagrange:

P(z) = yoLo(x) + y1 L1 (7) + y2La()

Plo) = 3 ((x—?éx—zl)) 1 <(x—1iéx—4)) +(-2) (@-11(93;—7))'
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Aplicando as multiplicagoes e realizando simplificagoes, obtemos

17 , 115 76
- ——z+—.

P(z) = —
(@) =157" ~ 75 9

Este é o polindémio de grau 2 cujo grafico passa pelos pontos (1,3), (7,10) e (4, — 2).

3.5.2 Zeros de uma fungao polinomial

Para grau n > 3, encontrar os zeros de uma funcao polinomial, ou raizes do
polinémio associado, pode ser bastante dificil. Em geral, utilizam-se métodos numéricos
para esse fim, os quais nao serao abordados neste texto. Ainda assim cabe descrever a

relacao entre zeros da funcao polinomial e a forma fatorada do polinomio associado.

Exemplo 3.5.4: Considere f(x) = 42® — 1222 — 52z + 60. Verifiquemos os valores:

f(1) =4(1)> —12(1)* = 52(1) + 60 = 0
f(5) =4(5)* — 12(5)* — 52(5) + 60 = 0
f(=3) =4(—=3)*> = 12(=3)? —=52(=3) +60 =0

Portanto, os numeros 1, 5 e —3 s@o zeros reais distintos de f(z). Observe que podemos

escrever f em forma fatorada:
f(x) =4z = 1)(z = 5)(x +3).

Exemplo 3.5.5: Podemos facilmente verificar que a fatoragao da fungao polinomial V' (z) =
2° — 13 —2? +1 é dada por V(z) = (x — 1)*(z + 1)(2* + 2 4+ 1). Diferente do caso anterior,
observe que temos dois fatores interessantes: a poténcia (z — 1)?, indicando um zero real
com multiplicidade; o fator quadrético #? + x + 1 que é irredutivel, ou seja, sem raizes

reais.

A importancia da determinacao dos zeros da funcao polinomial manifesta-se pelo
chamado Teorema Fundamental da Algebra, que diz que um polinémio de grau n em
coeficientes complexos possui ao menos uma raiz complexa, apresentado em textos basicos
como lezzi [14]. Aliado ao Teorema da Fatoragao Unica de polinomios, podemos expressar a
funcao polinomial em sua forma fatorada, que auxilia a destacar caracteristicas importantes
da fungao, assim também como dados sobre sua representacao grafica.

Mais explicitamente, considere a fungao polinomial f(x) = a,z" + -+ + a12 + ag

de grau n com coeficientes reais. Se f possui n raizes reais xi,...,x,, entao pode ser
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representada na forma fatorada:
f(z) = an(x —x1)(x — 22) ... (x — ), (3.14)

onde a,, # 0.

Observe que essa expressao nao exclui a possibilidade de que algumas raizes reais
sejam repetidas, ou seja, que haja raizes com multiplicidade, como citado no exemplo
3.5.5. Caso o polinomio tenha raizes complexas, havera fatores quadraticos irredutiveis, ou
seja, fatores da forma az? + bz + ¢ com discriminante A < 0, como também aparece no
exemplo 3.5.5.

Comparando a forma expandida com a forma fatorada Equacao 3.14 para f,
estabelecemos relacoes entre zeros e coeficientes, conhecidas como relagoes de Girard. Em

particular, para grau n qualquer, temos que ag = (—1)"a,x1xs . . . Tp.

3.5.3 Grafico de uma fungao polinomial de grau n

Uma funcao polinomial de grau n é representada graficamente por uma curva
continua e suave, cuja complexidade aumenta conforme o grau do polinomio. Conforme
discutido em Lima [11] e Iezzi et al. [14], as caracteristicas dessas curvas variam significa-
tivamente. Nesta secao, vamos abordar essas caracteristicas de forma mais intuitiva, sem
apresentar defini¢coes mais rigorosas do Céalculo Diferencial.

Para entender e compreender melhor de forma intuitiva a representacao grafica de
uma funcao polinomial de grau n, vamos pensar na relagao entre o grau do polinomio e as
caracteristicas do grafico. A primeira caracteristica a ser considerada é o crescimento e
decrescimento. Uma funcao polinomial f de grau n pode ter, no maximo, n — 1 “pontos de
virada” que sao os pontos onde a funcao muda seu crescimento, ou seja, onde ela passa de
crescente para decrescente ou vice-versa. Por exemplo, a funcao polinomial de grau 1 nao
tem pontos de virada, entao ela é sempre crescente ou sempre decrescente. Ja uma funcao
polinomial de grau 2, uma parabola, tem um tnico ponto de virada, que é justamente o
vértice da funcao quadratica. Uma funcao polinomial de grau 3 pode ter até dois pontos de
virada. Assim, em geral, o nimero méximo de intervalos de crescimento e decrescimento
alternados é n.

A segunda caracteristica é a concavidade. A chamada “curvatura” do grafico é
determinada pela concavidade. Essa mudanca de concavidade acontece nos chamados
pontos de inflexao da func¢ao polinomial. De acordo com Leithold [12] e Simmons [10],
uma funcao polinomial de grau n pode ter, no maximo, n — 2 pontos de inflexao. Ou

seja, ela pode mudar a direcao de sua curvatura no maximo n — 2 vezes. Por exemplo, a



3. Funcoes polinomiais 60

funcao afim nao tem concavidade, pois é uma reta; ja a funcao de grau 2 tem concavidade
constante, entao nao tem pontos de inflexdo. A fungao de grau 3 pode ter um ponto de
inflexao, onde a concavidade muda.

Uma analogia concreta e didéatica considera o grafico de uma funcao polinomial de
grau n como sendo um fio de arame maleavel. O fio pode ser dobrado para cima e para
baixo no maximo n — 1 vezes, criando até n — 1 picos e vales. Isso nos da até n intervalos
de crescimento e decrescimento. O fio pode mudar a direcao da “curvatura” no maximo
n — 2 vezes. Isso nos da até n — 1 intervalos de concavidade alternada. Em esséncia, quanto
maior o grau do polindomio, mais “complexo” o seu gréafico, com mais mudancas de dire¢ao
e de curvatura. O grau n define o limite maximo de quantas vezes o grafico pode mudar

sua trajetoria.
Exemplo 3.5.6: Considere a funcao polinomial de grau 4

f(x) = 42" — 402° + 802” + 160z — 384.

Tabela 3.5: Tabela de Valores para f(z) com pontos selecionados

x\-3-20 1 2 3 4 5 6 7

f(z) ‘ 0 -384 -384¢ -180 0 300 O -684 0 3120

O grafico (Figura 3.9) ilustra caracteristicas tipicas de polinémios de grau par:
e Comportamento assintético: f(z) — 400 quando x — £o0.
e Presenga de miiltiplos pontos de inflexdo (mudancas de concavidade).

e Simetria nao obrigatéria, mas com alternancia entre maximos e minimos locais.

3.6 Funcao cubica

Também chamadas de fungoes cubicas, as fungdes polinomiais do 3% grau sao
fundamentais em matematica avancada. Embora menos exploradas no ensino médio,
restrigindo-se a féormulas de volume, elas sao amplamente utilizadas em problemas de

otimizacao, analise de curvas e modelagem de fenomenos nao-lineares. Definimos:

Definicao 3.17: Dados os ntimeros reais a, b, ¢, d, definimos como fungao polinomial real
do 3° grau a fungao do tipo f(z) = ax® +bx?* +cx+d com a # 0. Os ntimeros a, b, c e

d sao considerados os coeficientes da funcao polinomial do 32 grau.

Desta vez, vamos analisar as propriedades das funcoes cubicas sob ciéncia das
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Figura 3.9: Grafico de f(x) = 4z* — 402% + 8022 + 160z — 384.

Fonte: Préprio autor.

propriedades das fungoes polinomiais de grau n geral apresentadas na segao anterior. Em
particular, conhecendo os coeficientes da funcao ciibica, temos que existe apenas uma unica
funcao que possui tais coeficientes. Também, a partir de quatro pontos distintos, uma
funcao cibica fica unicamente determinada. Outra caracteristica importante diz respeito
a seus zeros: a funcao cibica sempre possui ao menos um zero real, consequéncia de sua
continuidade e comportamento assintético (vide Lima, [11]).

Lembramos que o objetivo principal das atividades gamificadas é determinar como
podemos encontrar os coeficientes de uma funcao polinomial a partir de informacgoes
de pontos do seu grafico. Para as fungoes ctubicas, necessitamos de quatro pontos do
grafico para determinar a funcao. Uma das formas de obter os coeficientes é substituir
as coordenadas dos pontos do plano na funcao cubica e resolver o sistema linear de
Vandermonde que envolve 4 equacoes com 4 varidveis. Alternativamente, pode-se aplicar o

método de interpolagao de Lagrange.

Exemplo 3.6.1: Queremos determinar a fungao cibica h(x) = ax® + bz? + cx + d que passa

pelos pontos (1,0), (4,0), (3,2) e (2,1). Substituindo as coordenadas de cada ponto na
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equacao cubica:

(

at+b+c+d=0
64a +16b+4c+d=0

27Ta +9b+3c+d =2

\ 8a+4b+2c+d=1

Resolvendo o sistema de equacoes lineares, encontramos os coeficientes: a = —%, b =3,
c= —% e d = 2. Portanto:
1 9
h(z) = —Exg + 32? — 2% +2

Percebe-se, pelo iltimo exemplo, que foi necessario um esforgo maior para determinar
os coeficientes da funcao polinomial de 3% grau. Para funcoes de grau superior, essa
complexidade tende a aumentar ainda mais. Diante disso, apresentamos outro exemplo

utilizando o método de Lagrange.

Exemplo 3.6.2: Queremos determinar a funcao cubica h(z) = ax® + bx? + cx + d que
passa pelos pontos (—2,0), (0,2), (1,0) e (3,0) agora usando interpolagao de Lagrange.
Os polinomios base de Lagrange para os pontos g = —2, ;1 = 0, x5 = 1, x3 = 3 sao

calculados e, aplicando a férmula principal, obtemos a funcao:

1 2 5
f(z) = §x3—§x2—§x+2

Exemplo 3.6.3: Com base nos dados da tabela, a fungao ctbica encontrada utilizando o

polinomio interpolador de Lagrange é dada por:

1 2 5
f(z) = §x3—§$2—§x+2

Tabela 3.6: Valores de f(z) para pontos selecionados e ponto de inflexao

x |2 -1 0 23 1 2 34 5

flz)| 0 8/3 2 16/81 0 -4/3 0 6 56/3

O gréfico (Figura 3.10) ilustra as caracteristicas desta fungao polinomial de grau 3:
e Comportamento nos extremos: Dado que o coeficiente do termo de maior grau é

positivo, temos f(x) — +o0o quando z — +o00 e f(z) - —oo quando x — —o0.
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Grafico da fungao cubica
f(x) = 0.3333333333333333x° + -0.6666666666666666x> + -1.6666666666666667x + 2.0

20 T (5. 18:67)
—— Curva: f(x) = 0,3333333333333333x" + -0.6666666666666666x* + -1.6666666666666667X + 2.0

10 A

—10

—20

(-4, -23.33)

—30

—40

(-5, -48.00)

Figura 3.10: Grafico da funcao cubica.
Fonte: Proéprio autor.

e Pontos criticos: A fungao possui um méaximo local em z ~ —0,79 e um minimo local

em x ~ 2,12.

e Ponto de inflexao: Ocorre exatamente em x = 2/3, onde a concavidade muda de

negativa para positiva.

e Raizes: A funcao possui trés raizes reais e racionais: r1 = —2, 19 = 1 e 3 = 3.

Pode-se mostrar que a interpolacao de Lagrange tem um custo computacional

menor que a resolucao do sistema linear da matriz de Vandermonde, conforme apontam

Simmons [10] e Leithold [12].



4 Proposta de atividades gamificadas:
“Batalha dos eixos”

A introducao de metodologias ativas no ambiente escolar surge como uma resposta
a necessidade de adequar o ensino as novas geragoes, promovendo um ambiente de aprendi-
zagem mais dinamico [15]. A gamificagao, nesse contexto, destaca-se como uma estratégia
pedagdgica contemporanea e inovadora. De acordo com Busarello [3], a gamificagdo nao se
limita a criagao de um jogo pelo mero entretenimento, mas consiste na aplicagao sistematica
de elementos de jogos em contextos de nao-jogo para resolver problemas e encorajar a
aprendizagem. Neste contexto, para que o processo de aprendizagem atinja os objetivos
esperados e gere um impacto positivo, reiteramos que a estruturacao da atividade deve se
apoiar em cinco pilares fundamentais:

e Narrativa: O uso de historias para contextualizar o conhecimento e engajar os
participantes.

¢ Engajamento e motivagao: A combinagao de estimulos intrinsecos e extrinsecos para
manter a atencao e o interesse do aluno.

e Aprendizagem: A adaptacao de dominios de conhecimento a desafios superdveis.

e Mecanica de jogo: A utilizacao de regras, metas, feedbacks e recompensas.

e Pensar como jogo: A conversao de tarefas monodtonas em atividades interativas e
estratégicas.

Esses e outros principios apresentados no Capitulo 2 deste trabalho, baseado nas
obras de Busarello [3] e Burke [4], servem como delineadores da construgao de duas
atividades gamificadas, os produtos deste trabalho: “Batalha dos Eixos — versao fisica” e
“Batalha dos Eixos — versao digital”. Essas atividades gamificadas - que, por simplificacao,
por vezes serao referenciadas neste texto como “jogos” - foram construidas seguindo
rigorosamente esses principios, atuando como um produto educacional voltado para a
superacao de obstaculos cognitivos na disciplina de Mateméatica. Apresentamos a seguir o
processo de criacao desses produtos, de seu protétipo até sua versao final, passando por

experimentacao e adequacoes ao seu formato.

64
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4.1 “Batalha dos Eixos” — jogo fisico

A concepgao do jogo surgiu a partir da observagao de um problema educacional
recorrente: a incapacidade e a dificuldade dos alunos em compreender o conceito abstrato de
fungoes e a sua respectiva representacao grafica no plano cartesiano. O ensino tradicional,
muitas vezes, mostrava-se enrijecido, dificultando a visualizagao da relacao entre a algebra
e a geometria. A ideia do jogo nasceu da necessidade de oferecer, por meio da gamificagao,
uma alternativa de ensino mais flexivel e envolvente para os estudantes. A inspiracao
direta foi o classico jogo de tabuleiro “Batalha Naval”. A decisao pedagdgica central
foi substituir a malha de coordenadas simples (letras e nimeros) pelo rigoroso plano
cartesiano matematico. Em vez de simplesmente indicar um ponto isolado para “atacar”
uma embarcagao, os estudantes precisariam formular a trajetéria matematica (a fungao)

que interceptasse as coordenadas do alvo, unindo o lidico a exigéncia analitica.

4.1.1 Objetivos

Para garantir o alinhamento entre a diversao e a educacao, a atividade possui

diretrizes claras divididas em duas vertentes:
Objetivo pedagodgico

Ensinar e consolidar os conceitos de:

e Funcao polinomial do 19 grau (fungao afim), com possibilidade de extensao para
fungoes do 2° grau (curvas parabdlicas).

e Interpretacao e localizagao de pontos no plano cartesiano.

e Construcao e analise de graficos a partir de leis de formacao algébricas.

A atividade contempla diretamente as habilidades da Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC) [26], especificamente a habilidade (EM13MAT501), que propde investigar
relagoes entre niimeros para representa-los no plano cartesiano, generalizando e reconhe-
cendo fungoes polinomiais do 1° grau, e a (EM13MAT502), que estende essa investigagao
para funcoes do 12 grau do tipo y = az?. Além disso, busca-se a construcao de modelos
préticos por meio da habilidade (EM13MAT302), empregando fungoes de 1° e 2° graus
para resolver problemas em contextos diversos. No que tange a representacao, o trabalho
promove a conversao entre as linguagens algébrica e geométrica, conforme preconizam as
habilidades (EM13MAT401) e (EM13MAT402), permitindo ainda uma andlise profunda
de dominios, imagens e crescimentos por meio da habilidade (EM13MAT404). Em termos
de conteido matematico, essa atividade faz uso do conhecimento de funcoes afins e da

interpolacao por dois pontos. Para isso, requer a resolucao de sistemas lineares de 2
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variaveis, ou o calculo das formulas dos coeficientes de uma funcao afim. Alinhado com o
apresentado no Capitulo 3, além da fixagcao desses contetdos, essa abordagem contribui
informal e intuitivamente para a formagcao do conceito de continuidade das funcoes afins,
ou da conexidade dos grafico dessas funcoes, através de sua representacao como trajetorias
e nao apenas como conjunto disperso de pontos. Caso seja adequado, a extensao dessa
atividade gamificada para aplicagao de fungoes quadraticas e pardbolas adiciona ainda

outras habilidades da BNCC envolvendo essas fungoes.
Objetivo do jogo

Eliminar as naves espaciais da equipe adversaria determinando fungoes matematicas
cuja representacao grafica é uma trajetéria linear que passe exatamente pelas coordenadas

onde os alvos estao posicionados no tabuleiro.

4.1.2 Prototipo

Uma primeira versao do jogo fisico foi composta pelos seguintes componentes
essenciais:

e Tabuleiro: Representa o espaco sideral estruturado sobre um plano cartesiano com
eixos OX e OY, impresso em uma folha quadriculada. Veja a Figura 4.1

e Naves (alvos): Poligonos formados por conjuntos de pontos (coordenadas) posiciona~
dos estrategicamente no plano. Possuem temaética espacial, inspirada no universo
Star Wars (ex: Falcon, Destruidor, Calamari, Onibus Imperial, Estrela da Morte).
Veja a Figura 4.1.

e Equipes: Alunos organizados em duplas ou trios (Cadetes espaciais).

e Mestre do tabuleiro: O professor, responsavel pela mediagao, cronometragem e
verificacdo matematica da precisao das fungoes disparadas.

e Materiais utilizados: Tabuleiro impresso, caderno para calculos de rascunho e
calculadora simples.

A dinamica da gamificacao segue uma sequéncia de regras estritas para garantir o
fluxo da atividade:

1. Definicao das equipes: A turma ¢é dividida em equipes adversérias (por exemplo,
Equipe A representando o “Lado da Luz” utilizando as naves Falcon e Calamari e
Equipe B representando o “Lado Sombrio”, sendo as naves Estrela da Morte, Onibus
Espacial e Destruidor como parte da sua frota).

2. Posicionamento das naves: As equipes recebem o papel quadriculado. Cada equipe

escolhe as coordenadas de suas naves base e, em segredo, a posicao da nave-mae. No
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Figura 4.1: Tabuleiro de gamificacao em folha quadriculada - protétipo
Fonte: Proprio autor.

protétipo os alunos coloriram as naves no plano cartesiano (veja Figura 4.1).

3. Tempo de Preparo: Apds a entrega dos tabuleiros, as equipes tém 5 minutos de
preparacao para organizar suas defesas e realizar os calculos primarios de suas
proprias posigoes.

4. Escolha do alvo e construgao da fungao: A partir da posi¢do na nave-mae (ainda
mantida em segredo para a equipe adversaria), a equipe atacante deve mirar em uma
coordenada adversédria. Para isso, deve calcular a func¢ao do 19 grau (y = ax +b) que
ligue sua nave ao alvo. Cada jogada (ataque) tem um tempo limite de 1 minuto.

5. Penalidade de Tempo: Se a equipe extrapolar o tempo em mais de 10 segundos,
perde o direito de fazer o lance, transferindo a vez para a equipe inimiga.

6. Verificagao pelo Mestre: O professor recebe a funcao calculada pela equipe e verifica
matematicamente se a reta (ou parabola, em fases avangadas) intercepta o alvo.

7. Consequéncia: Se a equacao estiver correta, a nave inimiga é marcada como destruida
(acerto). Se estiver incorreta, a equipe adversdria ganha o direito de reposicionar ou
adicionar uma defesa (erro).

8. Condigao de vitoria: Vence a equipe que eliminar todas as naves adversarias primeiro
ou atingir a nave-mae (alvo principal).

Como ilustragao, a seguir é apresentado um exemplo de movimentos do jogo.

12 turno:
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e Posicionamento da Equipe A (Lado da Luz): Escolhe posigao para a nave-mae (em
segredo): Falcon, coordenada (—1,7).
e Posicionamento da Equipe B (Lado Sombrio): Escolhe posi¢do para a nave-mae
(em segredo): Onibus Espacial, coordenada (5,1).
e Ataque da Equipe A: Ataca a nave inimiga Estrela da Morte na posicao (3, 6) a partir
da nave-mae na posigao (—1,7). Fun¢ao afim apresentada: y = —(1/4)x + 27/4.
e Ataque da Equipe B: Ataca a nave inimiga Falcon na posigao (2, —1) a partir da
nave-mae na posi¢ao (5,1). Fungao afim apresentada: f(x) = (2/3)x — 7/3.
e Resultado: Apods a verificagdo do mestre de tabuleiro:
— As duas equipes conseguiram atingir o alvo, assim as posi¢oes das naves atingidas
sao marcadas com um “X” vermelho.
— Como nenhuma das naves atingidas foi a nave-mae da equipe, o jogo prossegue.
29 turno:
e Reposicionamento da Equipe B (Lado Sombrio): Posigao escolhida em segredo para
a nave-mae: Onibus Espacial, coordenada (—6, — 2).
e Reposicionamento da Equipe A (Lado da Luz): Posicao escolhida em segredo para
a nave-mae: Falcon, coordenada (1, —8).
e Ataque da Equipe B: Destruir a nave Calamari na posigao (—1,4) a partir da
nave-mae em posigao (—6, — 2). Funcao afim apresentada y = (3/2)z — 23/4.
e Ataque da Equipe A: Destruir a nave Destruidor na posicao (6, — 3) a partir da
nave-mae em posi¢ao (1, — 8). Funcdo afim apresentada y = = — 9.
e Resultado: Apds a verificacao do mestre de tabuleiro:
— A equipe B errou o alvo, enquanto a equipe A acertou. Como penalidade pelo
erro da equipe B, a equipe A acrescenta uma nova nave da sua frota em posicao
a escolha.
— Como a nave atingida pela equipe A nao foi a nave-mae da equipe B, o jogo
prossegue.
39 turno:
e Reposicionamento da Equipe A (Lado da Luz): A equipe escolheu manter a posi¢ao
da nave-mae em (1, — 8).
¢ Reposicionamento da Equipe B (Lado Sombrio): A equipe escolheu manter a posigao
da nave-mae em (—6, — 2).
e Ataque da Equipe A: Destruir a nave Estrela da morte na posigao (—6, — 2) a partir
da nave-mae na posigao (1, — 8). Funcao afim apresentada y = —(6/7)z — 50/7.

e Ataque da Equipe B: Destruir a nave Calamari na posigdo (—1,4) a partir da
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nave-mae na posicao (—6, — 2). Funcao afim apresentada y = (6/5)x + 26/5.
e Resultado: Apods a verificagdo do mestre de tabuleiro:
— As duas equipes conseguiram atingir o alvo, assim as posicoes das naves atingidas
sao marcadas com um “X” vermelho.
— A equipe A atingiu a nave-mae da equipe B, assim terminando o jogo com a
vitoria.
Experimentacao com o protoétipo: testes e retornos

A aplicacdo inicial ocorreu em turmas do 12 ano do Ensino Médio. A situacao
da aula foi aproveitada durante um periodo de eventos esportivos na escola, englobando
os alunos que permaneceram em sala. Foram planejadas quatro aulas para a execucao
completa, efetivando-se cerca de trés horas de atividade continua. Os estudantes foram
divididos em equipes (duplas e trios), assumindo a identidade de frotas rivais dentro da
narrativa proposta. Os tabuleiros foram entregues em folhas quadriculadas de forma
idéntica para as duas equipes, com os eixos cartesianos ja demarcados. O professor assumiu
o papel central de Mestre do Jogo, coordenando o cronoémetro e validando matematicamente
cada ataque no quadro branco. Durante a etapa de preparacao de 5 minutos, as equipes
discutiram avidamente suas estratégias. Ao iniciar a fase de ataques (1 minuto por turno),
a interagao entre os alunos foi notavel. Os discentes consultaram cadernos com anotacoes
de aulas anteriores para relembrar sistemas de equacoes e o calculo da taxa de variagao. O
uso de calculadoras foi intenso para otimizar o tempo no manuseio de fragoes. O papel do
professor limitou-se a validacao técnica, enquanto o protagonismo investigativo pertenceu
inteiramente aos alunos. Em todas as equipes, observou-se que a mecanica de tempo impos
um ritmo dinamico que evitou a dispersao. Estudantes que tradicionalmente apresentavam
apatia em aulas expositivas demonstraram lideranca ao coordenar os calculos da equipe. A
narrativa espacial serviu como excelente mediadora, fazendo com que o jargao matematico
fosse substituido naturalmente por termos do jogo (ex: “precisamos ajustar o coeficiente
angular para desviar do quadrante negativo e atingir a nave inimiga”).

A aplicacao pratica revelou dados importantes sobre a viabilidade do produto
educacional. Inicialmente, observou-se que algumas equipes obtiveram vantagem estratégica
devido a uma alocagao de naves em eixos que facilitavam o calculo do coeficiente linear.
Além disso, as equipes perceberam rapidamente que a chance de ganhar era maior para
quem escolhesse o Lado Sombrio, simplesmente por possuir um ntimero maior de naves.
Houve, em certos momentos, a sensacao de tempo insuficiente na etapa de 1 minuto, o que

gerou penalidades. Contudo, essa pressao forcou as equipes a dividirem tarefas: enquanto
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um membro encontrava o coeficiente angular (a), o outro utilizava a calculadora para isolar
o coeficiente linear (b). Varias equipes conseguiram obter sucesso pleno, encontrando com
precisao as equacoes das retas e interceptando as naves inimigas. O engajamento superou
as expectativas, com debates acalorados sobre matematica ocorrendo voluntariamente
entre os turnos. Contudo, cada nave ocupava uma coordenada do plano cartesiano, mas
pela Figura 4.1, eles usavam coordenadas de poligonos formados por conjuntos de pontos
posicionados estrategicamente no plano. Podemos perceber que a nave ocupava um espaco
maior do plano cartesiano, a qual representava uma regiao poligonal e nao especificamente
um ponto. Na jogabilidade, algumas equipes de alunos, percebendo essa situacao, usavam-
na com o intuito de favoritismo. Usavam um conjunto de pontos que representava a nave
e, com isso, apareciam solucoes distintas para o mesmo ataque da sua nave. Isso permitiu
um debate (questionamento) em sala de aula se a jogada era vélida ou ndo. Pelo traco da
trajetoria era valida, mas pela escolha da coordenada era invalida. Isso gerou um impasse
na sala. Que foi contornado utilizando a impressao das naves e tabuleiro no produto

educacional.

4.1.3 Produto final

A primeira versao da atividade, embora bem-sucedida do ponto de vista do enga-
jamento estudantil, apresentou gargalos que evidenciaram a necessidade de evolucao do
produto. Inicialmente, a dinamica foi baseada em uma confecgao manual em que os alunos
desenharam os poligonos para representar as naves em uma folha quadriculada comum
(Figura 4.1). A partir dessa aplicagao, foram identificados desafios como:

e Tempo de resolugao prolongado: A verificacao manual feita pelo professor gerou
filas de espera, quebrando parcialmente o estado de fluxo (flow) das equipes.

e Dinamica de vantagem: A quantidade assimétrica de naves (o Lado Sombrio tinha
mais embarcagoes que o Lado da Luz) criava um desequilibrio na partida.

e Uso da posicao da nave como trapacga: Identificado nos resultados iniciais, a forma
poligonal dos desenhos permitia que equipes usassem a regiao ocupada pela nave
(posicoes de coordenadas (x,y) que compoem a estrutura da nave) para ganhar o
jogo indevidamente.

¢ Expansao de conteiddo: Para manter o desafio em longo prazo, notou-se a opor-
tunidade de estender as regras para permitir ataques curvos utilizando fungoes do
29 grau (parabolas), elevando o nivel cognitivo da atividade gamificada.

Buscando resolver a dinamica de vantagem e promover um embelezamento da

atividade (tornando-a mais prazerosa, atrativa e funcional), foi desenvolvida uma versao
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Figura 4.2: Tabuleiro de gamificacao impresso — versao final
Fonte: Proprio autor.

Figura 4.3: Pecas fisicas de gamificacao — versao final
Fonte: Proprio autor.

melhorada da gamificagao fisica, constituindo a versao final deste jogo como produto
educacional. Nesta evolucao estética e mecanica, o tabuleiro passou a ser impresso com
alta qualidade em papel fotografico (conforme a Figura 4.2), conferindo um aspecto mais
profissional ao jogo. As naves, antes apenas desenhadas a lapis, foram transformadas em
pegas fisicas reais, também impressas em papel fotogréfico e recortadas (Figura 4.3). Com
essa nova formatacao, a imersao aumentou significativamente: os alunos posicionavam

fisicamente suas naves sobre o tabuleiro refinado e anotavam suas coordenadas de defesa.
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Cada ataque das equipes é representado unicamente por uma trajetéria linear no plano
cartesiano representado por uma func¢ao do 12 grau do tipo f(x) = ax + b. A regra
fundamental foi mantida: se a trajetoria passar pela coordenada exata, o alvo é atingido.
E caso uma equipe formulasse a trajetoria correta e acertasse a nave-mae adversaria, o
jogo terminaria imediatamente, garantindo uma vitoria dramaética e estratégica. Essa
reestruturacao fisica serviu como o estagio definitivo de aprimoramento. A estrutura do
jogo fisico, desde seu protétipo, conecta-se diretamente a teoria de Busarello [3] da seguinte
forma:

e Narrativa: A ambientacao em uma batalha espacial de ficcao cientifica cria uma
fantasia que minimiza a complexidade da matematica, transformando os alunos em
cadetes espaciais defendendo suas frotas.

¢ Engajamento e motivagao: A competicao em equipes, somada a pressao do relogio
(1 minuto por jogada), estimula o senso de urgéncia, a colaboragao interpessoal e a
motivagao extrinseca para a vitéria.

e Aprendizagem: O uso constante da modelagem algébrica e da construgao grafica
torna-se uma ferramenta obrigatoéria para progredir no desafio.

e Mecanica de jogo: O sistema de turnos, penalidades de tempo e a mecanica de
ataque baseada em funcoes lineares orientam a acao dos jogadores.

e Pensar como jogo: O uso de estratégia para localizar naves oponentes utilizando as
propriedades dos coeficientes linear e angular das retas gera um ambiente imersivo
para tomada de decisao.

Observe que a aplicacao da atividade gamificada restringiu-se, inicialmente, aos
conceitos de funcoes polinomiais do 1° grau. Contudo, durante o desenvolvimento das
etapas, e com a familiaridade dos alunos, observou-se um aprimoramento espontaneo
da dinamica quando determinadas equipes propuseram o uso de trajetérias parabdlicas,
representadas por funcoes do 2° grau, para efetuar ataques as naves adversdrias. Essa
demanda surgiu da impossibilidade estratégica de atingir alvos especificos por meio de
trajetorias lineares, dada a obstrucao por outras naves no plano. Diante desse cenério, as
regras foram flexibilizadas para garantir a continuidade e a fluidez do jogo. Instituiu-se a
permissao de um unico disparo por partida com trajetoria parabdlica, regido pela lei de
formacao y = ax? + bz + ¢, partindo obrigatoriamente da posicao da “nave-mae” em direcao
a qualquer coordenada ocupada pela frota opositora. Este passe permitiu um melhor
aproveitamento dos alunos a seus estudos em outras funcoes. Em particular, esse exemplo
indica a versatilidade desta atividade gamificada, que pode ser explorada de forma mais

dinamica a partir do fluxo do jogo e retorno dos jogadores em sala de aula. Expansoes
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e novas regras podem ser empregadas, desde que sempre orientadas pelo professor com
intuito pedagogico.

A préxima evolugao serd a mudanca no ambiente da atividade: adaptar o jogo fisico
em uma atividade gamificada digital, podendo estender a atividade para o mundo virtual

e configurando um novo produto, descrito na proxima secao.

4.2 “Batalha dos Eixos” — versao digital

Seguindo os principios de gamificacao estudados, conforme apresentados no Capitulo
2, ha a necessidade de a atividade extrapolar o ambiente escolar tradicional, de forma que
nao esteja condicionada apenas ao espaco da sala de aula e sob tutela direta e exclusiva
do professor. De acordo com Burke [4] e Busarello [3], boas atividades gamificadas
englobam uma comunidade maior e a internet apresenta o ecossistema ideal para esse
publico. Os jogos digitais sao importantes, pois fazem parte da evolugao humana e,
quando usados de forma correta, aumentam o engajamento e permitem atingir um publico
significativamente maior. Entendemos que a forma adequada de implementar essa dinamica
avancada é utilizando recursos computacionais. Em particular, optou-se por construir
versoes digitais da atividade gamificada em linguagem Python. A digitalizacdo permite
ao aluno experimentar essa atividade em outros ambientes e com outras pessoas além
dos colegas de sala, gerando motivacao autonoma para o aprendizado matematico. Neste
contexto, como uma evolucao natural do jogo fisico, a concepcao de uma versao digital
para a “Batalha dos eixos” segue os mesmos objetivos pedagdgicos e explora melhor os
conceitos e habilidades matematicas em relagao ao jogo fisico. Matematicamente, esta
versao digital propoe o uso nao apenas de fungoes afins, mas também quadréticas e cibicas,
dependendo do nivel de engajamento e grau de complexidade que o jogador consegue
atingir. Explora assim propriedades das fungoes polinomiais a partir de seus coeficientes e
graficos, resolucao de sistemas lineares mais complexos ou o uso de férmulas de interpolagao

polinomial, como a interpolagao de Lagrange, como apresentados no Capitulo 3.

4.2.1 Prototipo: “Guerra dos Eixos”

Nesta primeira implementacao da atividade gamificada utilizando a linguagem
Python, foram mantidas as mesmas caracteristicas estéticas do jogo fisico inicial. Os
objetos foram substituidos por imagens complexas de naves no estilo Star Wars, com o
mesmo enredo anterior, conforme ilustra a Figura 4.4. As posicoes de cada nave eram
obtidas ao passar o mouse sobre elas. Nesta versao, introduzimos as trajetorias curvas para

os ataques, permitindo atingir varias naves simultaneamente. Implementou-se também a
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funcao de “teletransporte”, permitindo que as equipes se movessem pelo plano para desviar
de obstaculos (permitido mudar a posi¢ao da nave-mae por uma nave do mesmo estilo por
meio de uma trajetdria linear representada por uma funcao afim). A aprendizagem foi

focada nas propriedades do plano cartesiano e na interpolacao linear.

Figura 4.4: Tela principal do 1° jogo digital
Fonte: Préprio autor.

Entretanto, durante testes iniciais para verificar funcionamento e desempenho do
programa, realizados pelo proprio autor, identificou-se um gargalo técnico: o jogo demorava
a carregar, ficava lento e apresentava travamentos constantes devido as implementacoes
audiovisuais excessivas (muitas naves na tela inicial) e ao cédigo-fonte demasiadamente
extenso e nao otimizado. Sendo assim, esta primeira versao digital tornou-se inviavel
para aplicacao dinamica em sala de aula ou em computadores escolares padrao. Foi
necessario refazer o programa do zero, focando na funcionalidade e em melhor desempenho

computacional.

4.2.2 Produto final: “Batalha dos Eixos — Sistema de Defesa
Cartesiano”

Para solucionar os problemas de desempenho, o software foi inteiramente reescrito.
A nova versao abandonou as imagens de naves em arquivos grandes, passando a utilizar
representacoes graficas mais simples e limpas por meio da biblioteca grafica, mas com
um aprofundamento mecanico consideravel: o foco nas trajetérias lineares, parabdlicas
e cubicas. Foram implementadas telas de entrada, cadastro e login, com o intuito de
permitir que os alunos salvassem seu progresso e comparassem seus dados com os de outros

estudantes em um Hall da Fama (ranking).
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O guia para acessar o arquivo do jogo digital, incluindo seu enderego para download,
estd no Apéndice A.1.4. O guia de regras e sugestao de utilizacao do jogo digital pode ser
conferido no Apéndice B.1.9.

Esta atividade gamificada final foi desenvolvida para abordar um vasto leque de
competéncias da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), incluindo:

e Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas variaveis numéricas
e utilizar uma reta para descrever a relacdo observada (associado a habilidade
EM13MAT510);

e Investigar relagoes entre niimeros no plano cartesiano, identificando padroes e reco-

nhecendo a representation de fungao polinomial de 1° grau (EM13MAT501);

e Reconhecer representacao de fungao polinomial de 2° grau do tipo y = ax? (EM13MAT502);

e Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 2° ou 2° graus (EM13MAT302);

e Investigar e registrar um algoritmo que resolve um problema (EM13MAT315);

e Converter representacoes algébricas de funcoes polinomiais de 12 e 2° grau em
representagoes geométricas no plano cartesiano (EM13MAT401 e EM13MAT402);

e Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao (EM13MAT405).
Além disso, as fases “Missao [V” e “Missao V” da atividade exploram conceitos que,
apesar de relacionados, vao além dessas habilidades, como resolucao de sistemas lineares
por escalonamento e polinomios de Lagrange. KEssas fases podem ser utilizadas como
exploracao adicional do conteiido, em forma de desafios opcionais ou sequéncias avancadas,

conforme interesse do professor.

4.2.3 Construcao da narrativa

Baseado em conceitos fisicos de buracos de minhoca e fendas do espaco-tempo, foi
elaborada uma narrativa que ultrapassa os contetdos estritos de sala de aula, agucando a
curiosidade do aluno sobre o universo. O texto abaixo é apresentando quando o jogador
ativa o botao “A Saga: Historia”.

Enredo: A Saga (Historia)

Num futuro distante, o avanco tecnoldgico permitiu a exploracdo intergaldctica,
mas a humanidade encontrou formas de vida hostis. No ano de 2437, foi estabelecida a
Federagao Intergaldctica dos Eizos (FIE), que mantém a ordem através da rede de energia
conhecida como Sistema de Coordenadas da Singularidade.

A Ameaca: Uma forca cadtica conhecida como DESORDEM (ou VAZIOS)
estd corrompendo o Sistema, manifestando-se como nos de extrema instabilidade no espaco.

Eles atacam os vitais Pilares de Estabilidade da FIFE.
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O Recrutamento e Equipamento: Vocé ¢ um cadete da Academia dos Eixos.
Sua nave estelar esta equipada com o Canhao de Singularidade, capaz de projetar Curvas
de Restauracgdo. Sua missio serd tracar a curva correta (fungdo polinomial linear,
quadrdtica e cubica) que intercepte as naves inimigas. No seu visor, os inimigos aparecem
como coordenadas flutuantes. Seu console exige que vocé insira os coeficientes de uma reta,
os termos de uma pardbola ou os componentes de uma curva cubica. Cada acerto desfaz
a Desordem; cada erro aproxima o colapso. Seja cauteloso pois a Desordem se adapta a

cada avancgo, forcando-o a empregar ferramentas matemdticas cada vez mais complezas.

4.2.4 Sistema de pontuacao

A estrutura de recompensas foi desenhada para valorizar tanto a precisao matematica
quanto a persisténcia. O sistema de pontuacao opera com uma logica decrescente baseada
no numero de tentativas:

e 12 tentativa (acerto critico): 1000 pontos e a insignia de Sniper Matemdtico.
e 2% tentativa (acerto réapido): 500 pontos.
e 3? tentativa em diante (persisténcia): 250 pontos e, apds cinco erros, a medalha
Persistente.
Esta mecanica visa reduzir a frustracao, premiando o esforco e transformando o erro em

etapa do processo de aprendizagem.

4.2.5 Progressao de niveis e conteiido matematico

O jogo consiste em um sistema de desafios em cinco niveis diferentes que abordam:

Fase I: funcoes do 1° grau;

Fase II: funcoes do 2° grau, interpolando trés coordenadas distintas;

Fase I1I: fungdes do 2° grau, interpolando duas coordenadas distintas (simetria);

Fase IV: funcoes do 3° grau, interpolando quatro coordenadas distintas;

Fase V: fungoes do 3° grau, interpolando trés coordenadas distintas (graus de
liberdade).

A seguir, disponibilizamos os desafios e dinamicas em cada fase.

Missao I: O Despertar do Feixe (Funcao Afim)

Nesta fase inicial de acordo com a Figura 4.5, o jogador visualiza sua nave e um
alvo inimigo no plano cartesiano. O desafio consiste em determinar os coeficientes angular
(a) e linear (b) da funcao f(x) = ax + b cuja reta intercepte as coordenadas (zg,yy) da

nave e (z1,y;) do alvo. E alternativamente, resolve um sistema linear de duas equagoes e
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duas incégnitas:
arg+b = 1y
arx; +b = 1y

Nesta fase inicial (Figura 4.5), o jogador visualiza sua nave e um alvo inimigo. O
desafio consiste em determinar os coeficientes (a) e (b) da funcao f(x) = ax + b cuja reta
intercepte as coordenadas (¢, yo) da nave e (xy,y;) do alvo, exercitando conceitos de taxa

de variacao.

Figura 4.5: Tela Missao 1 — Batalha dos Eixos (Python)
Fonte: Proprio autor.

Missao II: A Curva de Interceptacao (Fungao Quadratica)

A dificuldade é elevada com dois inimigos simultaneos (Figura 4.6). O jogador deve
modelar uma trajetéria parabdlica f(z) = az* + bz + ¢ que passe pela sua nave e pelos
dois alvos. Isso exige a resolucao de um sistema linear 3 X 3 ou aplicacao das propriedades

da pardbola. O sucesso nesta fase confere o titulo de Senhor da Parabola.

Figura 4.6: Tela Missao 2 — Batalha dos Eixos (Python)
Fonte: Proprio autor.

Missao III: O Espelho da Singularidade (Simetria)

Neste nivel (Figura 4.7), a intuigdo geométrica é vital. O jogador recebe apenas
duas coordenadas para formar uma pardbola sua coordenada (zg,y0) e a do seu inimigo
(z1,y1). Para realiza o tiro em curva parabdlica deve aplicar conceitos de eixo de simetria
e vértice da parabola para localizar naves ocultas. E importante destacar que, neste
contexto, a solugao nao sera unica, devido ao grau de liberdade adicionado que permite

alguma escolha do jogador.
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Figura 4.7: Tela Missao 3 — Batalha dos Eixos (Python)
Fonte: Proprio autor.

Missao IV: A Tormenta Cubica (Fungao Polinomial de Grau 3)

No radar da nave aparecem quatro coordenadas do plano sideral (Figura 4.8), o
aluno deve determinar uma fungao cibica f(z) = az® + bx? + cx + d que passe por quatro
pontos distintos. A complexidade algébrica exige trabalho colaborativo e métodos como

escalonamento ou resolucao pelo método de Lagrange.

Figura 4.8: Tela Missao 4 — Batalha dos Eixos (Python)
Fonte: Proprio autor.

Missao V: O Protocolo Fantasma (Graus de Liberdade — nivel dificil)

O aluno enfrenta “falsos dados” para uma funcao cibica recebendo apenas trés
coordenadas (Figura 4.9). O desafio cognitivo é compreender os graus de liberdade e
arbitrar uma quarta coordenada do tipo (z,y), transformando um sistema indeterminado
em determinado. A escolha da coordenada (x,y) pode facilitar o algebrismo matematico
ou dificultar. O uso do método de Lagrange é opcional e pode extrapolar os conceitos do

alunos sobre fungoes polinomiais.

4.2.6 Consideracoes metodologicas

“A Batalha dos Eixos” estabelece-se como uma ferramenta metodolégica gamificada

projetada para transformar o plano cartesiano em um campo de batalha estratégico.
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Figura 4.9: Tela Missao V — Protocolo Fantasma
Fonte: Préprio autor.

A funcao primordial da evolucao deste jogo para o ambiente Python foi concretizar
conceitos abstratos, permitindo que o aluno visualize imediatamente a relacao direta entre
a manipulacao dos coeficientes numéricos da fungao polinomial e suas formas geométricas
resultantes na tela de visualizacao. Ao longo do desenvolvimento deste produto educacional,
ficou evidente a necessidade de iterar sobre o préprio design da gamificacao. A transicao do
jogo fisico (limitado pelo tempo de verificagdo manual do professor) para a primeira versao
digital evidenciou que o excesso de elementos visuais pode comprometer a performance
e desviar o foco da matematica. A conclusao natural foi a concepcao do software final,
que abriu mao da sobrecarga de imagens na interface em favor de representacoes limpas,
focando o verdadeiro aumento de dificuldade na imersao matemdtica exigindo dos alunos
a transicao do célculo linear para trajetorias mais complexas como as parabdlicas e as
cubicas. Além da automacao, a implementacao de um sistema de cadastro e ranqueamento
cumpriu o propésito de expandir a comunidade de jogadores, fomentando o engajamento
social. A atividade pode ser segmentada em multiplas aulas para atender a diferentes
niveis: no 1° ano, abordando o conceito de funcoes e suas representacoes graficas; no
29 ano, utilizando sistemas lineares em aplicagoes préticas; e no 3° ano do Ensino Médio,
explorando a geometria analitica, especificamente o estudo de retas e parabolas. Ademais, o
projeto alcanca o nivel de pré-calculo, ao introduzir aplicagoes de interpolacao de Lagrange.

Em suma, o desenvolvimento e a digitalizacao do “Batalha dos Eixos” demonstram que a
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gamificacao quando amparada por uma mecanica sélida e evolugao tecnoldgica iterativa
transforma o aluno de mero espectador do quadro negro em protagonista analitico na

resolucao de problemas geométricos e algébricos.

4.2.7 Consideracoes metodologicas

“A Batalha dos Eixos” estabelece-se como uma ferramenta metodolégica gamificada
projetada para transformar o plano cartesiano em um campo de batalha estratégico.
A fungao primordial da evolucao deste jogo para o ambiente Python foi concretizar
conceitos abstratos, permitindo que o aluno visualize imediatamente a relacao direta entre
a manipulacao dos coeficientes numéricos da fungao polinomial e suas formas geométricas
resultantes na tela de visualizacao. Ao longo do desenvolvimento deste produto educacional,
ficou evidente a necessidade de iterar sobre o préprio design da gamificagao. A transicao do
jogo fisico (limitado pelo tempo de verificagdo manual do professor) para a primeira versao
digital evidenciou que o excesso de elementos visuais pode comprometer a performance
e desviar o foco da matematica. A conclusao natural foi a concepcao do software final,
que abriu mao da sobrecarga de imagens na interface em favor de representagoes limpas,
focando o verdadeiro aumento de dificuldade na imersao matemdtica exigindo dos alunos
a transicao do célculo linear para trajetorias mais complexas como as parabdlicas e as
cubicas. Cabe ressaltar que a presente pesquisa delimita como publico-alvo estudantes
do 1° ano do Ensino Médio, abordando fundamentalmente o conceito de funcoes e suas
representacoes graficas. Nesse contexto, faz-se oportuno justificar a presenca das Missoes
IV e V no jogo, as quais mobilizam escalonamento, sistemas lineares e a Interpolagao de
Lagrange, referentes a fungoes cibicas. Como esses contetdos ultrapassam o percurso
curricular previsto para a etapa escolar indicada, eles sao apresentados como modulos de
extensao, desafios opcionais ou sequéncias avancadas gamificadas que estao de acordo com
as propostas de Bussarelo. A atividade pode, assim, ser segmentada e adaptada conforme
as condicoes de uso: oferecendo aprofundamento para alunos do 1° ano que buscam maiores
desafios, ou sendo aplicada no 2° ano (utilizando sistemas lineares em aplicagoes praticas),
no 32 ano (explorando a geometria analitica) e até mesmo alcan¢ando o nivel de pré-calculo.
Em suma, o desenvolvimento e a digitalizacao do “Batalha dos Eixos” demonstram que a
gamificacao quando amparada por uma mecanica sélida e evolugao tecnologica iterativa
transforma o aluno de mero espectador do quadro negro em protagonista analitico na

resolucao de problemas geométricos e algébricos.



5 Conclusao

Este artigo apresenta o desenvolvimento da atividade gamificada “Batalha dos
Eixos Coordenados”, um produto educacional gamificado voltado para o ensino de fungoes
do primeiro, segundo e terceiro graus. Neste trabalho, foi detalhada a construcao dessa
atividade, fundamentada nos referenciais tedricos de gamificacao de Busarello e Burke.
Ressalta-se que, embora a gamificagao seja um termo recente no contexto das metodologias
ativas, a pratica lidica é intrinseca a natureza humana, atuando na construcao de relagoes
interpessoais e na preparacao do individuo para a vida.

Como principais resultados, destaca-se a estruturacao de um artefato educacional
coeso, capaz de transpor o rigor matematico para uma mecanica de jogo funcional. Em
sua confeccao, foi considerada a viabilidade técnica ao integrar, em um tinico ambiente
lidico, a visualizacao dinamica de comportamentos graficos e expressoes algébricas das
fungoes, superando a fragmentacao habitual entre o ensino de fungoes afins, quadraticas e
polinomiais.

Ainda que o produto final nao tenha sido submetido a um experimento pratico
em sala de aula nesta etapa, sua elaboragao utilizou o ambiente escolar como modelo
l6gico. Contudo, para uma aplicacao global e mais efetiva, identifica-se a necessidade de
refinamentos futuros na narrativa e nos elementos audiovisuais.

Por fim, a estrutura da atividade demonstra flexibilidade, permitindo sua extensao
para o estudo de fungoes polinomiais de graus superiores e sua aplicacao em disciplinas de

Pré-Calculo no Ensino Superior.
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Apeéendice A
Acesso ao jogo “Batalha dos Eixos” —
versao digital

O jogo Batalha dos Eixos — versao digital é uma ferramenta pedagogica gamificada
desenvolvida para auxiliar na visualizacao, compreensao e fixacao de conceitos de fungoes
e coordenadas no plano cartesiano. Este guia orienta, passo a passo, como realizar o

download, a extracao e a correta execucao do software em seu computador.

A.1 Instrucoes passo a passo

A.1.1 Acesso ao Google Drive e download

O arquivo compactado do jogo estd hospedado de forma segura no Google Drive.
Para iniciar:
e Acesse o diretério através do link oficial:
https://drive.google.com /drive/folders/1LulF5AdX1hrhvB1ZDEFelh_BUdaBgDwF?usp=
drive_link
e Localize o arquivo do jogo (em formato .zip ou .rar), clique com o botao direito e

selecione a opcao Fazer download.

A.1.2 Descompactacao dos a arquivos

Apo6s a conclusao do download, o arquivo estara na sua pasta de “Downloads”.
e Vi até o arquivo baixado, clique com o botao direito sobre ele e selecione Extrair
Aqui ou Extrair para [Nome da Pasta] (utilizando programas como WinRAR, 7-Zip
ou o extrator nativo do Windows).

¢ Uma nova pasta com os arquivos do jogo sera criada no local escolhido.
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A.1.3 Funcionalidades da linguagem Python

Como o jogo foi desenvolvido utilizando a linguagem de programacao Python, o seu
funcionamento depende de bibliotecas estruturais e interpretadores da linguagem mapeados
no sistema operacional.

e (Caso o jogo apresente alguma inconformidade ou falha de inicializacao, certifique-se
de baixar e instalar a versao mais recente do Python diretamente do site oficial
(https://www.python.org), certificando-se de marcar a opcao “Add Python to PATH”

durante o assistente de instalagao para que o sistema reconheca os comandos do jogo.

A.1.4 Execugao do jogo

Para abrir a interface do jogo, siga o caminho dos diretérios extraidos:
1. Abra a pasta principal que vocé descompactou.
2. Navegue até a subpasta chamada dist.
3. Dentro da pasta dist, localize o arquivo executavel principal: BatalhaDosEi-
X0S.exe.

4. Dé um duplo clique sobre o arquivo BatalhaDosEixos.exe.

Nota Importante: O jogo serd inicializado e executado diretamente no terminal de
comando do computador (Prompt de Comando / DOS). Nao feche a janela preta do

terminal, pois o fluxo da partida ocorre inteiramente por ela.

Caso encontre dificuldades técnicas durante o download ou execucao, valide se
todos os passos de descompactacao foram seguidos rigidamente e se o arquivo esta sendo

executado de dentro da pasta dist. Bom aprendizado e excelente batalha!


https://www.python.org

Apéendice B
Guia do jogo “Batalha dos eixos” — versao
digital

O jogo “Batalha dos Eixos — Sistema de Defesa Cartesiano” é um software educacional
estruturado para ensinar funcoes polinomiais através de mecanicas de gamificacdo. A
gamificacao abrange a utilizacao de mecanismos de jogos para a resolucao de problemas e
para a motivagao e engajamento de um determinado ptiblico. Nesta atividade gamificada,
foram aplicados principios apresentados por Busarello [3].

Abaixo é apresentado o guia detalhado de cada tela do sistema, explicando sua

funcionalidade técnica e seu proposito gamificado.

B.1 Menu Principal

A interface inicial atua como a central de navegacao do jogador, apresentando um
banner tematico de ficcao cientifica e botoes de acesso para as diferentes areas do jogo:
“Novo Recruta”, “Carregar Piloto”, “Hall da Fama”, “A Saga” e “Sair”. O design estabelece

imediatamente a imersao no universo do jogo.

B.1.1 “A Saga” — Histéria e narrativa)

Esta tela exibe o “Arquivo Confidencial: Operacao Horizonte”. O texto introduz

o ano de 2437, onde a humanidade enfrenta “A Desordem”, uma forca que corrompe o

espago-tempo. O jogador assume o papel de um cadete que deve usar o “Canhao de
Singularidade” para disparar fun¢des matemaéticas.

¢ Fundamento de gamificagao: A narrativa é essencial na gamificacao, pois o uso

de histérias proporciona relevancia e significancia para as experiéncias vividas pelo

sujeito, fornecendo contextos lidicos para a aplicacao das tarefas. Trata-se de uma

fantasia endégena, onde o conteido de aprendizagem (matemética) estd totalmente

envolvido com a a¢ao no universo ficcional.
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B.1.2 Cadastro e login

e Novo Recruta: O aluno insere seu “Nome de Guerra”, uma senha e escolhe a “Cor
da Frota” (como Azul Alianca ou Vermelho Marte). Uma simulag@o visual em um
pequeno quadro mostra como a nave do jogador ficara no radar.

e Carregar Piloto: Permite que jogadores recorrentes selecionem seus perfis em uma
lista e insiram a senha para continuar seu progresso, possuindo também uma opc¢ao
para deletar pilotos.

¢ Fundamento de gamificagao: Permite ao aluno assumir uma identidade prépria e
personalizada, o que promove a experimentacao e aumenta o engajamento afetivo

com o sistema.

B.1.3 “Hall da Fama” — Sistema de ranking

Esta area é dividida em duas partes:

e Informacgoes de mérito: Explica a distribuicao de pontos (1000 pontos para acerto
na 1# tentativa, 500 para a 2% e 250 para a 1* em diante) e lista as “Medalhas de
Honra”, como “Sniper Matemaético” (acertar de primeira) e “Persistente” (tentar 5
vezes sem desistir).

e Classificagao global: Uma tabela que exibe a posi¢ao, nome do piloto, patente atual
(Cadete, Tenente, Capitao, Almirante), pontuacao e medalhas conquistadas.

e Fundamento de gamificagao: Utiliza pontos, distintivos (divisas) e placares para
medir o desempenho do jogador e estimular a concorréncia e o reconhecimento social.
Recompensar o aluno pela falha (Medalha Persistente) ajuda a evitar ansiedade e

motiva a continuacao das tentativas.

B.1.4 Progressao de niveis

A tela exibe o status atual do comandante, sua pontuacao e suas medalhas no topo.
Abaixo, lista as 5 missoes disponiveis no jogo, indicando se estao “Cumpridas” (verde),
“Ativas” (amarelo) ou “Aguardando Ordem” (bloqueadas).

e Fundamento de gamificagao: Os niveis indicam o progresso do jogador e auxiliam no
controle do aumento das habilidades do individuo. O jogo divide a tarefa complexa
de aprender fungoes polinomiais em etapas menores: comega no Grau 1 (reta), passa

pelo Grau 2 (pardbola) e termina no Grau 3 (fungao cibica).
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B.1.5 Instrugoes da missao

Uma janela que aparece antes ou durante o combate, exibindo o “Relatério de
Inteligéncia” daquela fase especifica. Ela mostra o alvo, a equacao de armamento necessaria
(ex: y = az® + bz + ¢) e uma dica estratégica do comandante.

e Fundamento de gamificacao: Fornecer metas claras e objetivas possibilita que o

individuo entenda rapidamente o que deve ser realizado para superar os obstaculos.

B.1.6 Area de combate grafico

Esta ¢é a tela principal de interagao onde a aprendizagem matemaética acontece:

e Radar de dados: Um grafico interativo simulando um radar. Ele plota o plano
cartesiano com marcacoes numéricas, a nave do jogador e os pontos vermelhos
representando os inimigos.

e Sistema de mira: Painel lateral onde o aluno insere os valores dos coeficientes
matematicos correspondentes a funcao daquela fase (a, b, ¢, d).

e Disparar: Ao clicar no botao, o software traga a curva no grafico em forma de
animacao ponto a ponto. O software mantém desenhadas, de forma “fantasma”
(linhas tracejadas), as tentativas anteriores que falharam.

e Fundamento de gamificacao: O jogo desencadeia repetidos ciclos de rapidos feedbacks
(resposta imediata do sistema apontando onde a reta/curva passou), o que permite

ao estudante ajustar suas estratégias cognitivas e corrigir erros instantaneamente.

B.1.7 Sucesso e falha

?

e Sucesso: A tela pisca em verde, um som de vitéria é tocado, e um “Relatério de Missao’
aparece informando a quantidade de pontos recebidos e as novas condecoracoes.

e Falha: A tela pisca em vermelho, e uma mensagem de erro informa a discrepancia
matematica exata, por exemplo, “Esperado y = 5, Calculado y = 3.2”.

¢ Fundamento de gamificagao: O sistema de feedback orienta o individuo sobre sua
posicao e o resultado de suas agoes, sendo um recurso essencial para suportar a

performance e a motivagao.

B.1.8 Revisao grafica

Acessivel apds a conclusao de uma fase. A tela exibe novamente o grafico com a
trajetoria correta e um relatorio textual descrevendo a equacao formulada pelo aluno e
a verificagdo matemaética detalhada (ponto a ponto), provando que o y calculado bateu

perfeitamente com a posicao dos inimigos.
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e Fundamento de gamificagao: Promove o reforco do conhecimento e a clareza da apren-
dizagem, mostrando na pratica a relagao tedrica que levou a vitéria, consolidando o

conhecimento algébrico e geométrico.

B.1.9 Vitoria final

Uma tela de encerramento ativada apds a conclusao da Missao 5. O texto parabeniza

o aluno por restabelecer a estabilidade césmica usando trajetérias matematicas perfeitas e
o promove a “Mestre das Funcoes”.

e Fundamento de gamificacao: Fornece um fechamento claro para as metas estabeleci-

das. Ambientes baseados em jogos tém inicio e fim bem definidos, o que estimula o

engajamento continuo até a resolucao final do mistério narrativo.
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