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Resumo

O processo de ensino-aprendizagem do conceito de funcao na Educagao Basica é, frequen-
temente, marcado por uma abordagem superficial e fragmentada, distanciando-se do seu
potencial de descrever e prever fenomenos do mundo real. Diante desse cenario, esta
dissertacao investiga o ensino de fungoes sob a ética da interdisciplinaridade, através da
modelagem matematica de problemas naturais. O objetivo principal deste trabalho é o
desenvolvimento de um produto educacional, no formato de e-book, destinado a professores
do Ensino Médio, que realiza a transposigao didatica de solucoes de Equacoes Diferenciais
Ordindrias (EDOs) e técnicas de ajuste de curvas para a sala de aula, priorizando a analise
qualitativa do comportamento funcional em detrimento do formalismo do calculo diferen-
cial. Para fundamentar essa proposta, realizou-se inicialmente uma revisao sistematica de
dissertacoes do PROFMAT, a qual evidenciou a eficacia da modelagem matemética como
recurso interdisciplinar, mas também apontou uma lacuna na articulagao simultanea entre
EDOs, interdisciplinaridade e o ensino do conceito de fungao. A partir dessa base tedrica, o
estudo explora modelos matematicos de fenomenos da Fisica, Quimica e Biologia — como
Resisténcia em Fluidos, Crescimento Malthusiano, Equacao Logistica, Decaimento Radio-
ativo, Lei do Resfriamento de Newton e Movimentos Oscilatérios. O e-book resultante
traduz esses modelos em situacoes-problema acessiveis e roteiros dinamicos no GeoGebra,
permitindo que os estudantes compreendam o comportamento de diferentes tipos de fun-
¢oes na pratica. Conclui-se que a insercao de modelos naturais no curriculo nao apenas
atende as diretrizes curriculares normativas, mas também promove uma aprendizagem
significativa, estimulando o pensamento critico e a capacidade de leitura de mundo dos
estudantes.

Palavras-chave: Fungoes; Interdisciplinaridade; EDOs; Modelagem Matematica.



Abstract

The teaching and learning process of the concept of function in Basic Education is frequently
marked by a superficial and fragmented approach, distancing itself from its potential to
describe and predict real-world phenomena. In view of this scenario, this dissertation
investigates the teaching of functions from an interdisciplinary perspective, through the
mathematical modeling of natural problems. The primary objective of this work is the
development of an educational product, in the format of an e-book aimed at high school
teachers, which carries out the didactic transposition of Ordinary Differential Equation
(ODE) solutions and curve fitting techniques into the classroom, prioritizing the qualitative
analysis of functional behavior over the formalism of differential calculus. To substantiate
this proposal, a systematic review of PROFMAT dissertations was initially conducted,
highlighting the effectiveness of mathematical modeling as an interdisciplinary resource
while also revealing a gap in the simultaneous articulation of ODEs, interdisciplinarity, and
the teaching of the concept of function. Grounded in this theoretical framework, the study
explores mathematical models of phenomena from Physics, Chemistry, and Biology—such as
Fluid Resistance, Malthusian Growth, the Logistic Equation, Radioactive Decay, Newton’s
Law of Cooling, and Oscillatory Motions. The resulting e-book translates these models
into accessible problem situations and dynamic GeoGebra activities, enabling students to
understand the behavior of different types of functions in practice. It is concluded that
the incorporation of natural models into the curriculum not only aligns with national
regulatory curricular guidelines, but also fosters meaningful learning, stimulating critical
thinking and students’ capacity to interpret the world.

Keywords: Functions; Interdisciplinarity; ODEs; Mathematical Modeling.
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1 Introducao

A compreensao do conceito de fungao é de extrema importancia na Matematica da
Educacao Basica. No entanto, o processo de ensino-aprendizagem desse tema é muitas vezes
conduzido de forma mecanica e fragmentada, limitando-se a memorizacao de férmulas,
construgao descontextualizada de gréficos e categorizacao dos tipos de fungdes (afim,
quadrética, exponencial, etc.). Essa compartimentagao dificulta a percepgao do estudante
sobre como as variaveis se relacionam dinamicamente e se distancia do potencial que a
Matematica tem de descrever a realidade.

Historicamente, diretrizes como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN e
PCN+) [1] j& apontavam para a importancia de superar essa fragmentagao por meio da
contextualizacao. No cenario atual, os documentos normativos vigentes, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) [2] e as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(DCNEM) [3], regulamentadas no ambito da Lei Federal n® 14.945/2024 [4], reforgam
a importancia de um ensino integrado e interdisciplinar. Exige-se que o aluno seja
capaz de interpretar criticamente fatos relativos as Ciéncias da Natureza, o que pode ser
potencializado pela andlise de taxas de variacao e pela construcao de modelos matematicos
para intervir em situagoes-problema. E na convergencia entre essa exigéncia normativa e a
necessidade de tornar a Matematica mais atrativa e significativa que esta dissertacao se
insere.

Em busca de uma alternativa pedagdgica mais eficaz, este trabalho de mestrado —
desenvolvido no ambito do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) — propoe o estudo do conceito de funcao sob a ética da interdisci-
plinaridade em problemas naturais. Adota-se aqui a expressao “problemas naturais” para
designar prioritariamente situagoes-problema originadas em fenomenos fisicos, quimicos e
bioldégicos cujas relacoes funcionais emergem de leis da natureza, estendendo-se também a
interpretacao de regularidades que surgem do cotidiano.

Para evidenciar a necessidade desta pesquisa, o trabalho traz uma revisao sistematica
de dissertagoes apresentadas no repositéorio do PROFMAT, mapeando as produgoes que

relacionam o ensino de funcoes, interdisciplinaridade, modelagem matematica e equagoes
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1. Introducao 11

diferenciais. A analise desses trabalhos evidenciou uma lacuna académica e pedagogica
que motivou e justificou a elaboragao deste projeto.

Para viabilizar essa abordagem em sala de aula, o presente estudo tem como objetivo
principal a elaboracao de um produto educacional, no formato de e-book, focado no uso
de modelos naturais e dados empiricos. Tais situagoes, frequentemente fundamentadas
em Equacgoes Diferenciais Ordinérias (EDOs) e técnicas de ajuste de curvas, tém como
solucoes funcgoes estudadas no Ensino Médio. A proposta concentra-se na transposicao
didatica dessas solugoes, priorizando a analise qualitativa do comportamento grafico e
funcional, sem sobrecarregar o estudante com o formalismo analitico do calculo avancado.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: o Capitulo 2 discute a
fundamentacao tedrica sobre o ensino de funcoes e as perspectivas contemporaneas da
interdisciplinaridade, articulando a modelagem matemaética como elo pedagdgico. No
Capitulo 3, apresenta-se a metodologia e a analise da revisao sisteméatica das dissertacoes
do PROFMAT, demonstrando como as lacunas identificadas orientaram a concepc¢ao do
produto educacional. No Capitulo 4, explora-se a modelagem matematica de problemas
naturais e empiricos por meio de solucoes de EDOs cléssicas e técnicas de ajuste de curvas,
evidenciando as conexdes conceituais com a Educagao Basica. No Capitulo 5, detalha-se a
concepcao, a estrutura e a proposta metodologica do Recurso Educacional desenvolvido
(e-book). Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas as consideragdes finais e as perspectivas

de desdobramentos futuros desta pesquisa.



2 0O Ensino de Funcoes e a Abordagem
Interdisciplinar

O processo de ensino-aprendizagem do conceito de func¢ao na Educagao Basica
tem se mostrado, historicamente, marcado por uma abordagem superficial e limitada. De
acordo com Maciel e Cardoso [5], o termo é quase sempre reduzido a uma mera classificacdo
e memorizacao de tipos de fungoes, um esvaziamento técnico que prejudica o real potencial
pedagdgico dos conceitos subjacentes. Os autores ponderam que a consolidagao do conceito
contemporaneo de funcao exigiu o “desenvolvimento de outros conceitos, tais como o de
variavel dependente, variavel independente, continuidade, dominio, contradominio, fungoes
analiticas, etc. [b, p. 1351]”. Afastando-se dessa abordagem puramente mecanica, a
inser¢ao de modelos reais surge como uma alternativa promissora, permitindo trabalhar
a relagao funcional de forma mais eficaz, contextualizada e sintonizada com situacoes
praticas, o que confere maior significado a experiéncia matemaética.

Essa necessidade de aproximagao com o real é corroborada por Santos [6], que destaca
a intrinseca proximidade entre o estudo de fungoes e a dinamica de fendmenos naturais ou
sociais, cujos comportamentos podem ser previstos, generalizados e compreendidos por
meio do uso integrado de tabelas, diagramas e expressoes algébricas. Todavia, o autor
adverte que a maioria dos livros didaticos falha gravemente ao negligenciar a conexao
primordial entre a funcao e a relagao de dependéncia entre variaveis. Em vez disso, o ensino
costuma se dar de maneira fragmentada, promovendo uma ruptura precoce e rigida entre
funcao afim, quadratica, exponencial e as demais tipologias. Essa compartimentagao atua
como um obstaculo cognitivo desde o inicio da escolarizacao, dificultando que o estudante
estabeleca conexoes conceituais mais amplas e integradas entre os contetidos estudados.

Essa critica a rigidez estrutural estende-se a organizacao curricular da disciplina
como um todo. Ao analisar o ensino da matemadtica, Machado [7] questiona o atual
planejamento linear de contetiidos, modelo que assume qualquer mudanca nessa sequéncia
preestabelecida como uma fatalidade para a aprendizagem. Para o autor, muitos dos

pré-requisitos formalistas trazidos pelas teorias tradicionais nao precisam, necessariamente,
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2. O Ensino de Funcoes e a Abordagem Interdisciplinar 13

seguir a ordem imutavel imposta por tais cronogramas. Esse entendimento converge
diretamente com a perspectiva de Santos [6] em prol de uma dinamica pedagdgica me-
nos fragmentada, que priorize o entendimento global dos conceitos em detrimento da
segmentacao técnica.

Esse distanciamento entre a teoria e a compreensao do conceito pode ser inter-
pretado sob a dtica de Sfard [8], ao discutir a dupla natureza das nogdes matemaéticas:
a concepgao operacional (focada em processos, algoritmos e agdes sobre grandezas) e a
concepgao estrutural (que apreende a no¢ao como um objeto abstrato). Segundo a autora,
a aprendizagem de conceitos matematicos costuma ocorrer por um percurso em que a
perspectiva operacional precede a estrutural, transitando de processos para objetos. No
contexto do ensino de funcoes, priorizar férmulas e classificacoes descontextualizadas impoe
ao estudante a assimilacao de um objeto sem que ele tenha vivenciado os processos que
lhe dao sustentacao. Ao fundamentar o estudo no comportamento de grandezas e suas
taxas de variagao, possibilita-se que o aluno compreenda a func¢ao primeiramente como
uma relac¢ao de dependéncia (processo), construindo o modelo até atingir a compreensao
da fungao (objeto).

Apesar de as diretrizes contemporaneas buscarem mitigar esse isolamento, a analise
da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2] revela que as competéncias associadas as
funcoes ainda se encontram dispersas em habilidades atomizadas, o que acaba por reforcar,
indiretamente, a fragmentacao criticada pela literatura. Essas normas mencionam, de
forma isolada:

e a necessidade de se interpretar criticamente fatos relativos as Ciéncias da Natureza,
verificando a variacao de grandezas, comportamento grafico, taxas de variagao
(EM13MAT101) [2];

e a construcao de modelos em funcoes de 1° ou 2° grau para resolver problemas
contextualizados (habilidade EM13MAT302) [2];

e a elaboracao e resolugao de problemas com fungoes exponenciais, logaritmicas e
periddicas e interpretagao da variagdo das grandezas (EM13MAT304, EM13MAT305
e EM13MAT306) [2];

e c ainda o estudo de caracteristicas como dominio, imagem, crescimento e decresci-
mento de fungoes, estabelecendo relacoes e expressando comportamento em tabelas
e no plano cartesiano (EM13MAT403 e EM13MAT404) [2].

A distribuicao dessas habilidades em eixos distintos ilustra o desafio pratico de se
trabalhar o conceito de fun¢ao de maneira holistica na Educacao Basica. Tratar conceitos

estruturais, tipologias e interpretacoes graficas como metas de aprendizagem separadas



2. O Ensino de Funcoes e a Abordagem Interdisciplinar 14

obstaculiza a construcao de uma rede de significados pelo aluno, prejudicando a consolidacao
do saber. Torna-se evidente, portanto, que a superacao dessa compartimentacao exige
uma estratégia que unifique essas competéncias em torno de um propésito comum. E
nesse horizonte que a interdisciplinaridade se consolida, integrando o estudo de fungoes a
modelos naturais e convertendo o processo de ensino-aprendizagem em uma experiéncia

motivadora e ligada a realidade.

2.1 Perspectivas da Interdisciplinaridade na Educacao
Basica

A importante discussao sobre a necessidade de tornar o ensino mais integrado entre
as diversas areas do conhecimento nao é recente e diversos autores tém discutido o tema
ao longo dos anos.

Dentre eles, Terradas [9] defende que a interdisciplinaridade estd além da sala
de aula, considerando ser necessaria no proprio dia-a-dia. Para o autor, a partir da
globalizacao, passa a ser necessaria a integracao entre areas de conhecimento, o que reflete
em sala de aula, motivando a busca por novos conhecimentos. Ele também considera que
uma mudanca de atitude é necessaria para que se busque o conhecimento além dos limites
do proprio saber, agregando entao o conhecimento de outras disciplinas. Esse pensamento
converge com as ideias de Japiassu [10] que vé a interdisciplinaridade como um convite a
lutar contra as especialidades e linguagens particulares nas ciéncias, sendo uma oposicao
ao sistema de ensino tradicional fragmentado. O autor apoia-se no interesse crescente
pelo tema em diversos trabalhos atuais voltados a interdisciplinaridade, destacando a
necessidade de uma reorganizacao do sistema de ensino, em que julga necessario que as
especialidades confrontem-se, criando elos entre areas, através de problemas que tangem
ambas.

Para compreender como essa aproximacao ocorre na pratica, torna-se essencial
analisar os niveis de maturidade e integragao entre as disciplinas. A partir das formulagoes
precursoras de Heckhausen [11], Japiassu detalha uma gradagao progressiva de interagoes
disciplinares:

e Interdisciplinaridade heterogénea: Nao ha uma real integracao entre saberes, sendo
apenas uma sobreposicao de informagoes. Buscar formar profissionais com conheci-
mentos basicos de diversas areas;

e Pseudo-interdisciplinaridade: Acontece quando diferentes disciplinas usam de uma

mesma ferramenta sem que haja interacao real dos seus conceitos, o que nao gera
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uma interdisciplinaridade genuina, distanciando os campos de conhecimento;

e Interdisciplinaridade auxiliar: Ocorre quando uma disciplina utiliza de métodos ou
recursos de outra disciplina como apoio, para fundamentar alguma prética;

e Interdisciplinaridade composita: E uma jungao pratica que busca resolver problemas
complexos, reunindo diversas disciplinas, sem interacao entre elas, mas com cada
area tendo sua autonomia;

e Interdisciplinaridade unificadora: Nivel mais avancado de integracao, fundindo
métodos, conceitos e teorias de diferentes areas de conhecimento. Sendo que, dessa
uniao, podem surgir campos hibridos de conhecimento.

Com o intuito de sintetizar essas dinamicas, Japiassu generaliza essas relacoes em
duas grandes categorias estruturantes: a interdisciplinaridade linear ou “cruzada”, na
qual ocorre uma troca de informagoes unidirecional e utilitarista, servindo uma disciplina
puramente como auxilio temporario a outra; e a interdisciplinaridade “estrutural”, que
pressupoe um dialogo reciproco e simétrico, onde conceitos e métodos fundem-se em um
plano de equivaléncia para construir um novo horizonte de compreensao.

Outro estudo relevante sobre o tema é apresentado por Fazenda [12], que faz
uma sintese do desenvolvimento do tema no Brasil, a partir dos anos 70. Em geral, a
autora verificou um grande desinteresse dos educadores em compreender efetivamente
uma proposta interdisciplinar, somado a um projeto educacional brasileiro que pouco fez
em relacao as questoes do conhecimento. A partir desta sintese, a autora conclui que a
interdisciplinaridade deve ser vista nao s6 como um meio de se unir duas ou mais disciplinas,
se afastando da ideia da simples troca de informagcoes e se aproximando a ideia do didlogo
entre os campos de conhecimento, convergindo com o conceito de interdisciplinaridade
“estrutural” trazida por Japiassu, que busca a uniao de campos do saber que visam agregar
as disciplinas um conhecimento significativo.

Em desdobramentos mais recentes, no que tange especificamente a formagao docente,
Fazenda [13] aprofunda essa anélise ao discutir as formas de conceber a interdisciplinaridade
sob a ética de Fourez [14] e Lenoir [15], dividindo-as em duas ordens fundamentais:

e Ordenagao cientifica: conduz aos saberes interdisciplinares. O professor, a partir do
sua organizagao e dinamica, percebe a necessidade de analisar determinado conceito
em uma diferente perspectiva, fazendo que com ele reveja suas praticas, gerando
um movimento interdisciplinar. Essa ordenacao é legitimada pelo saber, e pela pura
capacidade de abstragao (saber/saber).

e Ordenacao social: conduz ao desdobramento dos saberes. O professor observa

as exigeéncias sociais e culturais, constituindo a aprendizagem interativa com a
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realidade. Essa ordenacao enfatiza os impasses de se trabalhar com as disciplinas
isoladas, enfrentando problemas mais complexos, e caminha para o sentido da pratica
(saber/fazer).

Ao trazer essas ordenagoes, Fazenda [13] critica a falta de conexao entre a formagao
de professores e a necessidade de se praticar a interdisciplinaridade. Para a autora, ha
uma diferenca entre o estudo académico sobre o tema, e a pratica interdisciplinar, fazendo
com que a formacao esteja distante da realidade escolar.

Essas reflexoes classicas sobre a interdisciplinaridade encontram desdobramentos nas
pesquisas contemporaneas em Educagdo Matemdtica. Conforme apontam Silva et al. [16],
ao analisarem a producgao académica nacional, muitos trabalhos ainda tratam praticas como
interdisciplinares sem explicitar o referencial tedérico adotado, reduzindo com frequéncia
a proposta a simples insercao de contetudos de disciplinas distintas em uma mesma
questao. Diante disso, convém delimitar a concepcao de interdisciplinaridade assumida
neste trabalho: ela é compreendida nao como uma justaposicao circunstancial de conteudos,
mas como um didlogo em que os fenomenos demandam ferramentas matematicas para sua
modelagem, enquanto os conceitos das Ciéncias da Natureza dao sentido, parametros e
validacao fisica aos objetos matematicos em estudo.

Quando transpomos essa necessidade de articulacao para o campo da Educacao
Matematica, Tomaz e David [17] exploram como o enriquecimento do ensino da matematica
pode se dar através da interdisciplinaridade, fazendo com que a aprendizagem seja mais
contextualizada e significativa para os estudantes. Cabe destacar que essa perspectiva
possui histérico nas diretrizes curriculares nacionais: os Parametros Curriculares Nacionais
e os PCN+ [1] constituiram marcos histéricos ao argumentarem sobre as importantes
implicacoes sobre o “aprender” matematica de forma contextualizada, integrada e rela-
cionada a outros conhecimentos. No cenario contemporaneo, esse respaldo consolida-se
normativamente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2] e nas recentes Diretrizes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (DCNEM) [3], estabelecidas no ambito da Lei
n° 14.945/2024 [4], que reafirmam o compromisso de articular os saberes mateméticos com
outras areas em contextos reais e problemas auténticos.

Dessa forma, ao considerar que a interdisciplinaridade deve ser mais do que uma
sobreposicao de informacoes, percebe-se a necessidade de ferramentas que concretizem o
didlogo entre disciplinas. A busca por um saber /fazer exige que o ensino da matemaética nao
apenas dialogue com outras areas, mas utilize problemas do mundo real como eixo central
da aprendizagem. Nesse cenario, a modelagem matemaética surge como uma estratégia

fundamental para fazer essas conexoes, permitindo que o estudante explore a matematica
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como uma linguagem capaz de interpretar e intervir na realidade.

2.2 Modelagem Matematica como Recurso Interdisciplinar

A transicao de um ensino fragmentado para um ensino interdisciplinar encontra
na modelagem matemaética uma via pratica para sua implementagao. Se, como apontado
anteriormente, a interdisciplinaridade requer um confronto entre especialidades para a
criacao de elos, a modelagem fornece o processo investigativo necessario para que esse
didlogo ocorra. Ela se apresenta nao apenas como um método de resolucao de problemas,
mas como uma ponte fundamental que conecta a abstracao matematica as exigéncias
sociais e culturais destacadas.

E preciso ponderar, no entanto, que a modelagem matemaética nao se configura como
uma pratica interdisciplinar por simples definigdo. Como alertam Schrenk e Vertuan [18],
a caracterizacao da modelagem matemaética como prética pedagdgica reside na postura
investigativa do estudante diante de problemas reais, indo além da reproducao de modelos
acabados como aplicacao de contetidos prévios. Muitas investigagoes matematicas em sala
de aula podem restringir-se a aspectos internos da prépria disciplina, como problemas de
otimizacao estritamente algébricos ou geométricos, sem estabelecer contato com outras
areas. A interdisciplinaridade se efetiva, portanto, a partir da natureza do problema
adotado, sao as especificidades das situacoes do mundo fisico e natural que tornam
imprescindivel o didlogo entre saberes.

Corroborando essa perspectiva integradora, Bassanezi et al. [19] tragam um paralelo
direto com a multidisciplinaridade ao afirmar que:

“As vantagens do emprego da modelagem em termos de pesquisa podem
ser constatadas nos avancgos obtidos em varios campos como a Fisica, a
Quimica, a Biologia e a Astrofisica, entre outros. Uma das caracteristicas
mais importantes da modelagem é que pressupoe multidisciplinaridade.

E, nesse sentido, vai ao encontro das novas tendéncias que apontam para
a remogao de fronteiras entre as diversas dreas de pesquisa [19, p. 19]”

Aprofundando essa visao tedrica, Bassanezi [20] argumenta que a modelagem
matematica constitui uma oportunidade valiosa para o exercicio da criatividade, indo além
da simples aplicacao de habilidades algébricas ao estimular a formulacao de problemas
originais. O autor destaca que o processo valoriza o “saber fazer”, criando um ambiente
propicio para que o estudante desenvolva a capacidade de construir modelos em diferentes
situagoes, explicando fenomenos reais que refletem a sua proépria realidade, com suas

interpretacoes e subjetividades. Além disso, a mediacao docente atua como catalisadora,
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visto que “o professor [...] facilita o processo de aprendizagem da modelagem matemadtica,
ja que a melhor maneira de se saber usar a modelagem matematica é praticando modelagem
[20, p. 13]".

O funcionamento desse processo é descrito por Brito e Almeida [21], que estabelecem
a necessidade de se definir inicialmente uma situagao-problema para, a partir dela, iniciar
uma investigacao focada na obtengao de um modelo matematico viavel para sua resolucao.
Essa dinamica investigativa alinha-se diretamente ao pensamento de Terradas [9]. Ao
analisar os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [1], o autor destaca que “é preciso
que o aluno perceba a Matematica como um sistema de cédigos e regras que a tornam
uma linguagem de comunicacgao de ideias e permite modelar a realidade e interpreta-la
[9, p. 100]”. Evidencia-se, assim, que a modelagem é percebida na literatura como uma
ferramenta hermenéutica para uma melhor compreensao do mundo.

Nesse contexto, os chamados “problemas naturais” emergem como o elo entre o
formal e a investigacao. Convém explicitar que, nesta dissertacao, a expressao é utilizada
prioritariamente no sentido das Ciéncias da Natureza, compreendendo fenémenos fisicos,
quimicos e bioldgicos cujas grandezas e taxas de variagao sao dadas por leis naturais
(como decaimento radioativo, dinamicas populacionais malthusiana e logistica, taxas de
resfriamento e movimentos oscilatorios). A formulagao e interpretagao desses modelos
exigem conceitos dessas ciéncias experimentais, tornando a atividade interdisciplinar. Por
extensao, a metodologia de ajuste e validagao de dados pode ser aplicada analogamente a
situagoes de cotidiano e de contexto social, desde que preservada a légica da modelagem
enquanto leitura de dados.

Ao adotar a modelagem como recurso interdisciplinar, o docente permite que o
estudante nao apenas aprenda formalmente sobre fungoes, mas que ativamente as utilize
como ferramentas de leitura de mundo. Contudo, para viabilizar essa abordagem no
contexto educacional brasileiro, torna-se necessario investigar como tais temas téem sido
articulados nas pesquisas académicas recentes, buscando identificar convergencias e lacunas

que justifiquem a proposigao de novas estratégias pedagdgicas.



3 Analise de Dissertacoes do PROFMAT

A fundamentacao tedrica apresentada nos capitulos anteriores, que posiciona a
interdisciplinaridade e a modelagem matematica como pilares para um ensino de fungoes
mais significativo, exige um olhar atento sobre a producao académica vigente. Se, por um
lado, a literatura classica defende a ruptura do ensino fragmentado, por outro, é no ambito
das pesquisas aplicadas — como as desenvolvidas no Mestrado Profissional em Matematica
(PROFMAT) — que se observa como ¢ dada a didética desses conceitos para a sala de
aula. Assim, esta secao dedica-se a uma revisao sistematica de trabalhos que buscaram
conectar o estudo de funcoes e as equacoes diferenciais a problemas reais, servindo de base
para o desenvolvimento do produto educacional proposto nesta dissertacgao.

Apresentamos uma revisao sistematica de dissertagoes publicadas no Repositorio
Institucional do PROFMAT a respeito da temadtica apresentada anteriormente. Para
conferir transparéncia e reprodutibilidade ao levantamento, explicita-se o protocolo adotado:

a) Data e recorte da busca: o levantamento foi finalizado no primeiro semestre de 2026,
cobrindo o acervo histérico disponivel desde a criacao do programa;

b) Campos e descritores: as consultas foram realizadas no mecanismo de busca textual
do repositério (titulo, resumo e palavras-chave), utilizando os descritores exatos e suas
variagoes: “Interdisciplinar” (e “Interdisciplinaridade”), “Modelagem” (e “Modelagem
Matematica”), “Fungoes”, “Conceito de Fungao”, e “Equagoes Diferenciais” (incluindo
as siglas “EDOs” e “EDO’s”);

c¢) Critérios de inclusao: trabalhos desenvolvidos no ambito do PROFMAT voltados
prioritariamente ao Ensino Médio, que envolvessem propostas pedagdgicas aplicadas,
sequéncias didaticas ou produtos educacionais articulando ao menos dois dos eixos
de interesse (fungoes, modelagem, interdisciplinaridade ou EDOs);

d) Critérios de exclusao: pesquisas voltadas exclusivamente aos Ensinos Fundamental
ou Superior sem possibilidade direta de transposicao; revisoes puramente tedricas
desprovidas de articulagao pratica com a Educacao Basica; e trabalhos com temas
descolados dos eixos centrais da investigagao;

¢) Procedimento de selegao: apds a busca geral e eliminacao de duplicidades decorrentes

19
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de termos andlogos, procedeu-se a leitura exploratoéria dos titulos e resumos para
verificar a pertinéncia tematica, culminando na leitura integral das pesquisas pré-
selecionadas.

A partir desses descritores, encontramos 83 dissertacoes através da busca “Inter-
disciplinar” (sendo 27 através de “Interdisciplinaridade”), 223 através de “Modelagem”
(sendo 175 através de “Modelagem Matematica”), 480 através de “Fungoes”, 16 através
de “Conceito de Funcgao”, 29 através de “Equagdes Diferenciais” (sendo 2 dissertagoes
através de “EDOs” e “EDO’s”). E a partir dessa busca, selecionamos 14 dissertagoes que
tangenciam com maior relevancia a pesquisa, sendo:

e & trabalhos foram selecionados através da busca “Interdisciplinaridade”;
e 10 trabalhos através da busca “Modelagem Matematica”;
e 11 trabalhos através da busca “Fungoes”;
— Sendo 3 trabalhos através da busca “Conceito de Fungao”;
e 3 trabalhos através da busca “Equacoes Diferenciais”.
Dentre todos os trabalhos analisados, nenhum deles atende as 5 buscas mencionadas

acima, como pode ser observado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Relacao dos trabalhos com suas respectivas abordagens tema-

ticas
Autor(es) Interdiscipli- Modelagem Fungoes Conceitos de EDOs
naridade fungoes
Gongalves [22] v v
Silva [23] v v
Silva [24] v
Rech [25] v v v
Ribeiro [26] v v v
Lima [27] v v
Marques [28] v v v
D’Aquino [29] v v v
Corréa [30] v v
Aratjo [31] v v v
Silva [32] v v v
Cruz [33] v v v
Duarte [34] v v
Pacheco [35] v v v
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Sendo assim, na sequéncia, serao analisados esses 14 trabalhos, separados por cada

um dos temas que interessam a pesquisa.
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Todas as dissertacoes se enquadram no campo da pesquisa qualitativa aplicada
trazido por Goldenberg [36], com foco em compreender as préticas de ensino, com desen-
volvimento de estratégias pedagogicas, buscando uma melhor compreensao dos contextos,
analisando préaticas como modelagem matemaética, resolucao de problemas e tecnologia,
preocupando-se em verificar o impacto dessas praticas no aprendizado dos estudantes.

Algumas dessas pesquisas também apresentam caracteristicas de estudos de casos
de Goldenberg [36], pois analisam situagoes que envolvem grupos de estudantes ou turmas,
observando a participagao dos mesmos e utilizando atividades praticas.

Outra estratégia metodoldgica utilizada foi o recurso de entrevistas e questionarios

na dissertacao relacionada a EJA em Pacheco [35].

3.1 Apresentacao do Objetivo e Recurso Didatico das

Dissertacoes

O trabalho “Aspectos da historia do conceito de fungoes e suas representacoes
por diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos”, de Gongalves (2015) [22]
investiga como os aspectos histéricos do conceito de fungoes podem contribuir para o
ensino, enfatizando suas diferentes representacoes, através de pesquisa bibliografica e
analise literaria de livros didaticos. Elaborou uma proposta de Unidade de Ensino para
formacao de professores, com o objetivo de integrar o tema e ampliar sua compreensao.

A obra “Modelagem matematica e interdisciplinaridade: Possibilidades e desafios na
construgao de um projeto de hortas em escolas rurais do Distrito Federal — Brasil”, de Silva
(2022) [23] utiliza a modelagem matemética e a interdisciplinaridade para criar hortas
em instituicoes rurais. Faz uma pesquisa quantitativa e qualitativa com 80 professores
de 8 escolas. Como produto educacional, desenvolve uma sequéncia de atividades para
a construcao de hortas geométricas, com manual ilustrado, um gibi temético e integra a
matematica com uma pratica agricola sustentavel.

Na dissertacao “Explorando como a interdisciplinaridade melhora a aprendizagem
na matematica: os conhecimentos matematicos empregados a um ensino motivador via
velocidade média e taxa de variagao”, de Silva (2024) [24] é feita uma investigacao sobre a
abordagem interdisciplinar entre matematica e fisica, com foco nos conceitos de velocidade
média e taxa de variacao. Também é feita uma pesquisa bibliografica descritiva. Nao
apresenta um produto, mas propoe estratégias de integracao entre os contetdos, buscando
o estimulo através da interdisciplinaridade.

Ja no trabalho “Equacoes diferenciais ordinarias de 1* e 2* ordem: Aplicacoes e
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duas propostas para o ensino médio, lancamento de projéteis e o modelo Malthusiano”,
de Rech (2021) [25], o autor explora o ensino de EDOs de 1% e 2* ordem, por aplicacao
pratica e contextualizada para o Ensino Médio com o movimento de projéteis e o modelo
Malthusiano. E uma pesquisa bibliografica e modelagem matematica aplicada. Desenvolve
dois produtos para intervencao para um ensino mais significativo: lancamento de foguetes
com garrafas PET (desenvolvendo conceitos de fungdo quadratica e andlise de movimento)
e estudo da evolucdo populacional no Brasil e Rio Grande do Sul (modelo exponencial).

Na obra “Modelagem com fungoes elementares no ensino médio: uma proposta
interdisciplinar aliando prética e teoria”, de Ribeiro (2017) [26], ha a investigagao sobre como
a modelagem matematica pode ser usada de forma interdisciplinar para o desenvolvimento
do conhecimento de fungoes afim, quadratica e exponencial. A metodologia é baseada em
experimentos contextualizados com fisica e biologia. Como produto educacional, desenvolve
sequeéncias didaticas, integrando técnicas de ajustes de modelos e recursos com o GeoGebra.

Na dissertacao “Uma abordagem interdisciplinar da modelagem matemaética de
experimentos de Fisica através da utilizacao do software Modellus”, de Lima (2014) [27], é
investigada a modelagem matemaética de experimentos fisicos através do software Modellus,
e analisa como isso pode contribuir para a aprendizagem de conceitos matematicos e
fisicos de maneira contextualizada. A metodologia usada foi quantitativa e qualitativa,
com aplicagoes praticas, envolvendo contetidos de Mecanica no curso de Engenharia Civil.
Como produto educacional, o autor propoe um conjunto de atividades que podem ser
adaptadas e aplicadas ao Ensino Médio.

O trabalho “Equacoes Diferenciais Ordinédrias Aplicadas a Fenomenos Fisicos: Uma
Proposta para o Ensino Médio”, de Marques (2024) [28] tem como objetivo desenvolver
o pensamento critico e criatividade dos estudantes através da modelagem de fendmenos
fisicos, usando EDOs. E feita uma pesquisa bibliografica e uma fundamentacgao tedrica de
EDOs, modelagem e Lei do Resfriamento de Newton, além do uso do GeoGebra. Propoe
uma oficina pedagdgica, com o objetivo de demonstrar aos estudantes a aplicabilidade da
matematica em contextos reais e interdisciplinares.

A obra “Estudo de Equacées Diferenciais Ordinarias de 1* e 2* Ordem: Modelos
Aplicados ao Ensino Médio”, de D’Aquino (2023) [29] busca aproximar os alunos das EDOs
por meio de aplicagoes em contextos reais e acessiveis, como crescimento populacional,
decaimento radioativo, péndulo simples e sistemas massa-mola. A metodologia baseia-se
em pesquisa bibliografica e construcao de modelos aplicados. Propoe sequéncias didaticas
para diferentes tipos de funcoes, aplicadas a fenomenos fisicos e sociais.

A dissertagao “Uso de Modelagem Matematica em Fungoes Elementares como
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Estratégia de Ensino-Aprendizagem Matemadtica”, de Corréa (2022) [30] tem como objetivo
investigar o uso da modelagem matemaéatica como estratégia para melhorar o processo
de ensino-aprendizagem de funcoes elementares. E feita uma pesquisa qualitativa com
professores de matematica, aplicando um minicurso de formagao sobre modelagem, com
foco em fungoes afim e quadratica. Elaborou, como produto, sequéncias didaticas baseadas
em situagoes contextualizadas.

O trabalho “Utilizacao da Modelagem Matematica para a Introdugao do Conceito
de Funcgoes no Ensino Médio: Modelagem da Queda da Temperatura d’Agua”, de Aratujo
(2016) [31] propoe o uso da modelagem para o estudo de conceitos de fungao, através da
observacao e registro de temperatura de uma agua previamente aquecida. E feita uma
pesquisa bibliogréafica e desenvolve um produto que utiliza a modelagem através da coleta
de dados, analise da taxa média de variacao, permitindo a construcao do conhecimento de
conceitos relacionados as fungoes.

A obra “O estudo de funcoes afins e seus graficos de maneira interdisciplinar
utilizando a modelagem em robdtica como instrumento de aprendizagem”, de Silva (2019)
[32] utiliza a robdtica para o estudo de fungao afim, através da modelagem matematica. A
metodologia integra a matemaética e a robdtica, com construgao, programagcao e simulagao
de movimentos uniformes, registrando dados e transformando-os em gréaficos de fungoes
afins, que sao construidos em sala de aula junto aos alunos.

Na dissertacao “Interdisciplinaridade como pratica para a construcao do conceito
de funcao”, de Cruz (2015) [33], o autor investiga a aplicacdo da interdisciplinaridade para
o ensino de conceitos de funcao, propondo uma reflexao sobre o ensino da matematica e
das demais areas de conhecimento. Utiliza uma metodologia tedrica, com estudo histérico
e conceitual da interdisciplinaridade, anélise do desenvolvimento do conceito de funcao e
investigacao em livros da PNLD sobre o tratamento desse conceito. Nao apresenta produto
educacional.

No trabalho “Resolucao de Problemas: Uma Metodologia de Ensino Envolvendo
Fungoes e Interdisciplinaridade”, de Duarte (2022) [34] o objetivo é investigar como a
resolucao de problemas pode ser aplicada como metodologia para o ensino de conceitos
de funcao de forma interdisciplinar, integrando matematica, fisica, quimica e biologia no
Ensino Médio. E feita uma pesquisa bibliografica e propoe a aplicacao pratica de dois
problemas extraidos do ENEM, sobre fungoes quadratica e exponencial. Como recurso
educacional, propoe uma resolucao de problemas interdisciplinares entre matematica e
ciéncias da natureza, visando a construcao dos conhecimentos.

Por fim, na dissertacao “Como a Modelagem Matematica com o Ensino de Funcoes do
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1° Grau Pode Auxiliar no Aprendizado nas Turmas da EJA: Uma Proposta Interdisciplinar”,
de Pacheco (2025) [35], o autor usa a modelagem através de uma abordagem interdisciplinar
para contribuir com o ensino de funcao afim em turmas da EJA do Ensino Médio. A
pesquisa € feita através de uma metodologia de natureza qualitativa e exploratéria, com
coleta de dados, entrevistas e registros. Como produto, elaborou uma sequéncia didatica
que culminou em uma apostila para o ensino de funcao afim, integrando a matematica a

situacoes cotidianas.

3.2 A Interdisciplinaridade na Educacao Matematica

Das obras analisadas, oito delas, sendo Silva [23], Silva [24], Ribeiro [26], Lima [27],
Silva [32], Cruz [33], Duarte [34], Pacheco [35], defendem a interdisciplinaridade como uma
ferramenta utilizada para a contextualizacao de contetidos, tornando a aprendizagem mais
significativa para os estudantes e a maior parte desses trabalhos explora a modelagem mate-
matica como um fator interdisciplinar entre conteiidos matematicos e situagoes cotidianas.
Alguns desses autores apresentam a interdisciplinaridade associando a matemética com as
ciéncias naturais, historia, geografia e até a tecnologia e robética. E em todos, enfatizam o
estimulo ao desenvolvimento de resolucao de problemas, raciocinio légico e pensamento
critico. Porém, reconhecem os desafios para a implementacao da interdisciplinaridade pelas
dificuldades para se integrar conteidos de forma planejada e até mesmo por despreparo na
formacao dos professores. Apesar de algumas divergéncias entre os trabalhos citados, essas
nao sao contraditérias, sendo apenas variacoes de aplicabilidade da interdisciplinaridade,

de acordo com o contexto, o publico-alvo e até mesmo os recursos disponiveis.

3.3 A Modelagem Matematica como Recurso

Interdisciplinar

Das dissertagdes analisadas, dez obras, sendo elas Silva [23], Rech [25], Ribeiro
[26], Lima [27], Marques [28], D’Aquino [29], Corréa [30], Aratjo [31], Silva [32], Pacheco
[35], concluiram que a modelagem matemadtica faz uma ponte entre o ensino e a realidade,
tornando a aprendizagem mais significativa e ajudando na compreensao de conteidos.
Para estes autores, a modelagem estimula a resolucao de problemas através da investigacao,
com uma proposta mais centrada no estudante.

A maioria dessas obras faz um paralelo entre a modelagem matematica e a inter-
disciplinaridade, tornando possivel trabalhar a matemética em conjunto com disciplinas

diversas, dentre elas as associadas as ciéncias da natureza. A modelagem surge nesses
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contextos como uma ferramenta utilizada para a ruptura do ensino fragmentado. Enquanto
alguns trabalhos focam em problemas cotidianos e fungoes elementares [30] [35], outros
focam em fenomenos fisicos mais complexos, como o estudo de modelos com Equacoes
diferenciais [28] [29] [25], mesmo que de uma maneira mais simplificada, para aplicacao ao
Ensino Médio.

Sobre a aplicacao da modelagem matematica, hd uma variacao entre os trabalhos
analisados, desde atividades manuais [23] até o uso de softwares [27], passando por
experimentagoes fisicas [31], mas todas com o mesmo objetivo: facilitar a compreensao do
conteudo trabalhado.

Os autores buscam transformar situacoes cotidianas em modelagem matematica,
desenvolvendo um olhar cientifico nos alunos, estimulando a curiosidade, criatividade e
senso critico [36], buscando a compreensao da matemdatica como um instrumento de andlise
de situagoes do dia a dia. Os trabalhos também tém como partida um problema claro:
tornar o ensino da matematica mais significativo, contextualizado e aplicavel, que conecta
uma pesquisa relevante com demandas do ambiente escolar.

Assim, observamos que todas as dissertacoes convergem em relacao a opiniao de
que a modelagem matematica estimula os estudantes, aplicando a matemaética a diferentes
contextos, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio légico, autonomia, trabalho em

grupo e até senso critico.

3.4 O Estudo de Funcgoes na Educacao Basica

Entre as dissertagoes analisadas, onze delas, sendo Gongalves [22], Rech [25], Ribeiro
[26], Marques [28], D’Aquino [29], Corréa [30], Aratjo [31], Silva [32], Cruz [33], Duarte
[34], Pacheco [35], defendem que o ensino de fungoes deve ser contextualizado, nao se
limitando a memorizacao de procedimentos e férmulas, e, sim, promovendo a compreensao
da relagao entre grandezas, principalmente quando relacionadas ao dia a dia. As obras,
em sua maioria, também fazem mencao a modelagem matematica, interdisciplinaridade e
resolucao de problemas, enquanto criticam o modelo tradicional fragmentado de ensino.

Dentre essas onze obras relacionadas ao estudo de fungoes, destacam-se trés [22]
[31] [33], cujo foco estd nos conceitos de fungoes, objetivo maior desta pesquisa.

Os autores destacam que é necessaria uma compreensao historica do conceito
de fungoes e que isso pode contribuir para um ensino mais significativo, que pode ser
fortemente observado nos trabalhos de Gongalves [22] e Cruz [33].

Todos esses onze autores reforcam que o conceito de fungoes deve ser apresentado

como uma relagao de dependéncia entre variaveis, fazendo com que seja mais simples
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a relagao entre fungdes e situagoes cotidianas [31]. Gongalves [22] ainda critica o uso
exclusivo de linguagem algébrica, afirmando que diferentes tipos de representacao sao
importantes para melhor compreender o conceito de fungoes.

A interdisciplinaridade também é citada como um meio para se contextualizar o
estudo do conceito de funcoes, sendo esta uma estratégia que pode aproximar a matematica

com outras areas de conhecimento, como fisica, geografia e até mesmo economia [33].

3.5 O Estudo de Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Das obras analisadas, em trés delas, sendo Marques [28], D’Aquino [29], Rech [25],
os autores utilizam Equacoes Diferenciais Ordinarias para contextualizar a matematica,
aplicando-a aos fenomenos fisicos, bioldgicos e sociais. Elas utilizam a modelagem ma-
tematica com o objetivo de aproximar o conteiido ao cotidiano dos estudantes, fazendo
com que o ensino seja mais motivador. Todas essas trés obras destacam a importancia de
atividades praticas, seja por oficinas, ou com experimentos ou pelo uso de ferramentas
digitais, como o GeoGebra.

Rech [25] enfatiza em sua pesquisa & interdisciplinaridade com a Fisica, enquanto
Marques [28], apesar de caminhar para a mesma area de conhecimento, tem o foco no
Resfriamento de Newton. Enquanto isso, D’Aquino [29] faz uma abordagem mais ampla e
tedrica, explorando modelos que envolvem péndulo, decaimento radioativo, crescimento
populacional e sistema massa-mola, com maior detalhamento matematico.

As equagoes diferenciais ordindrias podem ser um caminho para se trabalhar de
forma contextualizada a matemaética aplicada em situacoes reais, contribuindo para uma
aprendizagem mais interessante para os estudantes. Observa-se que a relagao entre as
equacoes diferenciais ordinarias e as ciéncias da natureza ¢é préxima, agregando valor e

significado ao ensino.

3.6 Consideracoes Sobre a Analise

A andlise aponta que nenhuma das 14 dissertacoes analisadas relaciona diretamente
as cinco abordagens tematicas de interesse desse estudo: interdisciplinaridade, modelagem
matematica, conceito de fungoes e equacoes diferenciais ordinarias. Porém, elas possuem
uma relacao de proximidade que pode ser observada na Figura 3.1.

Assim, nao foi observado neste estudo nenhuma dissertacao no Repositorio do
PROFMAT que relacionasse todas as abordagens tematicas. Observamos entao uma
lacuna entre os trabalhos analisados que motiva a pesquisa de mestrado em andamento,

na qual pretende-se relacionar todas as vertentes mencionadas, culminando em um estudo
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Figura 3.1: Diagrama relacionando os trabalhos e suas abordagens teméati-
cas
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Silva, 2019
Ribeiro, 2017
Pacheco, 2025

Silva, 2022
Lima, 2014

INTERDISCIPLINARIDADE
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

do conceito de funcao abordado pela dtica da interdisciplinaridade em problemas naturais
simples.

Para seguir com esta pesquisa, os dados apresentados foram de fundamental impor-
tancia. Neles, observou-se um consenso em relagao a interdisciplinaridade e sua importancia
para tornar o ensino mais propicio ao engajamento dos estudantes. Além disso, a modela-
gem matematica é um caminho para tornar o ensino interdisciplinar. Tem-se, portanto,
uma forte ligacao entre interdisciplinaridade e modelagem matemaética.

Em relacao ao estudo do conceito de fungao, temos, através de modelos naturais,
no ambito das Equagoes Diferenciais Ordindrias, uma abertura para se trabalhar de
maneira contextualizada e tangenciando o mundo real, fazendo com que o processo de

ensino-aprendizagem seja mais motivador, de modo que os alunos se engajem melhor no
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sistema.

Conclui-se entao que ha um campo a ser pesquisado que conecta todas as abordagens
tematicas, de modo que facilite a compreensao dos conceitos em funcgoes, através de modelos
naturais, usando como ferramenta a modelagem matematica através da interdisciplinari-
dade, justificando o desenvolvimento da dissertacao. Dessa forma, o e-book desenvolvido
foi concebido para responder as demandas pedagodgicas nao contempladas integralmente
pelas pesquisas do PROFMAT catalogadas. A Tabela 3.2 sintetiza as principais lacunas
mapeadas na literatura e explicita os direcionamentos praticos adotados na concepcao do

recurso educacional.

Tabela 3.2: Sintese das lacunas identificadas na produgao do PROFMAT
e os direcionamentos para a elaboracao do produto educacional

Lacuna / Necessidade Identificada Direcionamento para o Produto Educacional

Fragmentacao e ensino compartimentado Organizacao dos modelos em torno de diferen-
dos tipos de funcgoes tes familias de fungoes integradas por relagoes
comuns de dependéncia e variacao

Distanciamento entre as formulas matemd- Utilizacdo de fendmenos empiricos como ponto
ticas e fen6menos reais de partida para a construgao, analise grafica e
interpretacao das funcoes

Pouca articulacao entre EDOs e a Educa- Realizacdo de adequada transposicao didética,

cao Baésica adaptando solugoes de EDOs e ajuste de curvas
para o Ensino Médio sem sobrecarga do célculo
diferencial formal

Caréncia de integracao explicita entre Ma- Selecao diversificada de fené6menos naturais vin-

tematica e outras areas culados a Fisica, Quimica e Biologia (dinamica
malthusiana e logistica, decaimento radioativo,
resfriamento, osciladores e fluidos)

Escassez de materiais didaticos estrutura- Producao de um e-book contendo situagoes-
dos prontos para a pratica docente problema modeladas, roteiros praticos no Ge-
oGebra e orientagoes didaticas para o professor

Fonte: Elaborado pelo autor (2026)




4 Modelagem Matematica de Problemas
Naturais

De acordo com Bassanezi [20] e Bassanezi et al [19], diversos problemas naturais
podem ser modelados através de trés métodos principais: o ajuste de curvas, equagoes
de diferencas e equacoes diferenciais. Nesse capitulo, focamos nas equacoes diferenciais
ordinarias e nos ajustes de curvas, pois acreditamos bastar para que tenhamos os modelos
necessarios para se trabalhar todas as habilidades matematicas que envolvem funcoes no
ensino médio.

O ajuste de curvas, também chamado de regressao, é um recurso que expressa
uma relagao entre duas variaveis, uma independente e uma dependente, formando uma
relagao que pode ser expressa como funcao. Essa relacao parte de uma coleta de dados
inicial, e a partir disso, uma analise grafica dentro do intervalo analisado, em busca de um
modelo de tendéncia. Usaremos uma técnica chamada de Método dos Minimos Quadrados
que consiste em encontrar a melhor relacao entre as varidveis, minimizando a soma dos
quadrados dos desvios entre os valores observados e ajustados [20].

Muitos problemas naturais também podem ser modelados em termos de Equacoes
Diferenciais Ordindrias (EDOs) simples. Bassanezi et al [19] se refere as equagoes diferen-
ciais como modelos de fenomenos ou experimentos, descrevendo variacoes de quantidades,
formando-se entao, leis que regem tais fendmenos. Boyce [37] destaca que situagoes como o
crescimento e decaimento exponenciais, sistemas de massa-mola, circuitos elétricos, dentre
outros, fazem uma correspondéncia com fenomenos que acontecem na pratica e podem ser
modelados através de equacoes que podem até ser simples.

As solucoes para tais modelos sao funcoes dos mais variados tipos, como racionais,
quadraticas, exponenciais, etc. Desta forma, levar tais modelos para a sala de aula
propiciara aos estudantes uma rica experiéncia em que poderao observar que héd uma ampla
variedade de aplicagoes dessas fungoes no mundo real. Esses modelos naturais também
podem emergir da observacgao pratica de um dado fenomeno, como, por exemplo, o caso

de mofo em um alimento. A partir da observagao do fenomeno, com os dados coletados e

29
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adequadamente tratados, pode-se extrair dai uma funcao que melhor aproxime os valores
observados. Nesse caso, assim como em tantos outros, a modelagem matematica nao
lanca mao das equagoes diferenciais, mas igualmente dé a oportunidade ao professor de
apresentar o conceito de fungao associado ao problema.

Apresentaremos alguns modelos extraidos das obras de Boyce [37], Santos [38] e
Bassanezi [20] para analisar suas solugoes e como poderemos usé-las para se trabalhar os
conceitos de fungoes no Ensino Médio. Aqui nao estaremos focados em apresentar a teoria
por tras das modelagens apresentadas, pois queremos trabalhar com as solucoes e tudo
que elas nos proporcionam em relacao ao ensino de fungoes no contexto de Ensino Bésico.
O leitor interessado nos aspectos mais relacionados a teoria da modelagem e das equagoes

diferenciais encontrard valioso material nas referéncias citadas.

4.1 Modelagem por Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Nessa secao vamos explorar os modelos de resisténcia em fluidos, queda livre,
crescimento malthusiano, decaimento radioativo, equacao logistica, lei do resfriamento
de Newton, movimentos oscilatorios, misturas e o modelo predador-presa. Em todos os
modelos, apresentamos problemas como exemplos e também uma breve discussao sobre
como podemos utilizar as solucoes das EDOS no ensino médio e o que podemos abordar e
também trouxemos graficos, para melhor visualizar os modelos.

Sobre a definigdo de uma EDO, Santos [38] diz que é uma equagdo que envolve
uma fungao desconhecida y(z), suas derivadas e uma variavel independente z, sendo a
ordem dessa equagao definida pela derivada de maior ordem. Quando acrescentamos
condicoes iniciais para tal equagao, buscamos uma solucao particular para o problema, e
esse conjunto é chamado de Problema de Valor Inicial (PVI). Levando em consideragao o

Teorema de Existéncia e Unicidade, garantimos que as solugoes encontradas sao unicas.

4.1.1 Resisténcia em Fluidos

Comecaremos com um problema de movimento, estudado em Dinamica, dentro da
area da Mecanica, na Fisica. Um paraquedista, ao saltar de uma determinada altura, esta
sob influéncia de duas forcas principais: o seu peso, que atua na direcao da Terra, e a
resistencia do ar, que se opoe ao movimento.

Matematicamente, um corpo que se desloca em um meio fluido pela acao de uma
for¢a constante F' (como o peso) sofre uma forga de resisténcia proporcional a sua velocidade,
dada por F,., = —yv, onde v é a velocidade instantanea e v é o coeficiente de resisténcia

do meio.
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A Segunda Lei de Newton é definida por Halliday et al [39] da seguinte forma:
a forga resultante (Fg) sobre um corpo é igual ao produto da massa do corpo pela sua
aceleracao (Fr =m - a).

Considerando que a aceleracao é a derivada da velocidade em relacao ao tempo
(a = 122), temos a seguinte equacio diferencial:

dv F—~v

Fr=F+F. = ma=F-vw = —=
dt m

Para resolver este problema, estabelecemos como condigao inicial que o corpo parte
do repouso, ou seja, no instante ¢t = 0, com velocidade v(0) = 0. Se tratando de equagoes
separaveis, pode-se integrar ambos os membros da equacao e aplicando a condicao inicial
para determinar a constante de integracao, obtemos a solugao geral para a velocidade em

funcao do tempo:

F .,
o(t)= (1= e (4.1)

A funcao encontrada descreve o crescimento da velocidade. Diferente de uma queda
livre no vécuo (onde a velocidade cresceria linearmente), a presenca do fluido impoe uma
velocidade limite, conhecida como velocidade terminal. Note que, quando t — 0o, o termo
exponencial tende a zero e a velocidade estabiliza-se em vy, = %, ponto onde a forga de
resisténcia anula exatamente a forga motora.

Uma vez que a velocidade é a derivada da posigao em rela¢ao ao tempo (v = %), a

fungao posicao s(t) pode ser obtida através da integragao da equacgao 4.1.

Exemplo 4.1.1: Suponha um objeto em queda, de massa m = 10kg, v = 2kg/s. Calcule
sua velocidade ap6s 5 segundos de queda (v(5)). Calcule também v(30) e v(40). Considere
que a gravidade seja 10m/s?.

Usaremos a solugao geral 4.1 encontrada, substituindo os valores dados. Observe

que nesse caso F' = P, e P =mg.

o(t) = %(1 —em) = w(t)=50(1— e 5)
Calculando v(5):
v(5) =50(1— e75) = o(5)3L6m/s
Calculando v(30):

v(30) =50(1— e 5) = v(30)=249,87m/s
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Calculando v(40):

40

v(40) =50(1— e 5) = v(40) = 49,98m/s

Observe que quanto maior o tempo, mais préximo da velocidade de 50m/s o corpo
chega. Essa sera sua velocidade limite. Nao ha mais aceleragao e a velocidade se torna

constante. Podemos observar esse comportamento no grafico da Figura 4.1.

Figura 4.1: Resisténcia em Fluidos - Exemplo 4.1.1
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que, nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de fungoes exponenciais, assim como o conceito de assintotas, levantando a discussao por
verificacao com medidas de tempo cada vez maiores, ou até mesmo pela observacao do
grafico. Nesse caso também podemos abordar nimeros irracionais, com o numero de Euler

(e) e até mesmo fazer a conexao com logaritmo natural (In).

4.1.2 Queda Livre (sem resisténcia do ar)

A queda livre é outro problema associado a Mecanica, na Fisica, que possui a mesma
ideia da resisténcia em fluidos, mas consideraremos o cendrio em que nao hé resisténcia

do ar. Logo, a forga resultante (Fr = ma) depende apenas da for¢a peso P do objeto de
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massa m em queda, diretamente proporcional a gravidade g (Fg = P). Assim, temos:

dv
F = — :> _ = —
R mg di g

Através da integracao dessa equacao separavel e considerando que no momento do

inicio da queda (t = 0), temos v(0) = 0, concluimos que a solugao geral da velocidade em

relagao ao tempo é dada por:

v(t) = —gt (4.2)

A partir disso, podemos também determinar a solucao que relaciona a posi¢ao em

relacao ao tempo, basta que, a partir da solugao 4.2, e sabendo que v = ‘fl—f, sigamos com:
dx
o(t) = —gt — =gt
(t)=-g =Y

E integrando os membros da equagao, considerando que a posi¢cao no inicio do
movimento (¢t = 0) seja x(0) = xo, concluimos que a solugao geral da posi¢ao em relagao

ao tempo é dada por:

z(t) = xg — %t? (4.3)

Exemplo 4.1.2: Um paraquedista com o seu paraquedas pesa 70 quilogramas e salta de
uma altura de 1400 metros. O paraquedas abre automaticamente apds 5 segundos de
queda. Vamos determinar a velocidade que o paraquedista atinge no momento que o
paraquedas abre. Vamos determinar também a que altura o paraquedista estava quando o
paraquedas abriu. Considere que até que haja a abertura do paraquedas, nao ha resisténcia
do ar e a gravidade seja 10m/s>.

Usando a solugao geral de velocidade 4.2, conseguimos determinar a velocidade
apos b segundos de queda, e também podemos observar esse comportamento no grafico da

Figura 4.2.
v(t)=—gt = wv(b)=—-50m/s

Agora, para descobrir a altura do paraquedista no momento de abertura do paraque-
das, usamos a solucao geral da posicao 4.3 e também podemos observar esse comportamento

no grafico da Figura 4.3.

x(t) =x9——=— = (b)) =127bm
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Figura 4.2: Queda Livre - Velocidade x tempo - Exemplo 4.1.2
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que, nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de fungoes afim, no caso da velocidade, assim como conceitos de fungoes quadraticas, no

caso da posicao.

4.1.3 Crescimento Malthusiano

Agora traremos um problema associado a area da Ecologia, ramo da Biologia, o
modelo de Crescimento Malthusiano, também chamado de Crescimento Exponencial, que
nesse contexto esta relacionado a dinamica populacional, é dado pela hipdtese de que a
taxa de variacao de determinada populacao esta relacionada com a populacao atual. Nao
obstante, esse mesmo tipo de comportamento é observado em outras situacoes corriqueiras,
como por exemplo nos juros compostos.

Considerando y(t) como a representagao da populagdo de uma espécie em um

dy

instante ¢, a modelagem assume que a taxa de variagao da populagao, expressa por o,

seja diretamente proporcional ao valor da populacao atual y. Para formalizar este modelo,
estabelecemos que a populagao inicial no instante zero é y(0) = o, com a condi¢ao de que

Yo > 0. A constante r representa a taxa de crescimento ou declinio; em um cenario de
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Figura 4.3: Queda Livre - Posigao x tempo - Exemplo 4.1.2
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
populacgao crescente, assume-se que 7 > 0. Assim, temos:
% =Ty (4.4)

Essa relacao resulta no Modelo de Malthus e através da integragao com separacao

de varidveis, adotando a condigao inicial y(0) = o, temos uma solugao geral da forma:
y(t) =yoe" (4.5)

Exemplo 4.1.3: Consideremos uma situacao formada por uma populacao de organismos
zooplanctonicos. Sao colocadas em um béquer 3 fémeas partenogenéticas gravidas (nao
ha necessidade de fecundagao pelo macho) de um microcrustidceo chamado cladécero
em condigoes ideais de alimentacao, temperatura, aeracao e iluminacao e auséncia de
predadores. Sabendo-se que em 10 dias havia 240 individuos, determine a populagao em
funcao do tempo supondo-se que a taxa de crescimento da populacao é proporcional a
populagao atual (crescimento exponencial).

Usando a equagao geral 4.5, e conhecendo a populacao inicial yy = 3, temos:

yt)=yoe" = y(t) =3e"
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Agora, sabendo que a populagao apds 10 dias era de 240 individuos, temos y(10) =
240, segue que:

In80
y(10) =3¢™0 =240 = =80 = = q—o

In80 4

y(t) =3e 0t = y(t)=3-8010

Podemos observar o comportamento dessa funcao no grafico da Figura 4.4.

Figura 4.4: Crescimento Malthusiano - Exemplo 4.1.3
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de fungoes exponenciais, assim como no modelo de Resisténcia em Fluidos. Problemas
desse tipo também podem ser observados em crescimento de fungos, coelhos e outras
populacoes que possuem um crescimento muito acelerado, mas esses aumentos de populagao
nao conseguem se sustentar para sempre, chegando em um momento de estabilidade, que

veremos na proxima subsecao.

4.1.4 Equacao Logistica

Outro problema associado a Ecologia, na Biologia, é a equacao logistica, que foi

introduzida pelo matematico belga Verhulst como uma correcao mais realista do modelo
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Malthusiano (que possui crescimento infinito). Neste modelo, o crescimento nao é infinito.
Ou seja, em determinado momento, a populagao nao consegue mais crescer por limitagao
de recursos ou espaco, por exemplo, ficando limitado a determinado valor K por alguma
razao.

Nesse caso, usaremos como inspiracao o Modelo Malthusiano, visto na subsecao
4.1.3, mas substituiremos, na equagao 4.4 a constante r por uma fungao h(y), chegando a

equacao modificada:
—=ry = — =hyy (4.6)

Para a funcao h(y) a ideia é que a medida que a populagdo y aumenta, os recursos
ficam mais escassos. Assim, a taxa de crescimento deve diminuir ao passo que a populagao
cresce. Isso acontece até que a populacao fique tao grande que nao havera mais recursos,
fazendo com que a popula¢ao comece a diminuir (h(y) < 0). A maneira mais simplificada
de representar essa situacao, ¢ com uma funcao afim decrescente, que podemos representar
como h(y) = r — ay. Logo, temos:

dy

i (r —ay)y (4.7)

Reorganizando a equagao 4.7, para solucionar através da integral, usando o método
da separacgao de variaveis, com auxilio de fracoes parciais e considerando o valor inicial
y(0) = o, chegamos na solugao geral dada por:

K
(B —1)ert+1

Yo

y(t) = (4.8)

Exemplo 4.1.4: O modelo logistico tem sido aplicado ao crescimento natural da populacao
de linguado gigante em determinadas areas do Oceano Pacifico. Seja y, medido em
quilogramas, a massa total, ou biomassa, da populacao de linguado gigante no instante ¢.
Estima-se que os parametros na equacao logistica tenham os valores r = 0,71 por ano e
K = 80,5-10° kg. Se a biomassa inicial for 3 = 0,25K, encontre a biomassa dois anos
depois. Calcule, também, o instante 7 para o qual y(7) = 0,75K.

Usando a solucao geral 4.8, temos:

K 80,5 10°
(E-Dertvl ult) = 3o

Yo

y(t) = (4.9)

Para descobrir a populacao em dois anos, y(2), seguimos, substituindo na férmula
4.9:

80,5 - 106

- ~ 6
T 3e0m2 y(2) =46,7-10

y(2)
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Ou seja, em dois anos, a biomassa de linguado gigante serd de 46,7 - 10° kg.
Agora, para descobrir o instante 7 que a biomasssa de linguado gigante seja de
y(1) = 0,75K, usaremos também a solugao 4.9:

80,5 - 106

_ 0’25 _ 0,717
o 38—0,717 + 1

=0,75-80,5-10° = e = 731

Concluimos entao, que o tempo necessario para a biomassa de linguado ser de 0,75 K
é de aproximadamente 3,1 anos. Esse comportamento pode ser observados no grafico da

Figura 4.5.

Figura 4.5: Equacao Logistica - Exemplo 4.1.4
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, uma
funcao que exige manipulacao algébrica. Além disso, pode ser explorado o fato de possuir
duas assintotas e pode ser feita uma andlise sobre quando o crescimento é maior ou menor,
buscando o ponto de maior crescimento, através do grafico.

Recentemente, tivemos o caso do coronavirus, que chamou a atencao do mundo, e
em graficos relacionados a doenga e suas consequentes mortes, conseguimos observar um
comportamento muito similar a de uma Equagao Logistica. Veja o grafico da figura 4.6,

extraido de uma matéria da BBC News [40].
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Figura 4.6: Dados de mortes e casos registrados no Brasil até 9 de Agosto
de 2020

Mortes e casos diarios registrados no Brasil
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’ semanal
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10 de 17 de 25 de 2 de

mar. abr. mai. ju.
Fonte: ECDC, dados até 9.ago

Fonte: BBC News Brasil (2020) [40]

4.1.5 Decaimento Radioativo

O problema que trazemos nessa subsecgao, esta relacionado a varias areas de estudo,
como Fisica Nuclear, Quimica Nuclear e até mesmo na Geologia. O fenomeno do decaimento
radioativo, na ética da fisica, esta relacionado a desintegragao de nticleos instaveis, em que
a probabilidade de um ntcleo se transformar em um estado mais estavel é constante ao
longo do tempo. Na dtica da Quimica, esta relacionado com reagoes nucleares, estudando
o comportamento de isétopos radioativos. E na ética da Geologia, é muito utilizado para
datacao por Carbono-14, determinando idade de fésseis, rochas e outras coisas mais.

Matematicamente, esse processo ¢ descrito através de uma relagao em que a taxa de
variacao da quantidade de material radioativo, denotada por %, ¢ diretamente proporcional
a quantidade de nucleos y presentes na amostra em um instante ¢, acompanhada por
uma constante de proporcionalidade k negativa (k < 0) que caracteriza a redugao da
substancia. Esta relagao estabelece uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem,
indicando que a velocidade de desintegracao é proporcional a massa atual. O modelo pode
ser descrito como:

dy _

iy
ar Y

Esse modelo é analogo ao de Crescimento Malthusiano, mas voltada ao declinio da

matéria. Considerando entao, que a quantidade de material radioativo, em uma condigao
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inicial, em que y(0) = yo, temos como solugao geral a seguinte equagao:

y(t) = yoe* (4.10)

Outro conceito importante a ser apresentado é o de meia-vida, que mede o tempo

necessario para que a quantidade de algo caia para a metade do valor inicial.

Exemplo 4.1.5: Em um pedago de madeira é encontrado ﬁ da quantidade original de
carbono 14. Sabe-se que a meia-vida do carbono 14 é de 5600 anos, ou seja, que em 5600
anos metade do carbono 14 presente transformou-se em carbono 12. Vamos determinar a
idade deste pedaco de madeira.

Usando a equacao geral 4.10, e sabendo que meia-vida é o tempo necessario para
que a populacao seja a metade da inicial, para que a populacao seja %, o tempo necessario
é de 5600 anos. Assim, temos:

1
an

~ 5600

ek~5600 5600k

Yo
= = Y%

1
5 = lnE:lne

Agora, para saber a idade do pedago de madeira, usaremos a informacao inicial,

que ele tem ﬁ da quantidade original de carbono 14. Ou seja:
Yo ﬁ.t ~
% = Yp €5600 = t = 50208

Temos assim, que a idade do pedaco de madeira é de aproximadamente 50208 anos.
Essa evolucao pode ser observada no grafico da Figura 4.7.

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de fungoes exponenciais, assim como nos modelos de Resisténcia em Fluidos e Crescimento

Malthusiano.

4.1.6 Lei do Resfriamento de Newton

Esse modelo é explorado pela Termodinamica, na Fisica, e explora a taxa de variacao
de temperatura (7") de um objeto ao longo do tempo () sendo proporcional a diferenga
entre a sua prépria temperatura e a temperatura ambiente (77).

Imagine a seguinte situacao: vocé deixa uma caneca de café em cima de uma mesa
e depois de um tempo, percebe que a temperatura do café caiu. Isso acontece porque
a temperatura de um objeto varia com o tempo, dependendo também da temperatura
ambiente, o que pode alterar, inclusive, o comportamento, se realizado o experimento no

Inverno ou verao.
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Figura 4.7: Decaimento Radioativo - Exemplo 4.1.5
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Do ponto de vista matematico, a taxa de variagao da temperatura em relacao ao

tempo, denotada por %, é proporcional a diferenca térmica entre o corpo e o meio em
que se encontra (7},). Essa relagdo de proporcionalidade é estabelecida pela constante
de resfriamento k, sendo (k < 0), refletindo a dissipagao de calor. Assim, a dinamica do

sistema é descrita por:

ar

— =k(T -1, 4.11
- =KT-T,) (411)
Usando a integracao pelo método de separacao de varidveis, e considerando a

condicao inicial 7'(0) = Ty, determinamos a solugao geral do modelo como:
T) =T, + (Ty — T,) " (4.12)

Exemplo 4.1.6: O café esta a 90°C logo depois de coado e, um minuto depois, passa para
85°C, em uma cozinha a 25°C. Vamos determinar a temperatura do café em funcao do
tempo e o tempo que levara para o café chegar a 60°C.
Usando a solugao geral 4.12 e sabendo que:
e T(0) =90°C,
e T'(1)=85°C e
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o T, =25°C

Usaremos esses dados para resolver o problema. Para 7'(0), temos:
T0)=25+Ce"”=90 = C=65

Sabendo o valor de C, agora conseguimos descobrir o valor de k, usando 7'(1):

. 60

T(1)=25+65e"" =85 = of ==

E aplicando o logaritmo natural em ambos os termos da equacao, segue que:

60 12
Ine* =in— k=in—
ne n65 = n13

Com essas informagoes conclui-se que a temperatura do café em funcao do tempo é:
T(t) = 25 + 65 c("15) (4.13)

Agora, para descobrir o tempo necessario para que o café atinja a temperatura de

60°C, basta substituir na equacao 4.13. Veja:

35
T(t) =25+ 650Dt = o = olmd

E aplicando logaritmo natural em ambos os lados da equacao, tem-se:

35 12
ln% =neis)t = $>773

Assim, temos que o tempo necessario para que a temperatura do café atinja 60°C é
de aproximadamente 8 minutos. Isso pode ser observado no grafico da Figura 4.8.

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de fungoes exponenciais, assim como nos modelos de Resisténcia em Fluidos, Crescimento

Malthusiano e Decaimento Radioativo.

4.1.7 Movimentos Oscilatorios

Outro problema em Mecanica, na area da Fisica, modela o movimento de uma
massa presa a uma mola, onde se busca determinar a posicao dessa massa quando é
posta em movimento. Esse movimento oscilatério é comumente chamado de Movimento
Harmonico.

Quando um corpo é posto em movimento, a forca da mola faz com que ele tente
voltar para a posicao inicial, mas, devido a velocidade de retorno a posicao inicial, o corpo

ultrapassa essa posi¢ao, gerando um movimento oscilatério.
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Figura 4.8: Lei do Resfriamento de Newton - Exemplo 4.1.6
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Matematicamente, as for¢as envolvidas nesse movimento sao a forga eldstica (F)
e a forga de resistécia (F,). Nesse caso, ndao hd forca motriz, que acontece somente em

oscilagoes forcadas. E a forca resultante (Fr) é dada por:
FR = Fe + Fr

Observe que F, e F, tém sinais negativos, isso porqué, no caso da F,, a forca é
proporcional ao alongamento da mola, mas em sentido contrario, resultando em F, = —kux,
com k sendo a constante elastica e x a posicao do centro de massa do corpo. E no caso
da forca de resisténcia F}, ela é proporcional a velocidade v, mas também em sentido
diferente, resultando em F, = —vyv ou F, = —’yfl—f, sendo v a constante de amortecimento.

, . 2 .
Também temos, pela 2% Lei de Newton, que Fr = ma, sendo a = CCZZTQ”. Assim, temos:

dx >z dz
ma:—k:x—va = mﬁ—l—va—kkxzo (4.14)

A equagao 4.14 descreve os movimentos oscilatérios simples através de uma EDO
linear de segunda ordem, para a qual ainda deve-se informar as condigoes iniciais do

movimento, prescrevendo a posicao e a velocidade inicial do movimento.
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Para a resolugao da EDO 4.14, admitindo que ela possua solugdes exponenciais,
do tipo, x = €™, tem-se que os valores de r que definem tais solucoes serao as raizes da

equacao caracteristica:
mr* +yr+k=0

Admitindo-se raizes complexas e multiplicidade, serdo sempre duas raizes que
produzirao duas solugoes, chamadas Solugoes Fundamentais, que irao gerar a solucao geral
da EDO.

Veremos abaixo o caso em que nao ha amortecimento (7 = 0) e os casos com
amortecimento, que sao diferenciados a partir das raizes dessa equacao e que determinam

o comportamento do sistema massa-mola.
Movimento Harmonico Simples (MHS)

No caso em que v = 0 o sistema é nao amortecido e chamado de Movimento
Harmoénico Simples (MHS). Observa-se que as raizes da equagao caracteristica sdo um par

de niimeros complexos conjugados da forma:

|k
r =41/ —
m

Essas raizes complexas definem duas solugoes exponencias complexas que, com

auxilio da Formula de Euler, podem ser transformadas em duas solugoes reais da forma:

k
r1 =coswyt e X9 =senwyt ,onde wyg=1/—
m

Assim, a solugao geral da EDO é dada por:
x = Cycos (wy - t) + Cysen (wy - t)

Fazendo C; = Rcos¢ e (5 = Rsen ¢, é possivel reescrever a solugao geral na

forma:
x(t) = Rcos(wot + ¢) (4.15)

Nessa solugao, R representa a amplitude do movimento (o deslocamento maximo a

partir da posigao de equilibrio) e wy representa a frequéncia angular do sistema (wg = 4/ %)

O termo ¢ representa a constante de fase (ou fase inicial), cujo valor é determinado pelas
condicoes iniciais do sistema, ou seja, a posicao e a velocidade no instante t = 0. A

partir da frequéncia angular, define-se também o periodo de oscilacao (7), que é o tempo

2r

necessario para que o sistema complete um ciclo de movimento, dado pela relacao T = =.
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Movimentos Oscilatorios Amortecidos

Como vimos anteriormente, a equagao 4.14 rege os sistemas massa-mola. Veremos
agora, os casos em que ha amortecimento.

Para o caso em que v # 0, o sistema massa-mola é dito amortecido e vai se
aproximar mais da realidade, prevendo que com o passar do tempo, o movimento ira parar
na posicao de equilibrio do sistema (z = 0). Em termos dos coeficientes, as raizes da

equacao caracteristica sao dadas por:

=y E /2 —4mk
B 2m

r

A solucao geral dependerd do valor de A = 42 —4mk. E existem trés casos possiveis:

e Superamortecido (A > 0)
Para o regime de superamortecimento, o discriminante da equacao caracteristica
é positivo, isto é, 2 — 4mk > 0 = 42 > 4mk. Isso implica a existéncia de duas rafzes
reais, distintas e negativas, denotadas por r; e ro. Assumindo como solucao base a funcao
exponencial z(t) = €™, a solugao geral para o sistema é construida a partir da superposigao

dessas raizes, resultando em:
z(t) = Cre™ + Cye™! (4.16)

Trata-se de uma combinagao de exponencias negativas, que fazem com que o sistema
retorne rapidamente ao equilibrio, sem oscilar.
e Criticamente Amortecido (A = 0)

Nesse caso, temos:
V—dmk=0 = ~*=4dmk
Assim, existem duas raizes iguais, sendo r = —5>-. O que leva a solugao geral:
z(t) = (Cy + Cyt) e 2 (4.17)

O regime criticamente amortecido proporciona o retorno mais rapido ao estado de
equilibrio sem que o sistema entre em um padrao de oscilagoes repetitivas (como ocorre no
subamortecimento).

e Subamortecimento (A < 0)

Nesse caso, temos:

YV —dmk <0 = ~*<dmk
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Assim, existem duas raizes complexas e conjugadas:

e /2 —4dmk

r=—
2m 2m
2_
Considerando, o = —5- e wy = Wz—mélmk, temos:
z(t) = ezn'(Acoswot + B sen wot) (4.18)

Nesse tipo de sistema, hé oscilacao em torno da posicao de equilibrio, mas sua
amplitude diminui rapidamente devido a exponencial negativa que multiplica a funcao
cosseno, responsavel pela oscilagao.

Veja que nesses problemas, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, o produto
de funcoes, com fungao exponencial e funcao trigonométrica, em que enquanto a exponencial
decrescente tenta parar o movimento, a trigonométrica tenta manter a oscilagao. Também

pode ser explorado o que aconteceria se o sistema fosse colocado em um meio diferente.

Exemplo 4.1.7: Em um sistema massa mola, determine a posicao de uma particula de
massa 1kg no instante ¢ = 10, sabendo que a amplitude é 2, frequéncia igual a /3 e fase
2

igual a <

Temos entao, as seguintes informagoes:

e R=2
'Wozx/g
ogb:%ﬂ

A partir desses dados e usando a solugao geral 4.15, temos:

2 2
x(t) = 2cos (\/gt + %) = 2(10) = 2cos <\/§ 10 + %) = 2(10) = 1,69

Podemos observar o comportamento desse modelo no grafico da Figura 4.9.

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, conceitos
de funcgoes trigonométrica, também pode ser explorado o conceito de periodo e frequéncia,
com analise grafica. O modelo também permite discutir o uso de ntiimeros complexos para
o calculo das raizes da equagao caracteristica. E justamente a presenca de raizes complexas
conjugadas (ou imaginarias) que, através da Relagao de Euler, justifica o surgimento das

fungoes seno e cosseno na solugao geral.

Exemplo 4.1.8: Se um sistema massa-mola com uma massa de 2kg e uma mola com
constante de elasticidade igual 0,5N/m é colocado em movimento, no instante ¢t = 0, num

meio em que a constante de amortecimento é igual a 1N - s/m, determine a posi¢ao da
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Figura 4.9: Movimento Harmoénico Simples - Exemplo 4.1.7
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

massa em qualquer instante ¢, considerando a posi¢ao inicial igual uy e a velocidade inicial

/
’LLO.

Sabemos que a equacao 4.14 rege esse movimento e assim, substituindo os valores
dados, temos:
d2 dz d*x dx
kr=0 = 29741 0,52 =0=
o T Var T a ra T

2r° +1r + 0,5 =0 (Equacio caracteristica)

Com isso, temos A < 0, o que leva a raizes complexas:

INRVEY 1 V3.

rm=——+-—1 € rpg=————1

4 4 4 4

e um caso de subamortecimento, cuja solucao geral é dada pela funcao 4.18, e assim,

V3 V3
A - cos (Tt> + B - sen (Tt>]

E usando as condigoes iniciais t = 0 e u(0) = wup, e aplicando essas condigoes

4u6+U0
V3

temos:

])(t) — e—O,25~t

a derivada de u (v/(0) = uy =), considerando que A = up ¢ B = e definindo
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A = Rcos¢ e B = Rsen ¢, concluimos que a equagao de posigao sera:

3
u(t) = Re "*" cos %t — ¢

2 /
~ o 2 4uf4ug _ 4dugtuo
Nessa equacgao, temos R = \/uo + (—\/3 etgp = R

Podemos observar esse comportamento no grafico da Figura 4.10.

Figura 4.10: Movimento Subamortecido - Exemplo 4.1.8
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que nesse problema, conseguimos explorar, a nivel de ensino médio, o produto
de fungoes, com fun¢ao exponencial e fungao trigonométrica, em que enquanto a exponencial
decrescente tenta parar o movimento, a trigonométrica tenta manter a oscilagao. Também

pode ser explorado o que aconteceria se o sistema fosse colocado em um meio diferente.

4.1.8 Misturas

O chamado problema de misturas procura determinar a quantidade de um deter-
minado produto (soluto) que encontra-se em uma solugao, admitindo-se que exista um
fluxo de entrada e de saida desta solugao no recipiente onde ela esteja. Por exemplo, uma
salmoura (dgua + sal) ou um contaminante de uma industria sendo despejado em uma

lagoa, etc.
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Vamos supor um tanque contendo a mistura de dgua e sal. Esse tanque possui um
volume inicial Vj e uma quantidade )y gramas de sal. Uma solugao salina é bombeada
para o tanque a uma taxa 7, em litros por minuto, com uma concentragao C, gramas de
sal por litro. E ha uma saida de uma solugao bem misturada a uma taxa T} litros por
minuto.

Vale ressaltar que a modelagem dessa variacao de quantidade de sal através de uma
EDO s6 é possivel se considerarmos que a solucao dentro do tanque é mantida sempre
homogénea, em todos os instantes, o que é viavel em reservatérios pequenos. Dependendo
da escala do sistema, esse modelo deixa de ser adequado pois em um reservatorio grande
havera diferencas de concentracao, sendo a regiao mais préoxima a entrada mais concentrada
do que a regiao mais préxima a saida.

Figura 4.11: Misturas - Tanque com entrada e saida

-

Fonte: Santos [3§]

A taxa de variacdo da quantidade de sal durante determinado tempo, Q(t), é
dada pela diferenga entre a quantidade que entra (7, - C,) e a que sai (Ts - C5). Como a
concentracao de saida Cy é a razao entre a quantidade de sal e o volume total, e o volume
varia conforme a fungao V(t) = Vi + (T, — Ts)t, a equagao descreve como a massa de sal

evolui dentro do sistema. Com isso, chegamos ao problema:

dQ _ Q
a ek (%+(Te—Ts>t) 19

Utilizando o método do fator integrante, para resolver essa equacao diferencial 4.19,

fazendo todo o célculo algébrico e considerando que Q(0) = @y, chegamos a solugao geral:

Qt) = Cu[Vp + (T, — T + C[Vy + (T, — Ty)t] 7o-1s (4.20)

Exemplo 4.1.9: Num tanque ha 100 litros de salmoura contendo 30 gramas de sal em
solugdo. Agua (sem sal) entra no tanque a razao de 6 litros por minuto e a mistura se
escoa a razao de 4 litros por minuto, conservando-se a concentragao uniforme por agitacao.

Vamos determinar qual a concentracao de sal no tanque ao fim de 50 minutos.
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Usando a equacao 4.20 e os dados fornecidos pelo problema, temos:

o C.=0g/L
e 1, =100L
o T, =6L/min
o Ty =4L/min
e Q(0) =30g
E consequentemente:
Qt) = __C e como Q(0) =30 = C =300000 =
(100 + 2t)2 B B
300000
)= —————
Q) (100 + 2t)?

Com isso, determinamos que em t = 50 minutos teremos:

300000
(100 + 2 - 50)2

Q(50) = 7,59

Podemos observar esse comportamento no grafico da Figura 4.12.

Figura 4.12: Modelo de Misturas - Exemplo 4.1.9
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
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4.2 Modelagem por Ajuste de Curvas

Nessa segao vamos explorar a modelagem por ajuste de curvas que Bassanezi et al
[19] definem como um recurso utilizado para representar uma relagao entre uma variavel
dependente (y;) e uma variavel independente (z;), resultando em uma relacao y; = f(x;),
a partir de dados coletados estatisticamente. O objetivo é determinar a funcao de forma
que os dados estejam o mais proximo possivel de um intervalo de valores considerado.
Vale ressaltar que nesse tipo de modelagem, nem sempre é possivel fazer previsoes futuras,
sendo possivel apenas a analise dos dados dentro dos parametros analisados.

Embora esta dissertacao tenha como foco prioritario a modelagem de fendmenos das
Ciéncias da Natureza governados por leis fisicas ou bioldgicas, a técnica de ajuste de curvas
constitui uma ferramenta metodolégica ampla e transversal. Sua aplicabilidade estende-se
tanto a dados empiricos de experimentos laboratoriais quanto a situacoes reais de natureza
social, comportamental e educacional. Desse modo, o recurso estatistico de regressao
permite ao professor trabalhar a correlacao funcional a partir de diferentes conjuntos de
dados observados no cotidiano, fortalecendo a compreensao de que a Matematica atua na
leitura de regularidades diversas.

Para minimizar o desvio entre os pontos observados e o modelo, aplica-se o Método
dos Minimos Quadrados. Sob o ponto de vista matematico, essa técnica busca minimizar
a soma dos quadrados das diferencas entre os valores reais e os previstos pela funcao,
utilizando ferramentas de cédlculo de varias variaveis para assegurar que o desvio padrao
seja 0 menor possivel.

Bassanezi [20, p. 86] define o método dos quadrados minimos dizendo que ao
considerar um conjunto de n dados observados {X,, },en, € uma fungao z,, = f(n,ay,az,...,a;)
onde a;(j = 1,2,3,...) sdo parametros. O método dos minimos quadrados consiste em
determinar esses parametros de modo que minimize o valor de:

n

§ =3 (w =7 =Y (a0, 05) — T

i=1
isto é, devemos minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores Z,, observados

e os valores ajustados z, = f(n,a1,as,...,a;).

Exemplo 4.2.1: Para ilustrar a aplicacao do ajuste linear em um contexto empirico do
ambiente educacional, vamos usar uma lista de dados simulados (tabela 4.1) para calcular
a correlacao entre o Quociente de Inteligéncia (QI) e o rendimento escolar de um grupo de

estudantes. Vamos determinar a funcao que relaciona esses dados e calcular o rendimento
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escolar de um aluno com QI = 123.

Tabela 4.1: Relacao entre o Quociente de Inteligéncia (QI) e o rendimento
escolar

Quociente de Inteligéncia (QI) Rendimento Escolar

105 4
116 8
103 2
124 7
137 9
126 9
112 3
129 10
118 7
105 6

Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Usando o GeoGebra ou uma planilha do Excel, conseguimos marcar os pontos dessa
tabela e fazer um ajuste de curvas para determinar a funcao que relaciona o Quociente de
Inteligéncia (z) com o rendimento escolar (y). Observe a construgao na figura 4.13.

Figura 4.13: Ajuste de curva: Quociente de Inteligéncia (QI) x Rendimento
Escolar

Quociente de Inteligéncia (Ql) x Rendimento Escolar
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Com isso, temos que a funcao que relaciona o QI e o rendimento escolar é dada por

f(z) =0,19752 — 16,702. E com isso conseguimos determinar o rendimento escolar de um

aluno com QI = 123:

f(z) =0,19752 — 16,702 =  f(123) = 0,1975(123) — 16,702 =  f(123) = 7,6
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Exemplo 4.2.2: Consideremos que, de alguma situacao analisada, obtivemos uma lista de
valores dados na tabela 4.2. Considerando Az, = x, 11 — x,, vamos determinar a fungao

que relaciona x, e Az, e encontrar seu ponto maximo.

Tabela 4.2: Relagao entre Az, e x,

Tempo n 0 1 2 3 4 5 6 7
Varidvel 7, | x, | 95 185 291 46,9 70,8 121,1 1753 257,7
Variacio | Az, | 9 10,6 17,8 239 50,3 542 824 93,7

Tempo n 8 9 10 11 12 13 14 15

Varidvel | @, | 3514 4408 512,9 5622 597,7 6294 6423 651,2

Variacio | Az, | 894 72,1 493 355 31,7 129 89
Fonte: Dados ficticios [19]

Usando o GeoGebra ou uma planilha do Excel, conseguimos marcar os pontos dessa
tabela e fazer um ajuste de curvas para determinar a funcao que relaciona Ax, com z,.

Observe a construcao na figura 4.14.

Figura 4.14: Relacao entre Az, e x,
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100

L ]
80 . '._...
. )
60
-
o - ® -
40 , .
0 4
: )
* y=-0,0008x2+0,532x +5,6222 ¥
O S
0 100 200 300 400 500 600 700

-20

Com isso, temos que a funcao que relaciona esses dados pode ser escrita como
f(x) = —0,000822 + 0,532z — 5,6222. E para descobrir o ponto méximo, devemos achar as
coordenadas do vértice:

b Ty = _ U032 T, = 332,5

S VR 20,0008

E substituindo o valor de x, na funcao, temos que:

Yy = 82,8228

E assim concluimos que o ponto méximo da funcao é (332,5; 82,8228).



D5 Recurso Educacional

A partir da andlise da producao académica no ambito do PROFMAT apresentada
no Capitulo 3, observou-se uma possibilidade de contribuicao na elaboracao de materiais
didaticos que articulem a interdisciplinaridade, a modelagem matematica e o conceito
de fungao sob a perspectiva das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) e pelo Ajuste
de Curvas. Diante disso, este capitulo detalha a concepcao, a estrutura e a proposta
pedagogica do produto educacional desenvolvido: um e-book direcionado a professores de
Matematica do Ensino Médio, intitulado “Funcées - Estudo através de Modelos Naturais”.

O material foi elaborado com o propédsito de conectar as Ciéncias da Natureza a
Matematica de forma integrada, superando abordagens tedricas e abstratas ao apresentar a
interdisciplinaridade como uma metodologia prética aplicavel ao cotidiano da sala de aula.
Nessa perspectiva, o recurso materializa a concepcao tedrica assumida nesta dissertacao,
a interdisciplinaridade nao ¢é tratada como justaposicao de contetudos disciplinares, mas
como uma articulagao em que os problemas das Ciéncias da Natureza fornecem o sentido,
as variaveis e os dados reais, cabendo a Matematica estruturar a linguagem representativa
e explicativa por meio de modelos.

A fundamentacao do e-book baseia-se no principio de que determinados fenémenos
naturais estudados em Fisica, Quimica e Biologia possuem como solugao funcgoes de
diferentes tipos. Quando esses fenomenos sao formalizados matematicamente, geram EDOs
cujas solugoes correspondem as fungoes que compoem o curriculo da Educagao Bésica (tais
como fungoes afins, exponenciais, logaritmicas, polinomiais, trigonométricas e racionais).

Para realizar a transposicao desse contetido para o Ensino Médio, a base tedrica e
conceitual dos modelos foram respaldados em obras de referéncia na area, como Boyce
[37], Santos [38] e Bassanezi [19]. O diferencial desta proposta consiste em dispensar a
exigencia do dominio de técnicas para a resolugao de EDOs. Em vez de sobrecarregar
o estudante da Educacao Basica com métodos analiticos de integracao ou ferramentas
do calculo diferencial e integral avancado, o foco pedagdgico centraliza-se na adequada
transposigao didatica, priorizando a andlise do comportamento da funcao resultante (a

solugdo da EDO) e na sua respectiva interpretagao diante de determinado fenémeno. Essa
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escolha didatica dialoga diretamente com a transicao entre as concepgoes operacional e

estrutural de funcoes, permitindo que os estudantes acompanhem a dinamica das taxas de

variacao e a dependéncia entre varidveis reais antes de sistematizarem as representacoes

algébricas formais.

O e-book esta organizado em seis capitulos, cada um voltado a um determinado

tipo de funcao. A opcao por essa organizacao fundamenta-se em trés aspectos principais:

Alinhamento Curricular: A ordem dos capitulos acompanha o progresso do estudo de
func¢oes no Ensino Médio. Inicia-se com variagoes lineares e avanca para crescimentos
proporcionais (exponenciais), limites de saturagao (logisticas) e fenémenos ciclicos
(trigonométricos).

Flexibilidade para o Professor: A divisao em mddulos independentes confere auto-
nomia ao professor, permitindo selecionar o tipo de fungao que melhor se adapte a
seu planejamento ou a projetos interdisciplinares.

Interdisciplinaridade: Cada unidade explicita como determinado modelo pode ser
trabalhado com as Ciéncias da Natureza, facilitando o planejamento com docentes
de Fisica, Quimica ou Biologia.

Para viabilizar sua aplicacao, todos os modelos, apresentados em segoes, seguem o

mesmo padrao de organizacao, estruturado de forma que o docente possa seguir sempre

com a mesma linha de raciocinio, independente do modelo que escolha discutir em sala de

aula:

Apresentacao e Contextualizagao do Fenomeno: Uma introducao ao problema
natural para apresentar ou resgatar os conhecimentos prévios dos estudantes nas
disciplinas mencionadas, estabelecendo o ponto de partida para o estudo do modelo.
A solugao para o modelo apresentado: Discussao sobre como as varidveis reais (como
tempo, temperatura e biomassa) se relacionam a partir de hipdteses. Prioriza-se a
compreensao da teoria e do conceito e apresenta-se a solucao para os modelos.
Exploragao da Fungao: Com a fungao que soluciona o modelo definida, integra-se
o uso de recursos tecnoldgicos, sugerindo-se simulagoes interativas no GeoGebra.
Também ha uma proposta de desafio, para instigar a investigacao matematica. Essa
etapa visa permitir que o estudante manipule parametros e visualize diretamente
como alteragoes nas condi¢oes do fenomeno modificam o comportamento de um
grafico.

Resolugao de Problemas e Aplicagao: Atividades e problemas contextualizados
focados na consolidacao do aprendizado e na interpretacao de dados.

A distribuicao dos modelos é feita através de tipo de funcao em que as solugoes dos



5. Recurso Educacional 56

fenomenos se enquadram, o que pode ser verificado na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Mapeamento de Capitulos e Modelos Naturais do E-book

Capitulo Modelos Naturais

Capitulo 1: Funcgoes de 1° grau Queda Livre e a Velocidade

Correlacao e a Construcao da Funcao Afim

Capitulo 2: Fungoes de 2° grau Queda Livre e a Altura

Langamento Obliquo

Capitulo 3: Funcoes Exponenciais Crescimento Malthusiano
Equagao Logistica

Lei do Resfriamento de Newton
Decaimento Radioativo

Resisténcia em Fluidos

Capitulo 4: Funcoes Logaritmicas Lei de Weber-Fechner

Capitulo 5: Fungoes Trigonométricas | Movimento Harmoénico Simples (MHS)

Movimentos Oscilatérios Amortecidos

Capitulo 6: Funcoes Racionais Misturas
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

A utilidade deste produto educacional esta na sua capacidade de aproximar conceitos
matematicos abstratos de aplicacoes concretas, gerando um material de suporte voltado
a pratica docente. Alinhado as demandas por propostas integradas na Educagao Bésica,
conforme preconizado pelas diretrizes curriculares nacionais vigentes, o e-book atua como
um recurso didatico de apoio para os professores.

Ao disponibilizar modelos estruturados e roteiros que podem ser reproduzidos, o
material contribui para o planejamento das aulas e oferece alternativas viaveis para o
desenvolvimento de praticas interdisciplinares em sala de aula, estimulando a investigagao
para os estudantes. Desta forma, o produto consolida-se como uma resposta estruturada

as necessidades formativas e aos desafios didaticos mapeados ao longo da pesquisa.



0 Consideracoes Finais

O presente trabalho originou-se da inquietacao frente ao ensino do conceito de
funcao, frequentemente marcado pela fragmentacao e pelo distanciamento da realidade do
estudante. Ao longo desta pesquisa, buscamos demonstrar que a uniao entre a Matematica
e as Ciéncias da Natureza, por meio da interdisciplinaridade e da modelagem matematica,
nao ¢ apenas uma recomendacao dos marcos curriculares normativos, mas uma necessidade
pedagdgica para formar individuos criticos e capazes de ler o mundo de forma quantitativa
e reflexiva.

A revisao das dissertacgoes do PROFMAT evidenciou um movimento crescente
na academia em prol de aulas mais contextualizadas. No entanto, confirmou também
uma lacuna significativa: a escassez de trabalhos que integrassem de forma simultanea a
interdisciplinaridade, a modelagem matematica e a andlise do conceito de fungao utilizando
o ambiente das Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDOs) e do ajuste de curvas de maneira
adaptada para a Educacao Bésica.

O estudo dos modelos naturais mostrou que fenomenos fisicos, quimicos e biolégicos
resultam em solucoes matematicas que sao as proprias fungoes ensinadas no Ensino Médio
(afins, quadraticas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e racionais). Em vez de
restringir a funcao a uma regra puramente algébrica ou classificatéria, a modelagem
associada a andlise qualitativa permite que o estudante compreenda a dinamica de variagao
entre grandezas, o motivo da func¢ao existir e o significado fisico de cada um de seus
parametros.

A consolidacao de toda essa reflexao resultou no desenvolvimento do e-book, o
produto educacional desta dissertacao. Elaborado como uma resposta direta as lacunas
identificadas e como material de apoio pratico ao docente, o e-book materializa o didlogo
interdisciplinar e instrumentaliza o professor de Matematica para trabalhar lado a lado
com os saberes das Ciéncias da Natureza, sem a sobrecarga do formalismo avancado do
calculo diferencial.

Embora o material tenha sido desenhado para ser intuitivo e aplicavel, sao reconhe-

cidos os desafios da pratica interdisciplinar no contexto escolar brasileiro, que vao desde a
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compartimentagao das matrizes curriculares até a escassez de tempos institucionais para o
planejamento conjunto entre areas. Contudo, acreditamos que ferramentas estruturadas
como este e-book servem como um primeiro passo viavel para encorajar os professores a
ousarem além dos manuais didéaticos tradicionais.

Como perspectivas futuras, sugere-se a aplicacao pratica das unidades deste e-book
em salas de aula do Ensino Médio e em projetos colaborativos com outras turmas e
instituicoes, visando coletar dados sobre o engajamento dos estudantes e a eficacia na
consolidagao dos conceitos de funcao. Espera-se que este trabalho inspire novas pontes
entre a matematica formal e a dinamica dos fenomenos do mundo real, consolidando uma

educacao matematica verdadeiramente transformadora.
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