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Resumo

Neste trabalho, investigamos a eletrodindmica de Maxwell e um modelo de eletrodinamica ndo
linear, ambos acrescidos de violacdo da simetria de Lorentz por meio de um termo CPT-par.
Para o modelo de Maxwell, derivamos as leis de conservacdo de energia e momento, destacando
as alteracdes provocadas pela violagdao de Lorentz. Ja na eletrodinamica nao linear, analisamos
a interacao entre o vetor de quebra de simetria de Lorentz e um campo magnético de fundo
constante, que geram efeitos notdveis nas relacdes de dispersdo. Exploramos as implicagdes
desses fatores no indice de refracdo do vdcuo e na velocidade de grupo. Além disso, discutimos o

fendmeno da birrefringéncia do vicuo no contexto do modelo de Euler-Heisenberg.

Palavras-chave: Eletrodinamica de Maxwell, Eletrodinamica ndo linear, quebra de simetria de

Lorentz, Conservagao de energia e momento, Teoria de campos, Modelagem matemaética.



Abstract

In this work, we investigate Maxwell electrodynamics and a nonlinear electrodynamics model,
both featuring Lorentz symmetry violation through a CPT-even term. For the Maxwell model,
we derive the conservation laws of energy and momentum, highlighting the changes induced
by Lorentz violation. In the nonlinear electrodynamics framework, we analyze the interaction
between the Lorentz symmetry-breaking vector and a constant background magnetic field, which
generates notable effects on the dispersion relations. We explore the implications of these factors
on the vacuum refractive index and the group velocity. Furthermore, we discuss the phenomenon
of vacuum birefringence in the context of the Euler-Heisenberg model.

Keywords: Electrodynamics of Maxwell, Nonlinear electrodynamics, Lorentz symmetry breaking,

Conservation of energy and momentum, Field theory, Mathematical modeling.
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1 Introducao

A eletrodinamica de Maxwell (EDM) € uma teoria extremamente bem sucedida, abran-
gendo com precisdo as interagOes eletromagnéticas em escalas cldssica e quantica. O estudo
do espalhamento de f6tons na eletrodindmica quantica (EDQ) tem motivado a anélise de ex-
tensoes nao lineares da EDM, com fendmenos como a birrefringéncia e o dicroismo do vacuo
(ADLER, Oct 1971; COSTANTINI; TOLLIS; PISTONI, Apr 1971; BISWAS; MELNIKOV,
2007; TOMMASINI et al., Nov 2009; FERRANDO et al., Oct 2007; TOMMASINI et al., Apr
2008; KRUGLOV, Jun 2007). A eletrodindmica ndo linear foi investigada pela primeira vez na
década de 1930, quando se constatou que efeitos do vidcuo, como a criag@o e aniquilagdo de pares,
promovem autointeracdes entre fétons. No entanto, foi Born e Infeld (BORN; INFELD, Mar 1934)
que propuseram a primeira generalizacado da EDM para uma versao nao linear, buscando garantir
uma autoenergia finita para o campo elétrico de particulas carregadas. E possivel relacionar a
origem da eletrodinamica de Born e Infeld aos estudos de Gustave Mie, em 1909, que tentou
desenvolver uma teoria puramente eletromagnética das particulas carregadas. Hoje, as acoes
efetivas de Born-Infeld aparecem em diversos contextos, como na teoria das supercordas, em
modelos de gravidade quantica e em teorias que envolvem monopolos magnéticos (FRADKIN;
TSEYTLIN, Nov 1985; BERGSHOEFF et al., 1987; BANERJEE; ROYCHOWDHURY, May
2012; GUNASEKARAN; KUBIZi14K; MANN, Nov 2012; AYON-BEATO; GARCIA, Nov
2000; AKMANSOY; MEDEIROS, Feb 2018; AKMANSOY; MEDEIROS, Jun 2019).

A introducao de backgrounds externos em modelos de teoria de campos € um procedimento
antigo para reproduzir efeitos do fendmeno da polarizacdo do vdcuo. Quando os campos
eletromagnéticos externos sdo suficientemente intensos — em comparagao com os chamados
campos elétrico e magnético criticos de Schwinger — eles podem induzir a criagdo de pares
particula-antiparticula reais no vacuo quantico nao trivial, como os pares elétron-pdsitron na
EDQ (DIRAC, Jan 1930; SCHWINGER, Jun 1951).

Extensdes nao lineares da eletrodindmica, em conexdao com campos eletromagnéticos
externos, podem descrever os efeitos da estrutura do vacuo sobre a propagacdo de ondas
eletromagnéticas. Embora o vicuo aparente ser um meio vazio e inerte, ele €, na verdade, um
estado dindmico e repleto de atividade, cujas propriedades podem se manifestar em fendmenos
observdveis, como a birrefringéncia e o dicroismo do vacuo (HU; LIAO, Feb 2008; ZAVATTINI
et al., jun 2013; BAIER; BREITENLOHNER, Jan 1967). Um exemplo cldssico de extensao
ndo linear que resulta da polarizacdo do viacuo € a Lagrangeana de Euler-Heisenberg (EULER;
HEISENBERG, Nov 1936), que € um modelo efetivo para fétons que inclui termos de ordens
mais altas nos campos elétrico e magnético. Essa Lagrangeana € obtida ao integrar as varidveis
associadas aos efeitos quanticos dos pares elétron-pdsitron.

Motivagdes que justificam fortemente o interesse em extensdes nao lineares da EDM

foi impulsionado pelo advento dos recentes LASERSs de alta intensidade, que sdo os melhores
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dispositivos para testar tanto a eletrodindmica cldssica quanto a quantica no regime de campo
forte, cujas escalas (de campo) sdo fixadas pela intensidade critica I ¢ ~ 4.6 X 10 W-cm™2.
A Estacdo de Luz Extrema (SEL), a Infraestrutura de Luz Extrema da Europa (Projeto ELI)
e o Centro ExaWatt para Estudos de Luz Extrema (XCELS) devem, em um futuro préximo,
fornecer as facilidades para realizar uma inspecdo muito detalhada das ndo linearidades na teoria
eletromagnética, permitindo um mergulho real na estrutura do vdcuo quéntico. Espera-se que as
poténcias desses LASERs extremamente intensos atinjam 102 PW, possivelmente chegando a
escala Exa-W em alguns anos. Chamamos a atencao do leitor que experimentos de LASER de
alta intensidade projetados para inspecionar efeitos de ndo linearidade em EDQ sdo apresentados
e discutidos em (KARBSTEIN, Jan 2020; MARKLUND; LUNDIN, Nov 2009; BATTESTI,;
RIZZ0, Dec 2012; KING; HEINZL, Mar 2016). Nao linearidade significa corre¢des na EDM
que, em geral, dependem das duas grandezas invariantes de Lorentz e de calibre, ¥ e G,
respectivamente. Em muitos exemplos, a densidade Lagrangeana do modelo ndo linear depende
exclusivamente das poténcias de ¥ (KRUGLOV, 2017; GAETE; HELAYEL-NETO; OSPEDAL,
Apr 2019). Em outras situacoes, pode haver dependéncia de poténcias pares de G, pois poténcias
pares evitam violagdo de simetria CP (simetria sob uma combinac¢do das transformacoes de
conjugacdo de carga e de paridade) (KRUGLOV, Mar 2015; GAETE; HELAYEL-NETO, Mar
2014; GAETE; HELAYEL-NETO, Nov 2014; HAAS et al., Apr 2019).

Em conexao com o tratamento usual da eletrodinAmica ndo linear, o estudo dos modelos
com violacdo da simetria de Lorentz também estdo envolvidos em questdes como, por exemplo,
a anisotropia do espago-tempo. Isso ocorre porque a extensao do modelo padrao (COLLADAY;
KOSTELECKY, Jun 1997; COLLADAY:; KOSTELECKY, Oct 1998), 0 qual € obtido adicionando
todos os possiveis termos violadores de Lorentz que poderiam surgir devido a quebra espontanea
dessa simetria, estabelece um conjunto de tensores constantes como parametros da violagao
de Lorentz que selecionam direcdes especiais no espaco-tempo (MARIZ; NASCIMENTO;
PETROV, 2023). Recentemente, foi realizada a investigacao de uma extensdo ndo linear genérica
da eletrodinamica axidnica em um cendrio tipo Carroll-Field-Jackiw (CFJ) (CARROLL; FIELD;
JACKIW, Feb 1990) que implementa a violacido da simetria de Lorentz (PAIXaO et al., May
2024).

A iniciativa para estudar modelos de teoria de campos com violagdo da simetria de
Lorentz decorre de vdrias abordagens que buscam ir além do Modelo Padrao (MP) da fisica de
particulas. A simetria de Lorentz, sendo um dos pilares fundamentais da Relatividade Especial,
sustenta todas as teorias de campos relativisticas. No entanto, diversas teorias que visam unificar
a gravitacdo com a mecanica quantica, como a gravidade quéntica e a teoria das cordas, sugerem
que essa simetria pode nao ser exata, mas uma aproximacado valida apenas em escalas de energia
relativamente baixas. Em escalas da ordem da energia de Planck, onde os efeitos quanticos
para a gravidade tornam-se relevantes, € possivel que a simetria de Lorentz seja violada ou
modificada. Nesse contexto, modelos que incorporam a violag@o da simetria de Lorentz fornecem

uma estrutura tedrica util para investigar fendmenos fisicos que podem ser observiveis em



Capitulo 1. Introdugdo 14

experimentos de alta precisdo. Tais fendmenos incluem desvios nas interacdes fundamentais
detectados em experimentos com aceleradores de particulas ou por meio de medicdes astrofisicas
de alta energia. Esses modelos t€m o potencial de fornecer pistas sobre uma nova fisica além do
MP, ajudando a esclarecer os mecanismos que poderiam operar em escalas de energia muito
elevadas (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989).

Além das previsoes tedricas, a busca experimental por sinais de violagdo da simetria de
Lorentz € outro incentivo importante para o estudo desses modelos. Desde a década de 1990,
vdarios experimentos foram projetados com o objetivo de testar os limites dessa simetria com
altissima precisao. Por exemplo, experimentos com reldgios atdmicos, observacoes astrofisicas de
raios césmicos de energia ultra-alta e estudos de espalhamento de particulas em aceleradores como
0 Large Handron Collider (LHC) t€ém imposto restricdes cada vez mais rigorosas sobre possiveis
sinais de violacdes de Lorentz (MATTINGLY, 2005). Essas investigagdes sao impulsionadas
pela possibilidade de que, ao detectar uma pequena violagcdo, novas portas para a fisica além do
MP sejam abertas, permitindo que previsdes de teorias de gravidade quantica ou outras extensoes
da fisica atual sejam testadas.

Os termos CPT (Combinacao das Transformacoes de Carga, Paridade e Temporal) pares
tém despertado maior interesse hd algum tempo em relacdo ao conceito do que lembra a ideia do
éter das teorias pré-relativisticas e ao estudo de dimensdes extras, ja que, em geral a violacao
de Lorentz pode ser associada a existéncia de um fundo preferencial do espago-tempo. Foi
discutido, por exemplo, o uso de campos como tensores de violagao de simetria de Lorentz
com valores esperados alinhados com as dimensdes extras de forma a manter essas mesmas
dimensdes escondidas (CARROLL; TAM, 2008). Os termos de violacio de simetria de Lorentz
dos setores de calibre, fermionico e escalar, neste caso, viriam da interacdo entre esses campos
com os campos de éter. O tipo de termo CPT par que estamos considerando pode ser gerado
radiativamente quando um acoplamento ndo minimo violador de simetria de Lorentz € introduzido
na eletrodinidmica (GOMES et al., Feb 2010; GAZZOLA et al., 2012; SCARPELLI, 2012;
SCARPELLI et al., 2013).

Em nosso estudo, investigamos como esse termo de quebra de simetria de Lorentz no
setor CPT par interfere com um campo magnético externo uniforme e constante. Com isso,
encontramos as relagdes de dispersao, os indices de refracao modificados e as velocidades de
grupo, bem como a birrefringéncia gerada por esse termo de violagdo. Além disso, realizamos
uma andlise da influéncia dos vetores de fundo na propagacao da onda.

Nesta tese, investigamos as eletrodindmicas linear e ndo linear sob a influéncia de um
termo especifico que viola a simetria de Lorentz. Trata-se de um caso especial do termo CPT-par
do setor de fétons no Modelo Padrao Estendido (MPE). A organizacdo do texto segue a seguinte
estrutura: o Capitulo 2 apresenta uma introdugao breve a EDM, fornecendo a base conceitual
necessaria. No Capitulo 3, introduzimos um termo de violagdo de simetria de Lorentz na
Lagrangeana de Maxwell estudada no Capitulo 2. J4 no Capitulo 4, exploramos a construgdo da

estrutura da eletrodinamica nao linear e das correspondentes equagdes na presenca de campos
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elétricos e magnéticos de fundo gerais, por meio de uma revisao do trabalho (NEVES et al.,
2021). Ainda nesse capitulo, s@o feitas aplicacdes deste procedimento a alguns modelos em
eletrodinamica nao linear conhecidos da literatura. No Capitulo 5, incorporamos 0 mesmo termo
de violagdo de simetria de Lorentz usado no Capitulo 3 na Lagrangeana nao linear estudada no
Capitulo 4. A partir dessa modifica¢do, novas equagdes de campo sdo obtidas e, sob determinadas
condi¢des, sao derivadas as respectivas relacoes de dispersdao. Em seguida, sdo obtidos os indices
de refracdo e as velocidades de grupo. Ainda no Capitulo 5, € discutida a birrefringéncia no
véacuo sob a influéncia dos campos externos para um modelo de Euler-Heisenberg (esta parte do
trabalho resultou na publicacdo (J UNIOR; FELIPE; SCARPELLLI, 2024)). Por fim, no Capitulo 6
apresentamos os comentarios finais, discutimos os trabalhos que estio em andamento e os

possiveis desenvolvimentos futuros.
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2 A eletrodinamica de Maxwell

No decorrer dos séculos, os conhecimentos sobre eletricidade e magnetismo caminharam
individualmente de forma independente. No século XVIII, mais precisamente em 1785, Charles
Augustin de Coulomb realizou experimentos e enunciou a conhecida lei de Coulomb, que descreve
a forca de interacdo entre cargas elétricas. J4 no estudo do magnetismo, em 1820, Hans Christian
Oersted observou que a agulha de uma bussola sofria uma deflexdo quando estava préoxima de
um fio condutor no qual passava uma corrente elétrica. Na mesma época, André Marie Ampere,
apds tomar conhecimento das descobertas de Oersted, descobriu que correntes percorrendo fios
paralelos se atraem ou se repelem de acordo com o seu sentido relativo. Desde entdo, passou-se a
observar que os fendmenos elétricos e magnéticos estdo interconectados. Cinquenta anos apds
Coulomb, Michael Faraday, um dos principais nomes do estudo da relacdo entre eletricidade
e magnetismo, se destacou pela descoberta da indugdo eletromagnética. O desfecho final na
unificacdo dos conceitos elétricos e magnéticos foi escrito no periodo compreendido entre 1861
e 1864, no qual o fisico James Clerk Maxwell, em uma série de trabalhos, conseguiu o feito
de unificar as duas dreas em uma dnica teoria chamada Eletromagnetismo (JACKSON, 1975;
GRIFFITHS, 1999; RAMOS et al., 2017).

Neste capitulo, faremos uma breve revisdo de conceitos relevantes da eletrodinamica de
Maxwell e das nota¢des usadas posteriormente na tese, tendo por base as referéncias (JACKSON,
1975; GRIFFITHS, 1999; FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2005; RYDER, 1996; ITZYKSON;
ZUBER, 2012).

2.1 Asequagdes de Maxwell

A dinamica dos campos elétrico, E, e magnético, B, € descrita pelas quatro equacdes de

Maxwell, que em sua formulacao diferencial sdo escritas como

V-E = . (Lei de Gauss) @))

V-B = 0? (Lei de Gauss para o magnetismo) 2)

VXE + (;—? = 0, (Lei de Faraday) 3)
VxB = uoJ+ poeoa—E, (Lei de Ampere-Maxwell) “4)

ot
em que p = p(x,t) e J = J(x,t) representam, respectivamente, as densidades de carga e
corrente, € € e o representam a permissividade dielétrica e a permeabilidade magnética do
vacuo, respectivamente. Observamos, pelas equacdes que descrevem a dindmica de E(x,t)
e B(x,t), que esses campos ndo sdo independentes. Isso nos permite afirmar que o campo
magnético age como fonte do campo elétrico, e, reciprocamente, o campo elétrico atua como

fonte do campo magnético.
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Antes de prosseguirmos, vamos apresentar algumas ferramentas tteis para os célculos

que derivam de algumas combinacdes decorrentes das equagdes de Maxwell, como, por exemplo,
V-(Vg), Vx(Vg), V(V-A), V-(VxA), Vx(VxA). (5)

Estas combinagdes sao frequentemente usadas e duas ferramentas tteis para lidar com
elas sdo o delta de Kronecker e o tensor de Levi-Civita. As coordenadas de um vetor x sdo
representadas por x;, e as derivadas, por 9; = aix,-’ com i = 1,2,3. O delta de Kronecker é definido
por

1 param =n,
Omn = L. (6)
0 caso contrario.

ao passo que o tensor Levi-Civita tem as componentes dadas por

1 se (k,m,n) é uma permutacdo par de (123),
€mn = €™ =1 -1 se (k,m,n) € uma permutacio impar de (123), @)

0  se ha indices repetidos.

Vamos adotar também a convencdo de soma de Einstein. Nessa notacdo, por exemplo, o

produto escalar € escrito na forma

A-B= Z A;B; = A;B,, (8)

e o produto vetorial
(A XB); = €kmnAnBy- )

Outras possibilidades de combinagdes relacionando 0;; € €« que serdo bastante utilizadas nesse
trabalho sao
eijkéij = 0,
€ijk€ijk = O,
JkEij (10)
€ijk€imn = 5jm6kn - 6]’n5km’

€ijk€ijn = 26kn.

Voltando as equacdes de Maxwell, porém supondo agora uma regido do espaco onde ndo

ha cargas e correntes, essas equagdes podem ser reescritas como

V-E = 0, (1)
V-B = 0, (12)
OB
VXxE = ——, 13
X Y (13)
E
VxB = ,uoeoa—. (14)

ot
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Os trabalhos de Maxwell foram fundamentais para o nosso entendimento de que a luz se
propaga como uma onda eletromagnética. Segundo Maxwell: “Dificilmente podemos evitar a
interferéncia de que a luz consiste de ondulacoes transversais do mesmo meio que é a causa dos
fenomenos elétricos e magnéticos”(GRIFFITHS, 1999, p. 262). A de se destacar, que Maxwell se
referia ao éter como meio hipotético pelo qual a luz e as ondas eletromagnéticas se propagavam.
Mais tarde, Michelson-Morley e a teoria da relatividade de Einsten mostraram que esse éter nao
existia e que as ondas eletromagnéticas podem se propagar no vacuo (JACKSON, 1975).

Vamos agora considerar como reproduzir esse resultado a partir das equagdes de Maxwell,
na auséncia de cargas. Comecaremos tomando o rotacional das equacoes (13) e (14), de maneira

a obter o par de equacdes

Vx(VxE):—%(VxB), (15)

V x (V xB) :uOEO%(VxE). (16)

Substituindo as equacdes (13) e (14), respectivamente, nas equagdes (15) e (16), obtemos

d’E
VX(VXE)=- _— 17
( ) = —Ho€o— 17)
3°B
VX (VxB) =- —_—. 18
( ) = —Ho€o e (18)

Notemos que,

VX (VxA) = €10;(VxA)
= €kij€kmn0jOmAy
= [6imOjn — 6indjm| 8;0mAn
= 0,0,A; - 0;0;A;
= V(V-A)-V2A, (19)

¢ vélida para qualquer campo vetorial A = A (x,t). Desta forma, podemos reescrever as equagoes

(17) e (18) da seguinte forma:

0’E
V(V -E) — V°E = —upeg—, 20
(V-E) Mo~ (20)
V(V-B)-V?B o°B (21)
-b) — = —UoEQ—— -
HO€0 72

Por fim, utilizando as equagdes (11) e (12), os primeiros termos das equagdes (20) e (21) se
anulam. Por consequéncia, chegamos aos seguintes resultados:
0°E

Ho€o—— = V’E =0, (22)
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"B _,
e— - V'B=0. 23
Ho€0 3 (23)
Temos agora duas equacdes diferenciais, de segunda ordem e desacopladas para E e B.
No entanto, como € de conhecimento, a propagacao de uma onda € descrita por uma fungao

Y = (X, 1), que representa a amplitude de oscilac@o e satisfaz a chamada equagdo de onda,

1 0%y

—— V% =0, 24

2972 ¥ (24)
em que v representa a velocidade de propaga¢do da onda em um dado meio. Em suma, comparando
as equacoes (22) e (23) com a (24), podemos interpretar os campos E € B como ondas se

propagando no viacuo com velocidade
1
VHo€

(25)

Vv =

Este resultado torna-se ainda mais admirdvel quando substituimos os valores €y = 8,85 X
10712C?/N - m? e ug = 47 x 1077 N/A? em (25) e obtemos

~ 3% 10% m/s, (26)

VHo€o

que corresponde a velocidade da luz no vacuo.

2.2 Leis de conservacao

As leis de conservagdo de energia e momento linear sdo resultados importantes a serem
estabelecidos para o campo eletromagnético. Inicialmente, notemos que podemos obter de forma
direta a denominada equagdo de continuidade para a densidade de carga e densidade de corrente,
que diz respeito a conservagao da carga elétrica. Tomemos a derivada temporal da equacdo (1) e

a divergéncia da equagdo (4). Podemos combind-las de forma a escrever

1
op+V-J = €0 (0E)+ Iu_oaifijkajBk - €0; (0,E;)
1
= ——ajfj,‘kal‘Bk = 0, (27)
1o

0 —
em que 3; = 0.
Por outro lado, uma particula de carga Q, movendo-se com uma velocidade v, sofre a

acdo dos campos E e B por meio da chamada forca de Lorentz, dada por
F=Q0(E+vxB). (28)
A partir das equacdes de Maxwell, podemos obter este resultado em termos de p e J. Além disso,

outras leis de conservagdo podem ser obtidas das equacdes de Maxwell, por meio de algumas

manipulagdes que veremos a seguir.
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Em principio, fagcamos o produto escalar de (3) por B e o produto escalar de (4) por E,

ou seja,
1
(VXE)-B=-(3B)-B=-9, (532) , (29)
1
(VX B)-E = uoJ - E + peod; (EEZ) . (30)
Notemos que,
(VXB)-E = (€;k0;Br)E;

0j(€ijxBkE;) — €1 B0 E;
0;(€jxiBkE;) + Byeyi0/E;
V- (BXE)+B-(VXE). (31)

Substituindo (31) em (30) e, na sequéncia, subtraindo (29) de (30), obtemos

1 1
\'A (B X E) = ,qu -E +/.10605[ (EEZ) + 0, (532) 5 (32)
resultando em aU
E.,_V.S:_E.J, (33)

naqual U = % (eOE2 + MLOBZ) es = /%O(E X B). Observe que a equagao (33) € semelhante a
equacgao de continuidade (27), porém com o lado direito da equacao ndo nulo, correspondendo a
um termo de dissipacdo. Vemos, entdo, que a equagao (33) deve estar associada a alguma lei de
conservacao, e o termo E - J pode ser identificado como sendo a taxa de realizacdo de trabalho
por unidade de volume. Na equagdo acima, U € a densidade de energia associada a0 campo
eletromagnético, ao passo que S é o chamado vetor de Poynting, que representa a densidade do
fluxo de energia.

Por outra perspectiva, buscando estabelecer uma condi¢do semelhante a equacio de
continuidade (27), podemos reformuld-la como uma combinag¢ao de uma derivada temporal e
uma derivada espacial, assim como o resultado encontrado em (33). Para isso, seguimos um
raciocinio semelhante ao que nos levou a equagdo (33), mas, em vez de utilizar o produto escalar,
agora faremos o produto vetorial da lei de Faraday-Lenz (3) com o campo E e o produto vetorial

da equacao de Ampere-Maxwell (4) com o campo B:

(VXE)XE

Il
|
|
X
o

= —0:(€jxBjEx) + €k B;0;(Ey)

E
= 2(E><B)+B><é)—, (34)
(9[ at
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OE
(VxB)xB:,uOJxB+,uoe()ExB. 35
Notemos, por outro lado, que

(VXA)XA = €x(VXA)AL= €jk€jmnOn(An)Ak
= —€jik€jmnArOm(An)
= —[0imOkn = 6inGkm] AkOn(A,)
= ALOLA; — ABiAL
1
= Ok(AiAy) — AiOkAi — 0; (EAkAk)

1
= Oh(AiA) —AV-A -0 (EAZ) : (36)

para qualquer campo vetorial A = A (x,7). Sendo assim, substituindo as equagoes (1), (2), (34) e

(35) em (36) obtemos as relagdes

0 OE 1
T ExB +BxZ o (EE) - LE -6 |~E?), (37)
8; (9, €0 2
OE 1
HoJ X B + po€o - x B = 0 (BiB) = 0, (532) : (38)

1
Multiplicando a equacio (37) por 1/, a equagdo (38) por —— e posteriormente somando uma
/J()EO

com a outra obtemos
1 08

—
_EE.,.V.T = pE +J x B, (39)

em que S € o vetor de Poynting ja definido anteriormente e

— 1 2 1 1 2
(T)j=eo (EiEj—E(S,-jE )+,L[_()(BiBj_§5ijB ) (40)
€ denominado tensor das tensdes de Maxwell. Vale a pena fazermos algumas ponderagdes
sobre a equacgdo (39). O termo pE + J X B pode ser identificado como a densidade de forca de
Lorentz, fazendo com que possamos identificar a equagdo (39) como sendo uma equagao de
conservacdo do momento onde o termo CLZS descreve a densidade do momento associada ao

campo eletromagnético. Voltaremos a abordar esses conceitos em outra situacdo no Capitulo 3.

2.3 Construcao da Lagrangeana de Maxwell

Nos préximos capitulos desta tese, adotaremos uma abordagem baseada no formalismo
de densidades Lagrangeanas para descrever a dindmica dos campos eletromagnéticos. Isso nos

leva a uma pergunta central: como podemos formular as equacdes de Maxwell no contexto de
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uma Lagrangeana? A resposta a essa pergunta € crucial para explorar as leis fundamentais do
eletromagnetismo sob a 6tica da mecanica analitica.

Para tanto, iniciaremos definindo os potenciais escalar e vetorial, que desempenham
papéis fundamentais na formulacdo Lagrangeana do eletromagnetismo. Esses potenciais ndao
apenas simplificam o tratamento das equacoes de Maxwell, mas também permitem uma conexao
direta com a teoria dos campos, possibilitando uma generalizacao para outras areas da fisica,
como a teoria quantica de campos. Ao longo do texto, examinaremos cuidadosamente se essas
ferramentas possuem significado fisico claro e consistente, bem como suas implicagdes na

descri¢do dos fendmenos eletromagnéticos.

2.3.1 Potenciais

Até o momento, observou-se que a dindmica eletromagnética € regida pelas equagdes
de Maxwell em termos dos campos E e B. Mais precisamente, vimos que tais campos atuam
sobre particulas carregadas por meio da forca de Lorentz. Entretanto, considerando as equagoes

homogéneas de Maxwell e, em um primeiro momento, a equac¢ao de Gauss para o magnetismo,

V-B=0, (41)

percebemos que € possivel definir um vetor A, o qual chamaremos de potencial vetor, tal que

B=VXxA, (42)

uma vez que € de conhecimento pelo célculo vetorial que o divergente de um rotacional € nulo.
Por outro lado, a outra equa¢do homogénea de Maxwell conhecida como Lei de Faraday,

dada por

0B
VXE+—=0, 43
xE+— (43)

pode também ser escrita por meio do potencial vetor. Ou seja, substituindo a expressao (42) na

equacgdo acima, obtemos

A
VX|E+—|=0, 44
x( +6t) 44)

que pode ser reescrita em termos do gradiente de uma funcdo escalar, ou seja

0A
E+—=-Vg¢. 45
ER ¢ (45)
O termo % estd relacionado a indugdo eletromagnética, enquanto —V ¢ corresponde a contribui¢cao
eletrostética. O sinal negativo no lado direito da equacdo € uma convengdao amplamente utilizada,
que reflete a escolha tradicional de sinal que faz o campo elétrico apontar das regides de maior
para as de menor potencial em sistemas eletrostdticos. Embora seja possivel adotar uma convengao

diferente para esse sinal, a escolha do negativo € mantida para garantir a consisténcia com outras
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equacdes da eletrodinamica cldssica e com a descricao usual de fendmenos eletrostdticos. Sendo
assim, conseguimos expressar os campos eletromagnéticos em termos de um potencial escalar ¢
e de um potencial vetorial A, isto é

0A(x,1)

E(x,t) = -V¢(x,t) - Eramt

(46)

B(x,t) =V x A(x,1). (A7)

Em vista disso, dos resultados acima nds podemos reescrever as equagdes de Gauss e Ampére-

Maxwell em termos dos potenciais, resultando em

Vorlv.oay=-1, (48)
ot €0
¢ 2
16°A4 _, 1 9¢
zﬁ—vfnv(v-fnzg):uoj. (49)

2.3.2 Transformagdes de calibre

As equacdes (48) e (49) parecem ser complicadas quando comparadas com as equagdes
de Maxwell sem o uso dos potenciais. Porém, podemos perceber que as equagdes (46) e (47) ndo
definem univocamente os potenciais, o que nos permite impor condi¢des adicionais, desde que
nao modifiquem E e B. Suponhamos entdo dois conjuntos de potenciais, (¢, A) e (¢’, A), que

correspondem aos mesmos campos elétrico e magnético de forma que

A=A+aed =¢+p. (50)

Uma vez que A e A’ resultam no mesmo B, podemos escrever

B =VxA'=VxA+Vxa=B+Vxaua, 51

e, portanto, VX o = 0, implicando em a = VA. Os dois potenciais também dao origem ao mesmo

E, assim
E' = -V¢' - aalt, =-V(¢+p) —%(A+V/l)
= E-V() -+ (W
o1
= E_V(B+E)’ (52)
portanto, V (,8 + %—’}) = 0, logo podemos escolher 5 = —‘Z—f. Consequentemente, nesse sentido,

podemos definir as seguintes transformacoes

A(x,)) > A’ =A+V2, (53)
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¢(x,1) > ¢'=¢ - ?9—;1 (54)
Tais transformagoes implicam juntas que E — E’ ¢ B — B’. Como podemos ver, as trans-
formagdes definidas mantém os valores de E e B inalterados. Quando uma transformagao
mantém algum resultado inalterado, pode-se dizer que hd alguma simetria associada a tal tipo de
transformacdo. Em particular, nesse caso, as transformacoes sao denominadas transformacdes de
calibre e os campos E e B sdo invariantes de calibre. Pode-se dizer ainda que as equacgdes de
Maxwell formam um conjunto de equacgdes invariantes pelas transformacdes de calibre definidas

em (53) e (54), pois dependem somente dos campos E ¢ B.

2.3.3 A Lagrangeana de Maxwell

A mecanica cldssica pode ser construida partindo-se da agdo, a qual é definida pela

integral temporal da funcao Lagrangeana,

S:/Lm. (55)

A Lagrangeana, de maneira geral, depende das energias cinética, T, e potencial, V,

L=T-V, (56)

expressas em fungdo das coordenadas x; do sistema e de suas derivadas dx/dt = % e d%x/d¢? = %.
De acordo com o principio da minima a¢do, dados os estados inicial e final do sistema, a

acdo total € um minimo, de forma que

oS = 5/ Ldt =0. (57)

Concentremo-nos agora no caso do eletromagnetismo cldssico e em um tratamento
generalizado em termos dos potenciais eletromagnéticos ¢(z,x) e A(t,x). A funcdo Lagrangeana

pode ser escrita como

L:/S&L (58)

em que £ é denominada densidade Lagrangeana. Antes de mais nada, deve-se observar que
< é uma grandeza escalar que tem dimensao de [energia] /[unidade de volume], uma vez que
representa a diferenca entre as densidades de energia cinética e potencial. Assim, a a¢do para
esta generalizacdo pode contemplar todas as combinac¢des com resultado escalar feitas por meio
dos potenciais e de suas derivadas, ¢, d,;¢, Vo, A, ,A, V- A e V X A. Além disso, os termos de
fonte também estao presentes nas equacoes de Maxwell. Podemos, entdo, tentar uma constru¢ao
do tipo
L =a(09)* +B (A +y(VP)* + A(V - A)? +£(V x A)*+
+x (0,) (V-A)+0(Ve) - (5,A)+ (V) - (VX A)+ (59)
+k(8,A) - (VX A) +up* +vA> +agp + bA - J,
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emque, a, B, v, A &, v, 0, , k, 4, v, a e b sdo coeficientes a determinar.

Em primeiro lugar, antes de prosseguirmos, € sabido que

E=-Vo-08,A (60)

B=VxA. (61)

Conforme ja observamos quando definimos os potenciais eletromagnéticos, temos que

VXE = -VXx(V¢)-V x(0A)
N———
=0
= —0,(VxA)=-6,B (62)
€
V-B=V-(VxA)=0. (63)

O resultado acima nos faz concluir que as equagdes homogéneas ndo sdo provenientes da
Lagrangeana, pois saem diretamente da defini¢cdo dos potenciais. Na sequéncia, vamos usar
o principio variacional com relagdo a ¢ e depois com relacdo a A na Lagrangeana (59) e,
posteriormente, comparar os resultados obtidos com as equagdes nao homogéneas de Maxwell.

Fazendo primeiro, a variacdo da Lagrangeana geral (59) em relacdo a ¢, a fim de obter a

candidata a equacdo de Gauss,

5[ (8¢)®] = 2a(d,0) (9,6¢)
- i%(2a(@¢)5¢)—2a(85¢)5¢::—2a(63¢)5¢. (64)

=0

Note que os termos livres sdo considerados nulos, ou seja, aqueles que envolvem derivadas
totais podem ser descartados, pois ndo contribuem para a dindmica Lagrangeana, uma vez que

derivadas totais em integrandos simétricos nao afetam a acgao.

§[y(Ve)y’] = 2y(Ve)- (V5¢)
= V- (2y(V$)s9) -2y (V20) 5¢
=0

= -2y (V%) de. (65)

6 [x (0:9) (V-A)] = x(8i6¢)(V-A)

= 0(xo¢V-A)-0;(xV-A)d¢
——————
=0

= —x0,(V-A)b6. (66)
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6 [0(Ve) - (3:A)] o(Vép) - 9:A

~— ——
=0
—8, (V- A) 5. 67)

Observe que os termos que acompanham os coeficientes y e o apresentam contribui¢coes
semelhantes envolvendo ¢ e A. Ao reescrevermos a Lagrangeana, tais termos serdao reunidos em

apenas um. Continuando com os cdlculos das variagdes, temos:

6[4(Vg) - (VxA)]

{(Vég) - (VxA)
V({66 VX A) (V- (VXA =0. (68)

=0

Veremos que este termo também produz contribui¢do nula quando realizamos a variacao em

relacdo ao campo A. Portanto, vamos descarti-lo. Os dois termos restantes sao

6 [ug] =2up5¢ (69)

olagp] = apéé. (70)
Assim, a variacdo completa da densidade Lagrangeana € dada por
(2a (a}¢) +2y (v2¢) 108, (V- A)—2ud - ap) 56 =0, 1)
de forma que
V. (2yVé +08,A) +2a (a,2¢) —2ud = ap. (72)

Facamos agora a varia¢ao da densidade Lagrangeana (59) em relacdo ao potencial vetor

A, termo a termo, para obtermos a equacdo candidata a lei de Ampere-Maxwell:

5 [B(2A)’] = 2B(8,A)- (8,5A)
Y (2ﬁ(6,A)-6A)—2ﬁ(6t2A)-6A
=0
= -25(374) - 54, (73)
6 [A(V - A)?] = —2AV(V - A) - 5A, (74)

5 [£(V x A)?] = (—2§V2A +26V(V - A)) . 6A, (75)
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6 [x (0:¢) (V- A)] =—xV (di¢) - 6A, (76)

6 [0(Ve) - (8,A)] = -0V (91¢) - 6A. (77)

Conforme haviamos observado anteriormente, os termos que acompanham os coeficientes
X € o apresentam contribui¢cdes semelhantes. L.ogo, vamos optar pelo termo que acompanha
o e descartar o termo com y quando formos reescrever a Lagrangeana (59). Outra observacao
relevante, ja comentada anteriormente, diz respeito ao termo misto £ (V¢) - (VX A), que apresenta

variacdo nula quando sdo considerados os dois potenciais, ¢ € A. Para os termos restantes, temos

5[k (8A) - (VxA)] =0, (78)
S[vA?] =2vA - 5A (79)

€
S[bA - jl=bj - SA. (80)

Reescrevendo todos os termos obtemos a equacao de campo
[2A —2£]V(V - A) +26V?A —2vA = bj — 8, (2BO,A + oV ¢). (81)

Comparando as equagdes obtidas, (72) e (81), com as equagdes de Gauss e Ampére-Maxwell
escritas em fun¢do dos potenciais, (48) e (49), obtemos u =a=v=A=0,y = 1/2c2, o =€,

a=—pg, b=ppé=-1/2ep=1/2c Reescrevendo a densidade Lagrangeana (59), temos

1 1 1 1
ZL = 22 (8,A)* + 2—02(V¢)2 - E(V X A)* + g(wﬁ) “(6,A) — podp + oA - J
_ l(izEz_Bz) ~oldp—A- . (82)
2 \c

A equacdo (82) € a chamada densidade Lagrangeana de Maxwell.
E conveniente introduzirmos a notagdo covariante, a partir da qual as equagdes do
eletromagnetismo podem ser escritas de forma mais compacta. De inicio, introduzimos o

quadrivetor potencial

1 )
AH = (—¢, A'=-A; = A|, (83)
C

a partir do qual escrevemos o tensor eletromagnético (Field Strength Tensor)

FI = —FM = gHAY - 9" A¥, (84)
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1 . .
emque 0% = |-0;,0' = —0; = —Vi). Observemos que F*” € antissimétrico e que
C

FOi — 60Ai _6iAO

_1(9A
“olar ), (85)
_ E'_E,
¢ ¢
e
FU = §'A -9/ A
= A, - ;A
= {6tm61n_6tn6/m}amAn
= €k EmnkOmAn = —€;jxB* = —€j1Bi. (86)
—_———
:—Bk

Desta forma, o tensor eletromagnético tem a representacao matricial

0 -E'Je -E?/c -E’/c

1 3 2
o | E'e 0 B B &7
E*’/c B? 0 -B!
E3/c -B? B! 0

Por fim, reunimos as densidades de carga e corrente elétricas em um tnico quadrivetor
densidade de corrente, dado por
J' = (cp, J). (88)

Agora estamos prontos para reescrever a Lagrangeana (82) na notag¢do covariante:

1(1
Zz = E(EEZ—BZ)—,UOWP—A'J]
1
= =3P Fay = oAty (89)

Se agora fizermos o processo inverso, aplicando o principio da agdo minima em relagdo

ao quadrivetor potencial A#, obteremos as equagdes de campo reunidas em apenas uma:

8, F" = oJ”. (90)

As equacoes de Maxwell na forma que as conhecemos podem entdo ser recuperadas tomando as

componentes temporal e espaciais da equagao acima. Fazendo v = 0, temos
u=t j
0, F* = §;F"

- a2
c

= lV-E. 1)
c
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Por outro lado, J° = cp. Entao,
vE=L 92)
€0
A outra equagao nao homogénea pode ser obtida fazendo v = i:

g FH M2 GoFY 4 g, F
O E;

- 9 5 eqB
PEPERRCA
1
= ——26,E+V><B. 93)
c
Dado que J' = J, obtemos
VXB= ﬂoEo(?,E + ,LloJ. (94)

As equacdes homogéneas, como comentamos anteriormente, sdo obtidas diretamente das

defini¢cdes dos campos em termos dos potenciais,

E=-V¢-HA (95)

B=VxA. (96)
E possivel definir um tensor dual de F*”,
~ 1
FF = Es“Vp‘er(,, 97)

em que €77 é o tensor Levi-Civita em quatro dimensdes (com g%/ k=g k). Seus elementos
também podem ser representados por meio de uma matriz de ordem quatro antissimétrica, dada
por

0 -B' -B* -B

B' 0 E3/c -E?*/c

FH = 98
B> —-E%/c 0 E'/c %)
B> E?/c -E'Jc 0
Em razdo da forma como € definido o tensor dual, em termos de £#"P7, segue que
8, F* = 0. (99)

A identidade acima nos permite obter as equacdes homogéneas de Maxwell, de forma
andloga ao que foi feito para Gauss e Ampére-Maxwell. Por fim, concluimos que as equagdes de

Maxwell podem ser escritas na notacao covariante como

A F" =J",  8,F" =0. (100)
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3 Violando a simetria de Lorentz a partir

da Lagrangeana de Maxwell

Existem diversas abordagens para uma investigacdo cientifica da natureza, sendo trés
delas particularmente notaveis. A primeira € a observacao direta dos fendmenos naturais, embora
essa abordagem possa ser limitada pela tecnologia disponivel, especialmente quando se trata de
observar regides distantes do espaco ou de escalas extremamente pequenas. A segunda abordagem
se d4 em ambientes controlados, como laboratdrios, nos quais ferramentas avancadas, como
aceleradores de particulas, permitem simular e testar hipdteses em condic¢des especificas, com a
reproducdo de fendmenos fisicos e a sua andlise em profundidade. Por fim, a terceira abordagem
envolve a formulagdo de extensdes ou violacdes deliberadas dos modelos tedricos existentes, com
o intuito de propor previsdes inovadoras. Essas previsdes podem, eventualmente, ser verificadas
experimentalmente em laboratério ou observadas no mundo natural, confirmando ou refutando
tais hipéteses e levando a revisdo ou expansio dos modelos existentes. E nesse sentido que as
ideias do presente capitulo estdo embasadas.

E nessa tltima abordagem que direcionamos nosso desenvolvimento, ao adicionar um
termo CTP-par que viola a simetria de Lorentz na Lagrangeana de Maxwell. A violagcdo da
simetria de Lorentz € introduzida no MPE pela adicio, a densidade Lagrangeana do MP minimo,
de todos os possiveis termos que poderiam surgir como resultado da quebra espontanea da
simetria de Lorentz em um cendrio de altissimas energias. Esses termos incorporam tensores
constantes que podem provocar efeitos ndo convencionais, como, por exemplo, uma anisotropia
do espago-tempo (BELICH et al., 2007; MARIZ; NASCIMENTO; PETROV, 2023). Na situagdo
analisada neste trabalho, consideramos um caso particular de um destes termos previstos no
MPE. No entanto, consideraremos a situacao em que o vetor de fundo depende das coordenadas
do espaco-tempo.

O capitulo estd dividido em trés secdes. Na Secdo 3.1, apresentamos as equagdes de
Maxwell modificadas pelo termo de violagdo inserido na densidade Lagrangeana. Ja na Se¢do 3.2,
obtemos as generalizacdes para a densidade de forca de Lorentz, a densidade de momento, o
vetor de Poynting e a densidade de energia. Por fim, na Secao 3.3, analisamos o potencial vetor
no contexto do efeito Aharonov-Bohm, considerando um cendrio com violacao da simetria de

Lorentz. Adotaremos em todo o texto a convengdo métrica n*” = diag(+1, — 1, — 1, — 1).

3.1 Equagdes Modificadas de Maxwell

Vamos considerar a densidade Lagrangeana de Maxwell, ja discutida na Subsecdo 2.3.3,
agora com a adi¢do de um termo que promove a quebra da simetria de Lorentz. O modelo a ser

estudado € descrito pela seguinte Lagrangeana:
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1 1 2
& = _ZF/?W -3 (xuF*)" = pod A" (101)
O termo —% ( XuF “")2 € um caso especial da violacio de simetria de Lorentz no setor do
féton CPT-par, dada por (KOSTELECKY, 2004):

1
S/ppar = _ZKUﬁY(SFa,BFy(Sa (102)

apAs

em que K € um tensor de quarta ordem. Nosso termo, conhecido de éter (GOMES et al.,

2010; MARIZ; NASCIMENTO; PETROV, 2023), ocorre quando temos a relagio

KaBys = — (Xa)(ynﬁé — Xa XNy T XpXsNay _)(ﬁ)(ynad) . (103)

Para obtermos o conjunto das equacdes de Maxwell modificadas, comecamos obtendo as
equacdes de movimento ao aplicar o principio da acdo minima. Calculando a variagdo da

densidade Lagrangeana acima em relagcdo a A¥, obtemos, termo a termo,

1 1 , )
5(—ZF3V) = -3 {6 (Fu) F* + Fy0F*}

1 1
= —EFﬂvéF’uv = —EFﬂV {6’“614" - (9V6A'“}

1 1
= 5 Fuw0"6A" + SFy 06 A" (104)
= —F,0"5A”
= — 0V (Fuy0A”) +0" (F,y) 6AY

——

=0

= 0" (F.) 64", (105)

Nas manipulacdes acima, utilizamos seguidas vezes integragdes por partes, ja que subentende-
mos estar a densidade Lagrangeana sob integracao no espaco-tempo. As derivadas totais sao
descartadas, como ja explicado anteriormente, em func¢do de os campos terem valores fixos nos

limites de integracdo. Seguindo com os célculos das variagdes, temos:

1 1
5 (—EXﬂF#VX“Fm) i) {Xux O (F* ) Foy + XuX " F*5(Foy)} . (106)
= _)(,uXQFavé(F'uv)
= —XuX"Foy {0"6AY — 0V6AH}
= —XuX"Fay0"0AY + x X" Foy 0" 6AY. (107)
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Efetuando a troca p < v em y,x*Fy,0"0A" (tal procedimento tem sido recorrentemente

utilizado, ja que os indices repetidos sdo chamados “mudos” - indices de somatdrio), obtemos

1
0 (_EXuF'UVXaFav) = (XvXaFav _)(u)(wFav) o"6AY

= o {(XVXQF(IV _X,u)(a/Fav) 6AV}

=0
—0" (XVXQF(YV - X/t/\/aFav) 0A”
= " (xuX“Fav — XvX"Fav) 6A”. (108)

Reescrevendo todos os termos, chegamos a equagdo de movimento,

o (F,uv +X,u/\/aFav_XvXaFay) = pody. (109)

Devemos observar que a equacao (109) inclui novas contribui¢des oriundas da inclusao
do termo de violagdo de Lorentz, as quais ndo estavam presentes na equagao (90).
Agora, a partir da equacao (109) , escreveremos as equagoes de Maxwell modificadas.

Primeiro, para encontrar a Lei de Gauss, vamos tomar v = 0, termo a termo, na equagao (109).

=i . 1
0" (Fuo) '= 0'Fio = —V - E: (110)

O (xux Fa0) = 0" (xux'Fjo)

=0, : l. :
"= 0% (kX Fjo) + ' (xix! Fjo)
1 1
= =0 [ -E)]--V Ix(x-E)l: 111
c c
@ a=0,j .
—0" (XoX"Fap) = T (XoXx* Fou) = 0" (xox” Fju)
u=0,i

=" =0 (v Fu) - 8 (X Fn) = ' (xoX Fy)

1 1
- :EV'(XgE)JrC_zaf[Xo(X‘E)]+V-[)(o()(xB)]; (112)

HoJo = pocp. (113)
Reorganizando todos os termos, obtemos a equa¢do de Gauss modificada

v.p=-2, (114)
€0

na qual,
D:(1+X§)E+cXO(X><B)—X(X-E). (115)
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De maneira semelhante, tomemos v = i, termo a termo, na equagdo (109) para obter a

equacdo de Ampere-Maxwell
:O’ / .
o+ (F,ui) a = / (90 (F()l') + 0/ (Fji)
1
= —0E-VXB;
c

M (xux"Fui) "= 0" (Xuonol-) + oM (Xﬂxk Fki)
P2 g0 (X(%Fm) +0/ (XJXOFOi)
+0" (Xo)(kai) +0/ (XijFki)
1 ) 1
= 50 (\GE)+ -0 (xox x B)
c? c

1
+-0; (xox,Ei) ;

1 1
0" (xix“Fou) = _Eaj (x:xoE;) - E@(XX'E)
~8; (xi(x xB););

Hodi = —pod;.

Reescrevendo todos os termos, obtemos

V xB~-L,[E+x3E +cxox xB - x(x - E)]+

1
c

D

+0 (Xi (x X B); = x;j (x % B),-) + 29 (Xo (X,-Ej - XjEi)) = podi.

Note que, para quaisquer A e B,

(')J- (A,'Bj —AjBl') =V X (A XB)

Logo, a equacdo de Ampere-Maxwell € dada por

VXH= ,u()J + ﬂ0808tD,

em que

1
H=B+ X (xxXB)+—-xox XE
c

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

e D é definida em (115). Por fim, conforme discutido na Subsecdo 2.3.3, as equagdes homogéneas

permanecem inalteradas:

VXE:—a—B e V-B=0.
ot

(124)
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3.2 Modificagdes nas leis de conservacao de Energia e Momento

Da mesma forma que fizemos na Se¢do 2.2, aplicaremos o mesmo procedimento as nossas
equacdes modificadas pelo parametro violador y*. A questdo que se coloca agora €: as leis de
conservagao de energia e momento também serdo alteradas? Sim, as modificagdes nas equacoes
sugerem que tanto a conservacao de energia quanto a de momento serdo afetadas. Seguiremos
0s mesmos passos discutidos anteriormente para reproduzir esse novo resultado, adaptando as
técnicas j4 vistas para essa nova estrutura.

Primeiro fazemos o produto escalar da equacao de Faraday-Lenz (124) por B e obtemos

(VXE)-B= —%a, (Bz). (125)

Agora, fazendo o produto escalar da equagdao de Ampere-Maxwell (122) por E, obtemos

V x (B+,\/><(,\(><B)+%XO,\(><E) ‘E =poJ - E+

+y0808,((1+)(§) E +cx, (XxB)—X(X-E))-E. (126)
Subtraindo a equacao (126) de (125), ficamos com

v-(E><B)—V><()(x()(xB)+§)m)(><E)-E:-%at(BZ)Jr

~poJ - E = pozod, ((1+x2) E+cx, (xxB) - x (x - E)) - E. (127)

Trabalharemos termo a termo na equagdo (127) com o objetivo de obter uma equagao
com a estrutura apresentada em (33), porém com as modifica¢des introduzidas pelo parametro de

violacdo da simetria de Lorentz:

VX (xx(xxB))-E = —€0; ([x x(xxXB)l)E;
= —€jk€kmn0; (xm (x X B),,) E;
= —€jk €kmn Enpqaj ()(m)(pBCI) E;
——

=€nkm
—€jjk {‘5kp‘5mq - ‘5kq5mp} 3; (XmxXpBg) Ei
€7k {07 CemxxBm) Ei = 0 (XmxmBx) Ei} . (128)

Observe que

—€jjk0; (XmXkBm) Ei =V - ((x - B) (E X x)) + (x - B)(x - 6,B), (129)
2 1 2 2
&ix0; (mnBO) Ei = V - () (Bx B)) - 3%, (B) (130)

(x-B)(x - 6,B) =9, (%(){ : B)z) —(x-B)(B-0,x) (131)
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% X0, (BZ) =0 (1)(232) - =B%9, (Xz) : (132)
Assim,

~Vx(xX(xxB)-E=V-((Exx)x B+ (BXE)x?)+
+10, (v B)? - x*B%) + B9, (3%) - (x - BY(B - 0,(x)). (133)

O célculo dos préximos termos segue de forma andloga ao procedimento realizado anteriormente

para obter a expressao em (133):

1
VX GoxxE)]-E = pogocV - (xoE x (x X E)) +
+pogocxo(x X E) - 0B, (134)

~poz00, ((1+x3) E) - E = -0, (%ﬂoso(l +X§)E2) - hoeoE%, (id). (139)

—c0£00; (xox X B) - E = cuogo(E X B) - 6; (xox) + cogoxo(x X E) - 6;B,  (136)

HoE0
2

Hos0d (X x - E) - E = 0, (F52 (- EY?) + posox - E)(E - 6,). (137)

Reescrevendo todos os termos, obtemos uma equacao semelhante a equacao (33), que
sugere uma nova densidade de energia U e um novo vetor de Poynting S, ambos modificados

pelos termos de violacdo:

oU ~ 1 1
92 4v.S = —E-J- —B%, (X2)+—X-BB-6,(X)
ot 2p0 Ko
E
26, (x3) + ceo(E X B) -, (xox)
+eox - EE - 8,(x), (138)
em que
~ 1 1 1 1
U= |eE*+—B*+—(x B - —x*B*+s0x E* — s0(x - E)* (139)
2 Mo Ho Mo
© 1 1 1
S=—(ExB)+—(EXx)x -B+—(BXE)x*+ceoxoE x (x XE). (140)
Ho Ho Ho

Observe também que, caso o parametro violador seja nulo, retornamos aos resultados
conhecidos da EDM.
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Fazendo agora o produto vetorial entre a equacao de Faraday-Lenz (124) e o campo E e
entre a equacdao de Ampere-Maxwell (122)e o campo B, e combinando-os conforme feito na
Secdo 2.2, obtemos uma nova equagao de continuidade, semelhante a equacao (39), que incorpora
as densidades de momento e de for¢ca de Lorentz ajustadas pelos termos de violagao.

1 dg
—28—g+v T = pE—JxB+6, (141)
«—
na qual g representa a densidade de momento, T € o tensor de tensdes de Maxwell e ©

corresponde a correc¢do na densidade da forca de Lorentz, definidos, respectivamente, como:

§:—{EXB+XE><B+C)(0(,\(><B)><B—(X><B)()( E)}, (142)
Mo
1 e, 1
0 = 2—3 Vx ——(x-B)(B-dx)+ceo(BxE);d (xox;)
Ho Ho
1 2 2
+380E%, () = 20(x - E)E - 8i(x)), (143)

g
Ty =0 {6 ($E2+ 5B - o (x X B) + $E*2 - $x - E) +
—&oEiE; - M—oBiBj - #LO(X X (x X B))iB; — ceoxo(x X E)iBj+

~80EE;x3 — ceoxo(x X B);Ei +s0(x - E)x;E;} . (144)

Observemos novamente que, ao fazer y, — 0 e y — 0, recuperamos os resultados da EDM.

3.2.1 Campo Elétrico de uma carga puntiforme

Considerando uma particula pontual na origem carregada com carga elétrica ¢, em

unidades gaussianas, obtemos das equacdes (114), (122) e (124) as seguintes equagdes:

V- [(14RE +ox (< B) - x(x - B)] = —as'(0) (145)
VXE = 0, (146)

V- B =0, (147)

V X B+,\(><(X><B)+%X0X><E = 0. (148)

em que €p € a permissividade dielétrica do vacuo. Observa-se que o vacuo apresenta permissividade
dielétrica e permeabilidade magnética ndo triviais nas situacdes em que ocorre quebra da simetria
de Lorentz (GAETE; HELAYEL-NETO, 2023a). Tal particularidade deve ser estudada em

trabalhos futuros. Sabendo que se trata de uma carga na origem e lembrando que o rotacional
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do gradiente de qualquer campo escalar continuo « € sempre nulo, a partir da equagao (148)

obtemos
1
B+ xyXx(xXxB)+—xox XE =Va. (149)
c

Mais adiante, veremos que, sem perda de generalidade, podemos assumir ¢ nulo. Como

x X (x xB) = (x - B)x — x*B, reescrevemos a equacio (149) na forma

{[1-x] 6+ xix} B, = (Va - 2y xE) . (150)
Observemos que a equacao (150) pode ser escrita como
M;;B; = P;, (151)
com
Mij = [1 = x*] 61 + xix (152)
e
P = (va—)?)(xE)i. (153)

Dessa forma, para determinarmos B, basta calcular M -1 uma vez que B = MJ‘WII P,,. Como M

assume a forma
M,'j = a6,-j + bu,-uj, (154)

coma = [1 - /\(2], b=1eu = y, segue do Apéndice A que a inversa de M é dada por

M = X8 m + YXj Xm» (155)

em que x = é ey= _‘1(‘”#2)' Ou seja,

-1 1
Mjm = 1 _X2 {6jm _Xj)(m} . (156)
E, portanto,
__ 1 Xo
B=——{Va-x(x-Va)} - —2>_ (xxE). (157)
[ c(l-x*)

Observamos, entdo, um efeito notdvel da violacao da simetria de Lorentz: a producido de um
campo magnético em uma configuragdo de carga elétrica pontual e estdtica. Esse fendmeno
resulta da interacdo do campo elétrico gerado pela carga com o campo de fundo que prococa a
violag@o da simetria de Lorentz, algo que ndo ocorre na eletrodindmica usual, na qual uma carga
estdtica ndo produz campo magnético.

Por outro lado, da equagao (145), temos

1
V-D=—g8(r), (158)
€0
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que nos fornece o resultado

q
47reor2r’ (159)

D =

sendo D = (1 +x )E+C)(() (x xB)— x(x-E).Sabendoque y x (Y XE) = (x-E)x - xX*E
e substituindo o valor de B encontrado em (157) na equacdo (159), obtemos

E—(X'E)X:%(f—e), (160)
com
2 2
f= 1+1X_°);2X 6= 1‘:_)‘;2 (x X Va) egzﬁrd (161)
Assim como feito para 0 campo magnético, escrevemos a equacao (160) na forma
MyE = +(E =6, (162
com
M;j =615 — XxiX;j- (163)

Assim, para obter E, calculamos M ™!, ja que E = %M ~1(& - 6). Notemos que M tem a forma

(154) e, portanto, sua inversa é
1
-1
Portanto, o campo elétrico para uma carga puntiforme na origem € dado por

1
E=-—1 3 X yva+ 1

r
f 4regr? 1 - x2 +X(% (1 —x? +X§) drrer?

x(x - 7), (165)

emque r = (x,y, z) é o vetor posi¢cdo do ponto onde o campo € calculado, r = |r| = \/m
¢ a distancia da carga ao ponto em questdo e 7 = © € o vetor unitdrio que aponta da origem (onde
estd localizada a carga) para o ponto r. Observe que o campo elétrico E, nessa formulagdo, ndo é
puramente radial, apresentando um desvio do campo central. Isso contrasta com a eletrodinamica
convencional, na qual o campo aponta exclusivamente na dire¢do radial.

No entanto, notemos que o campo elétrico E, encontrado em (165), deve satisfazer a
equacao (146). Isso implica que o campo E deve ser derivado de um tnico potencial escalar ¢,
jaque V x (-=V¢) = 0. Analisando o segundo termo, concluimos que é necessdrio que Y seja
paralelo a Va ou Va = 0, para que o rotacional deste termo seja nulo. Tomando y = g;(r)7
e xo = g2(r) em (165), podemos assumir, sem perda de generalidade, que Va = 0, ou caso

contrdrio Va também teria a direcdo 7. Assim, a equacdo (165) pode ser reescrita na forma
E = filr) -

h(r)

57+ f2(r)g1(r)F(gi(r)? - 7))

46r2

166
47reor2 (166)
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onde h(r) = fi(r) + fa(r)gi(r), com fi(r) = }, fr(r) = # Calculando o rotacional do

+x2
campo E encontrado em (166), obtemos ’

dh
9 _dht), . a (167)
Amegr? dr 4regr?

VXE=Vh(r)xrF
Observe que o campo elétrico € modificado pelo parametro de violagcdo. Outro ponto relevante
é que, ao fazer y* — 0,0 que levaa h — 1 em (166), conseguimos recuperar a expressao

correspondente para a EDM. Dessa forma, obtemos

= (168)

como esperado, correspondendo ao campo elétrico para uma carga pontual no vacuo sem

parametros de violagdo.

3.3 A importancia do potencial

Na eletrodinamica cldssica, tanto a forca de Lorentz quanto as equagdes de Maxwell
sdo formuladas diretamente em termos dos campos elétrico e magnético, sem fazer referéncia
explicita aos potenciais escalar e vetor (GRIFFITHS, 1999). Vale notar que a forca de Lorentz se

anula na auséncia desses campos, uma vez que

F=q(E+vxB), (169)

em que E é o campo elétrico, B é o campo magnético, v € a velocidade da carga, e g € a carga
elétrica. No entanto, em Mecanica Quantica, os potenciais desempenham um papel essencial, ja

que a Hamiltoniana € escrita em termos de ¢ ¢ A, e ndo de E e B:

1 (n 2
H=—|-V-qgA]| +q¢. (170)
2m ( i )

Por um longo tempo, acreditou-se que nao poderia haver influéncia eletromagnética em
regides que E e B fossem zero. Mas, em 1959, Aharonov e Bohm (AHARONOV; BOHM, 1959)
demonstraram que o potencial vetor pode afetar o comportamento quantico de uma particula
carregada até mesmo quando ela estd passando por uma regido onde os campos sao nulos.
ApOs a publicacao desse artigo, diversos trabalhos passaram a explorar variantes do efeito
Aharonov-Bohm, incluindo cendrios em que hé violac¢do da simetria de Lorentz (de Melo et al.,
2024; BORGES; FERRARI, 2022). A pergunta que permanece €: seria possivel, em nosso caso,
reproduzir o efeito Aharonov-Bohm considerando as modifica¢des introduzidas pela violagdo da
simetria de Lorentz? A principio, podemos dizer que sim.

Em principio vamos reescrever as equagdes (114), (122) e (124) considerando um sistema

estaciondrio, no qual yp = 0 e y € constante. Assim, temos:

V-(E-x(x-E)) =0, (171)



Capitulo 3. Violando a simetria de Lorentz a partir da Lagrangeana de Maxwell 40

VXE=0, V-B=0 (172)

VX (B+xyX(xXB))=puod. (173)
Como sabemos que B =V X A, a equacdo (173) fica

VX(VXA)+ VX[ ¥ X (¥ X(VXA))] =puod. (174)

Novamente utilizamos a relagdo

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A, (175)

que, no calibre de Coulomb, V - A = 0, nos fornece, para o potencial vetorial,

Vx(VxA)=-V?A. (176)

Para o segundo termo da equagdo (174), iniciaremos analisando o termo interno:

XX (VxA)=[x;V-(x V)o;]| A =¢& (177)

por outro lado,

X(V-6) - (x V)

= XmOn (Xj0nAj = xj0jAn) +
~(x V) (xj0mA; = x;0;Am)

= XV2(x - A) = xXmx;0;0nAn+

VX (xx¢§)

———
=0, V-A=0.
~(x-VV(x-A)+(x-4)°A
= xV(x-A) - (x-VV(x-4)+(x-A)’A. (178)
Reescrevendo todos os termos, obtemos
~VPA+xV(x-A) - (x VIV (x-A)+(x-A)>A=pul. (179)

Reescrevendo a equacgdo (179) em sua forma matricial, temos
M;;A; = podi, (180)
na qual

My = (v 902 = V%) 535+ (092 = (x - V)Vi) (181)
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Para determinarmos A, precisaremos encontrar a inversa de M, dado que A = uoM~'J. No
entanto, € importante observar que M € uma matriz composta por operadores. Para simplificar os
célculos, transformaremos essa matriz, do espagco das posi¢cdes para o espaco dos momentos via

Transformada de Fourier. Nesse espaco, utilizamos as seguintes substituicoes:

Voik e V2> —k*=—k k. (182)

Assim, a matriz M pode ser reescrita como
Mij = [K2 = (x - B)*163; + [(x - K)ki = xik? 1y, (183)
Notemos que a matriz M tem a forma

Mij :aéij+bu,-vj, (184)

naquala =k>—(y - k)2, b=1,u; = (x-k)ki— yik’ e v; = xj. A matriz (184) possui inversa

dada por
M3 = X6k + yu;vi, (185)
em que
1 1
== ———— (186)
a k7= (x k)7
€
b 1
y = _— (187)

ala+bu - v] [kz—(,\/-k)z] [kZ_szz]'

Portanto, a inversa da matriz M é dada por

1 1
My = ————— §0i — —5———7 [(x - B)k; = x;k*] x| - (188)
i K2 - (y - k)2 k (K2~ k7] [ - Kk = x| xe
Com isso, o potencial vetor A € dado por
1 — T
A= J X [((x -k -k x| ¢, (189)

k> = (x - k)? K [1- x?]
em que J é a densidade de corrente no espaco dos momentos. Para avancarmos em nossa andlise,
é necessdrio determinar J nas condi¢des de um solenoide infinito e idealmente impermedvel, que
confina o campo magnético completamente em seu interior para, posteriormente, estudarmos
como € modificado o efeito Aharonov-Bohm. Retomaremos essa discussiao no Capitulo 6.

No préximo capitulo, exploraremos uma eletrodindmica nao linear que surge quando
decompomos o campo magnético, considerando a intera¢do do f6ton com um campo magnético de
fundo. Essa abordagem permite descrever fendmenos que vao além da eletrodinamica cldssica de
Maxwell, sendo particularmente relevante em contextos onde a presenca de campos magnéticos
intensos geram contribui¢des adicionais, como em meios materiais complexos, regimes de altas
intensidades de campo ou modificagdes associadas a violagao de simetria de Lorentz, tema que

serd abordado em maior detalhe no Capitulo 5.
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4 Formulacao da Lagrangeana Nao Linear

para Eletrodinamica

Neste capitulo, veremos que uma eletrodindmica nao linear apresenta propriedades de
propagacao de ondas distintas daquelas encontradas na teoria de Maxwell. Isso ocorre porque,
no contexto nao linear, a velocidade de propagacao pode ser alterada na presenca de um campo
eletromagnético externo, devido a auto interacao (NEVES et al., 2021).

O capitulo esta dividido em quatro secdes. Na Secao 4.1 descrevemos a eletrodinamica nao
linear resultante de uma Lagrangeana arbitraria, escrita exclusivamente em funcao dos invariantes
de calibre. A Secdo 4.2 foi subdividida em trés subsecdes: na Subsecdo 4.2.1, construimos a
Lagrangeana mais geral em fun¢do dos invariantes de Lorentz e de calibre; na Subsecao 4.2.2,
abordamos as equagdes de campo mais gerais em fun¢do de um campo eletromagnético externo
nao homogéneo e ndo constante no tempo; e na Subsecao 4.2.3, derivamos as relacdes de dispersdo
para o caso em que o campo de fundo é puramente magnético, homogéneo e constante no tempo.
Por fim, na Secao 4.3, aplicamos os resultados obtidos em alguns modelos de eletrodindmica ndo
lineares conhecidos na literatura.

A partir de agora, trabalharemos no sistema de unidades naturais,emque zi=c=1¢e
4mep = 1. Neste cendrio, consideraremos que os campos elétrico e magnético possuem dimensao
de energia ao quadrado. Além disso, utilizaremos as seguintes conversdes para relacionar unidades
usuais ao sistema natural: 1Volt/m = 2.27 X 1072*GeV? e 1 T = 6.8 x 10~ 10GeV?.

4.1 Lagrangeana dependente de um unico invariante

A forma mais direta de introduzir ndo linearidade nas equagdes de campo eletromagnético
€ por meio do formalismo Lagrangeano. Comecemos nossa investigacdo estudando a situacgao
mais simples possivel, na qual a teoria ndo linear surge de uma fun¢do Lagrangeana arbitriria
que depende somente de um invariante de calibre e satisfaz equagdes diferenciais envolvendo, no
maximo, derivadas de segunda ordem no campo propagante do féton.

Comegamos tal descri¢do, definindo uma Lagrangeana &£,;; = Z(¥), em que ¥ € o

invariante de calibre definido por

1 |
F=—F2 =

2Fo =3 (E2-83). (190)

A invariancia de calibre é garantida, ja que F*” = JH*A” — 9V A*, cujas componentes sao
do tipo (—Eé, — €lk B’(j ) No nosso estudo, escrevemos o potencial eletromagnético na forma
AH = at +A‘l§,, dividindo o campo eletromagnético na parte do foton de interesse, a*, e o potencial

do campo de fundo Ag. Essa decomposi¢do nos dd, como consequéncia, o tensor F*¥ = fHV+ F g v
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sendo fH¥ = 0*a” — §”a*, de componentes (—e', — €/¥b*), o tensor de intensidade do campo
eletromagnético da excitagdo em propagacao, enquanto F g Y= oMAY - 8VA‘I;, de componentes
(—Ei , — €lik gk ), corresponde aos campos elétrico e magnético de fundo. Enfatizando, temos
B=b+BpeE =e+ Ep, onde e e b representam o campo eletromagnético do féton, enquanto
E p e Bp correspondem ao campo eletromagnético de fundo. O objetivo da introdugdo de um
campo de fundo no estudo de modelos ndo lineares de eletrodinamica € investigar como a presenca
de campos elétricos e magnéticos externos afeta a propagacao de ondas eletromagnéticas e a
estrutura do vacuo. Além disso, a presenca de campos de fundo intensos pode levar a fendmenos
como birrefringéncia e dicroismo do vacuo (NEVES et al., 2021).

Sendo assim, vamos expandir Z,; até segunda ordem no campo propagante a* em torno
do campo de fundo eletromagnético, descartando os termos de ordens superiores. Antes de mais

nada, notemos que
F = —-F?

v v\ 2

= —7 (Fg + ")
1 1 1,

= gfeafe gl

= Fp+of, (191)

coméf:—%FB-f—‘—llfz.
Fazendo a expansdo da densidade Lagrangeana, temos

0%,
L (Fp+5) = Lu(Ty)+6f -~
E.B
+ - (0f) ' — ) 192
5 O, (192)
na qual definiremos
0L 0> Zl
¢ = , di= -
F lg.p 0F? |5
(193)
Relembrando que 6 f = —%F B f— }‘ f? e que otermo Z,; (Fp) nio altera a equagio de movimento
para a¥, podemos escrever
1 1 1 1 (A
P = ——Fg- f—=f*+=d|-=Fs- f—=f?| . 194
Coletando apenas os termos quadraticos, ficamos com
2 1 1 1 «
7 = _chfjv - E”ngf“” + gc11Flg”f,”FBﬂfM. (195)

Finalizando, o termo de interacdo do campo abeliano de calibre € facilmente dado por

—J At = —J, [a + AR] = —J,at — J, Al
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Assim, acrescentando os termos de interacdo, a densidade Lagrangeana expandida até a segunda

ordem pode ser reescrita na forma

o_ 1 o, 1
=?nl __chfl“’_z

Hv HUVKA 7
ClF f,uv T fﬂvfk/l a _J,uABa (196)
HUVKA _ MY -kl 4 C e
na qual o tensor de fundo T}, = d|Fp Fg" € antissimétrico sob atroca u <> v ou k <> 4, €
simétrico na dupla troca uv < kA.
O préximo passo € determinar as equagdes de campo por meio do principio de minima

acdo em relacdo ao campo a”. Abaixo, tomamos separadamente a variacao dos termos da equagao
(196).

_%Cl [(5f,u1/) fuv + f,uv (5fuv)]

1
_Eclfw (6 [auav - ava#])

0 [_%leﬂvf,uv]

e (75 [8,0,] - 176 0,

= —c1f" 3, (ba,)

= =0y (c1f"6a,)+6a,0, (c1f1)

= (1) Say; (197)

VK. 1 VK. 1 VK.
[ T4 ”f,wfm] = 3Th (6 fu) fa+ 5Th Y (6f)

Y (ETI’;‘VM fkﬁ) a; (198)

§ [—c1Fy fuv] = 8, (c1Fy") day. (199)
Reescrevendo todos os termos, a equacao de movimento fica dada por

Ay [cl fH— T“V” fm] O (c1Fy)+J". (200)

Notemos que o termo 8y, (c1 F g ") presente do lado direito da equagdo faz o papel de uma corrente
para o préprio campo eletromagnético.
Vamos, agora, escrever os componentes dos tensores eletromagnéticos em termos dos

campos elétricos e magnéticos do féton, (e, b), e do campo externo homogéneo e constante no
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tempo, (E, B), supondo a auséncia de cargas elétricas, (p = 0), e de correntes, (J = 0). Diante
disto, notemos que, como os coeficientes ¢ e d; dependem do campo de fundo, eles sdo também

homogéneos e constantes.
Antes de nosso desenvolvimento, faremos algumas considera¢des importantes acerca
dos componentes da equagdo (200). Sabemos que F;; = —¢&;x By e Fo; = E;, assim como

fij = —¢€ijibi e foi = e;. Entdo:
i) Ty = d\EE;,
ii) 79" = &pprd1 Ei By,
iii) 7" = &;jkEmmrd1 BiB;.

Com essas informagodes, facamos v = 0, termo a termo, em (200) e obtenhamos a equagdo
modificada de Gauss:

0u (c1/7°) "' (c1/°) = 0 (c1 fo) = 1V - &5 01)

2

=0, 1 oi 1. oim
="y §T§02foz)+3i (ETE’ Afmz)

| =i 1 .
a’u (__T#O /lfk/l) K= o - EOKﬂfKﬂ)

_ I o Lo Lyoi
A 0, n o _TOIOnfOn) +0 (_ gzmofmo) + 0; (—Tolmnfmn)

2B 2 2°B
(%) 0i0; 1 imn
= 31' (TBZ Jf()j) + 6i (ETg fmn)
1
= 6,' (dlE,'Ejej) — (9,' = EmnrEmnp dlEl'Brbp
2 |
=26,p
= dE-V(E-e—B-b). (202)

Reescrevendo todos os termos, obtemos a equacdo modificada para a lei de Gauss

d
V.e+—E-V(E-e—B-b)=0. (203)

c1
Para obtermos a equacao de Ampere-Maxwell, tomamos o indice espacial v = i, termo a

termo, na equacgdo (200), da qual obtém-se

0, j

0u(erf™) M2 ao (e1f™) +0; (erf”)
= =0y (c1for) = 9 (c1fij)
= -0y (cre;) + Sijkaj (c1b)

= —c18,e+01V><b; (204)
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c%( T"’“fk) 2T |31 S| + 9 —gTé’“fm)
k=0, m 1 : 1 .
=" 0 —ETS’Oﬁfm + 0o —ETE’mﬁfm)
[ 1 jiim
+ (9]- ——Tj O/If()/l +(9j —ETé /lfm/l)
A=0, n 1 oion 1 0imo
= 00 _ETB fOn +80 _ETB fm
1 O0imn 1 JiOn
+ A 2T Jimn +a ZTB Jon
1
T I R

® d (TOiO _]~f0j) 1 50 (TOimn fmn)

b0y (19 fon) + 505 (T4 fon)

1
= —0p (dlEiEjej) - 500 d1E1 EmnrEmno Brbo
—————
=20r0

1
+ aj (dlEngijrBren) - Eaj dlgijkBk EmnpEmno pra'
—_————
=20p0

- &E(B-b-E-e)+d,BxV(B-b-E-e). (205)

Assim, reescrevendo todos os termos, obtemos a equacdo modificada para a lei de Ampere-

Maxwell:
dl dl
Vxb+—BxV(B-b-E-e)=0d(e)+_Ed(E-¢-B-b). (206)
1 1

Como a identidade de Bianchi permanece vadlida e o campo de fundo € homogéneo e
constante, as duas equagdes homogéneas usuais se mantém como na eletrodinamica de Maxwell,
ou seja,

ob

A\ = —— V-b=0. 207
X e o © (207)

Vale a pena observar que nas equagdes (201), (202), (204) e (205) usamos o fato de f*¥ ser
antissimétrico, e como v = 0, tem-se u = i pois caso u = 0 terfamos f%° = 0. Além disso, temos
que 4, (c1F g ") = 0 j& que nosso campo de fundo é homogéneo e constante no tempo. Também
sabemos que o tensor Tg 71 & antissimétrico sob as trocas U <> vouk < A, e simétrico na dupla
troca uv < kA. Por fim, em (*) fizemos uma troca dos indices mudos, n < j e m < j, para
concluir que 8; (T9™" fon) = 6; (T fmo) = ( 7Y% £ ])
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O préximo passo € a obtencdo das relagdes de dispersdao e a sua andlise. Com este
fim, substituimos as solugdes de onda plana, e(x,7) = epelkx—wn) o b(x,t) = boe!&x-w0) pag

equacoes de Maxwell. Comecamos pela equacgao (207):

Vxe = Sijkajek
= &jk0; (eOke’(k’x_“)’))
= iS[jkkjek

= ikxe (208)

atb — at (boei(k.x—u)t)) — _iwboei(kx—wt)

(209)
= —iwb.
Assim, obtemos |
b=—kxe. (210)
w
Aplicando o rotacional em ambos os lados da equacgdo (210), construimos a relagdo
1
Vxb=—{k(V-e)—(k-V)e}. (211)
w

Assim, substituindo as equagdes (203), (206) e (210) em (211), obtemos uma equacdo contendo

somente o campo elétrico do f6ton (e), dada por

1 1
Bte+ﬂE6t(E-e—B-(—kxe))—ﬂBxV(B-(—kxe)—E~e):
Cl w Cl w

=—l{kﬂE.v(E-e—B-(lkxe))+(k-V)e}. (212)
wl| w

Utilizando novamente a solugio de onda plana, e(x, 1) = epe’ X" termo a termo, na equagio
(212), obtemos

(wz—kz) e0+?wE (Q - eq) - ?Bxk(ﬂ-e0)+k(k-e0) 0, 213)
1 1

em que Q = wE — B X k. Note-se que podemos escrever a equagdo (213) na forma matricial

d
{(aﬂ—kz) 5ij+—1gz,-gz,-+kikj~}eoj =0. (214)
C1

Ou seja,
M,'jeoj = 0, (215)
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em que eqp; (j = 1,2,3) sdo os componentes da amplitude do campo elétrico do féton, eg. A

matriz M;; pode ser escrita na forma,

M,‘j = a6,~j +,8u,-uj +yviv, (216)

na qual os coeficientes «, 8, ¥, u; € v; sdo definidos por

d
a:wz—kz,ﬁz—l,yzl

c1
u=0, (217)
v=k.

A equacdo matricial (215) tem solugdes ndo triviais somente se a matriz M for singular, ou seja,

det M = 0. O determinante da matriz (255), que serd discutido no Apéndice A, € dado por

det M = a[(a + Bu®) (@ +yv?) = By(u - v)*] = 0. (218)

Usando os coeficientes e vetores definidos acima, obtemos a equacao

d d
(a)2 - k2) {w2 (w2 e —192) - 4E - k)2} 0. 219)

C1 C1
Observe que a solucdo do caso linear, w = |k|, também é uma das solu¢des da equacdo (219).
Uma outra solugdo ocorre quando w = 0. A outra solucdo € a raiz positiva obtida do polindmio

resultante da equagdo (219) quando w # |k| e w # 0, ou seja

aw’ + bw + ¢ =0, (220)
em que
a=1+ ﬂEZ,
Cl1
dy
b=2—E - (k xXB), (221)
cl

c:—k2+?[(3><k)2—(E-k)2].
1

Assim, a outra frequéncia € dada por

w_dlE-(Bxk)+c1\/Z

: (222)
c) + d1E2

na qual

=|—E-(kxB)| -1+ —E*||-k*+—[(Bxk)* - (E-k)*]|. (223)
Cq Cq C]
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Para o caso em que temos apenas um campo elétrico, a equacao (222) resulta em

di(E x k)?
wp=0(k) = |k|4[1 - ———. 224
B=0(k) = | I\/ o B (224)

Analogamente, para o caso puramente magnético, obtemos

d .
wg=o(k) = |k|\/1 - LB xk2 (225)
C1
Vale destacar que as relagdes de dispersdo obtidas dependem explicitamente dos campos de
fundo, conforme observado em estudos anteriores, como os apresentados em (GURALNIK et al.,
2001; CARVALHO et al., 2019).

Veremos a seguir um modelo o mais geral possivel, que contempla os dois invariantes (de

Lorentz e de calibre).

4.2 Modelo geral em eletrodindmica nao linear

Assim como desenvolvido na Secdo 4.1, vamos comecar construindo uma densidade La-
grangeana geral. Nas subsecdes seguintes, encontraremos as relagdes de dispersao, as velocidades

de grupo e de fase para o caso puramente magnético.

4.2.1 Construcao da Lagrangeana Geral

Vamos tratar agora do caso mais geral, comecando pela descri¢do da Lagrangeana, £,
escrita como uma fungao dos bilineares invariantes de Lorentz e de calibre, ¥ e G (BIALYNICKA-
BIRULA; BIALYNICKI-BIRULA, 1970; BOILLAT, 1970; NEVES et al., 2021), definidos na

devida ordem por

(226)

emque F* = gAY — 9" A+ = (—Eé, - e"jkBg) é o tensor eletromagnético e FX” = %e’“‘mﬁFaﬁ =

(—Bf),eij k E(l)‘) € o seu tensor dual correspondente, que satisfaz a identidade de Bianchi, 9, FH =,
Assim como na Sec¢ao 4.1, vamos decompor o potencial eletromagnético na forma A* = a* + Ag,
dividindo o campo eletromagnético na parte do féton, a*, e o potencial do campo de fundo, A’;.
Como consequéncia desta decomposi¢do, o tensor F#” € escrito como F¥*' = fHY + F gv, em
que [ = 9Ha” — §¥at = (', — € k bk) € o tensor de intensidade do campo eletromagnético
da excitagdo em propagacdo, enquanto Fy’ = 9HA}, — 0" Al = (-E', — €/% B¥) corresponde ao
tensor associado aos campos elétrico e magnético de fundo. Esses campos, em geral, dependem
das coordenadas do espacgo-tempo. Fazendo a expansao de Z,; até segunda ordem no campo

propagante a* em torno do campo de fundo eletromagnético, vamos obter
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Z,, (Fp+0f.Gp+6g) = ZLu(Fp.Gp)+6f- o7 E,B+ 8 g y
1 0’ 1 2L,
+ 5 OS2 45 (08
2 0F% lgp 2 0G? | g
823,,1
+ 6f-6 , 227
985706 B (227)

Repare que, assim como definimos anteriormente os coeficientes ¢; € d; em (193), agora
complementamos as defini¢cdes com os seguintes coeficientes:
0L 0? L J 0* L
Cy) = € 3=
0G 0G? |g.p 0F 0G

Observe que tais coeficientes dependem dos campos de fundo externos e que o termo £, (¥, Gg)

dy = (228)

9 .
E.B E.B

ndo altera a equacdo de movimento para a*. Recordando de (191) que 6 f = —%F B f - % f2e

analogamente que g = —%FB . f— Alff . f~ obtemos

1 1 1~ |
7P = ¢ (—EFB'f_Zfz)"‘CZ(_EFB'f_Zf'f)

2 2
+ l61'1 (_%FB'f_%fz) +1d2(—1FB'f—%f'f)

2 27\ 2

| Y L (229)

W27 s 278 Ty '

Coletando apenas os termos quadraticos, teremos
2 _ 1 2 1 Tuv 1 uv 1 1A%
3nl = _chfyv - Zczfuvfﬂ - ECIFB f#V - ECZFB fl“’
1 K 1~ K 1 K

+ SR fuF fa+ gdaFy fun B fea + 75 F" P fra. (230)

Por fim, o termo de interacdo do campo abeliano de calibre é dado por
—J, At = —J, [a* + AR] = =Juat — J, Al

Assim, reescrevendo a equagao (230), obtemos a Lagrangeana geral quadratica (NEVES et al.,
2021):

1 1 ~ 1 1
Zy = =1k = 302 fun I = 3Gy fuv + Qa7 f ~ Jya — Ay, (231)

onde os tensores de fundo sao definidos como

GB,uv = CIFB;N + CZFB/D/, (232)

e
QB,uVK/l =d, FBvaBk/l + dZFB,quBK/l + d3FB/1VFBk/l + d3FB,quBK/l- (233)
Observe que, por constru¢do, Gy, = —Gpyy € 0 tensor Qg € antissimétrico sob a troca

U <> vouk < A, esimétrico em uv < KA.
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4.2.2 Equagdes de campo

Agora, calculemos as equagdes de campo usando o principio de minima a¢do com a
variacdo em relacio a a¥. Para isso, analisaremos cada termo da equacdo (231) separadamente.

Tomando a sua variagdo, temos que

1 1
0 [_chfﬂyfuv] ——C1 [(5]““}) fuv"‘f’uv (5f,uv)]

4
1
= —5a (6 [8uay — 0vay]) = 62, 8, (c1 7). (234)
Analogamente,
1 ~ ~
6 [_ZCZf,uvf'uv] = daydy (sz,uv) (235)
e
1
0 [—Evaf'w} = d0a,0y (G‘;’) . (236)
Por fim,
1 uv rkd 1 1y kA 1 1y kA
6 | O/ F| = <Ot GF*™) S + 5 Oua f* (61
1 kA 1%
= ZQB;NK/lf (6f )
1
= ZQB/JVK/lfK/l [8,uéav - avéa,u]
1
= EQByVKﬂfK/IalJ(SaV
1
) =

Reescrevendo todos os termos, a equacao de movimento fica dada por

= 1
o" le/lv + CZf/tv - EQB,uvaM] = _6/1GB/1V +J7. (238)

Vamos agora, escrever os componentes dos tensores de intensidade de campo em
termos dos campos elétricos e magnéticos do féton (e, b), dos campos externos homogéneos e
constantes no tempo, (E, B), e dos componentes do quadrivetor J# = (p,J). Antes de nosso
desenvolvimento, faremos algumas consideragdes importantes acerca dos componentes da
equagdo (238). A principio, sabemos que F;; = —¢&;x By, Foi = E;, ﬁOi = B,, 17,-]- = EijmEm ,
assim como também f;; = —&;;xbi, foi = e, f(;i =b; e f,v] = &;jmem. Entdo:

i) GBOi :C]Ei+C2Bl’; GBij = &ijk {CzEk —ClBk},
11) QBOijk =Ejkm {_dlEiBm + dZB[Em + d3EiEm - dSBiBm}’

111) QBOin = dlEiEj + dzBiBj + dgEiBj + d3B,'Ej,
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V) OB, = EijkEmmr {d1Bi By + d2ELE; — d3BrE, — d3E B, }.

Sendo assim, vamos agora fazer v = 0 termo a termo em (238) e obter a equacao modificada de

Gauss:
9" (c1fu0) "= 0 (c1fi0) = 3 (c1 fo) = 1V - e (239)
Analogamente,
z [czﬁo] =g, [czfo,-] —eV-b=0 (240)
c
0"Gpy 'S 0,Gy = 0 (c1Ei+c2By) =0, (241)

jéd que E e B sdo constantes.

(QBiOk/lfK/l)
(QBiOO/lfO/l) +0' (QBiOm/lfm/l)}

—%3“ (QBuoufM) S
o
{ (QBOiOnfon) +0; (QBOimOme) +0; (QBOimnfmn)}
(
(

f
Ik=)
3

T
o
3

1
2
1
2
1
2
—0;

I

1 ,
i | Qpoioy f° )——51' (QBOijkf]k)
= a, |d\EiE; + dyB;Bj + d3E;B; + d3B,E ;] ¢})
- 2 Sjkmgjkr 0; ([-d\E;By, + dyB,E,, + d3E;E,, — d3B;B,,] b;)

N e’
=26mr
= —8l~ ([EJ +dzBiBj +d3EiBj +d3Bl'Ej] €j)
— 0, ([-d\EiBy + dyB,Ey, + d3EE,, — d3B; By ] byy) . (242)

(*) Trocando os indices n <> j e m < j, concluimos que d; (@ poionf™") = 6: (Qpoimof™) =
8; (Qpoio; ). Logo
1
50 (Qsuouaf™) = [diE+d:B]-V(B-b-E-e)
—[d,B—-d3E]-V(B-e+E -b). (243)
Observe que nas equagdes (239) e (242) usamos o fato de f*” ser antissimétrico. Como v = 0,
tem-se u = i pois caso y = 0 terfamos f% = 0. Além disso, sabemos que o tensor OBuvia €

antissimétrico sob a troca u <> v ou k < A e simétrico em uv < «kA. Reescrevendo todos os

termos, obtemos a equacao modificada para a lei de Gauss

V-e+(ﬂE+@B)-V(E-e—B-b)

Cl Cl
d d

+(_23 & g ) VB-e+E - b) (244)
C1 C1

0

C1
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Analogamente, para encontrar a equacao modificada de Ampere-Maxwell, tomamos o indice

espacial v = i na equacdo (238), e obtemos

be+(—ﬂB+ﬁE)><V(E'e—B'b)
C1 Cl
+ @E_@B XV(B-e+E-b)=0e
21 21 (245)
+|Z2E+ZB|6,(E-e-B-b)
Ccl C1
+ @B+@E at(B-e+E-b)+i.
Cc1 1 €1

Como a identidade de Bianchi permanece valida, as duas equagdes homogéneas usuais se mantém
como na eletrodindmica de Maxwell, ou seja,
Vxe:—E e V-b=0. (246)

Na Subsecdo 4.2.3 vamos encontrar as relacdes de dispersdo supondo um campo de fundo

puramente magnético, homogéneo e constante no tempo.

4.2.3 Relacdes de dispersao

Nesta secdo, obteremos as relacdes de dispersao considerando que temos um campo de
fundo puramente magnético (E = 0) na auséncia de fontes (J = O e p = 0). E importante observar
que sempre que o modelo ndo linear também exibir dependéncia em G, essa dependéncia deve
ser quadratica (ou uma poténcia par) em G para garantir a simetria CP. Este fato ocorre tanto na
eletrodindmica ndo linear como nas teorias generalizadas de Born-Infeld, Logaritmica e ArcSinh
(BORN; INFELD, Mar 1934; KRUGLOV, 2017; GAETE; HELAYEL-NETO; OSPEDAL, Apr
2019). Se nao houver campo elétrico de fundo, obtemos ¢, = 0 e a simetria CP € recuperada.
Trabalhamos com um campo magnético externo uniforme B e, como consequéncia, os coeficientes
¢; e d; também sao uniformes e constantes no tempo. Outro fato importante € que sempre que o
campo elétrico de fundo ndo estiver presente, d3 = 0 para todos os exemplos de eletrodinamica
nao linear na literatura (vide, por exemplo, (EULER; HEISENBERG, Nov 1936; GAETE;
HELAYEL-NETO, Mar 2014; GAETE; HELAYEL-NETO, Nov 2014; AIELLO; FERRARO;
GIRIBET, 2005) ). Portanto, ndo levaremos em consideragdo esses coeficientes a partir de agora.
A partir dessas consideracdes e das equacgdes (244) e (245), as equacdes modificadas de Maxwell
se reduzem a

V-e+f—fB-V(B-e):0, (247)

Vxe+0b=0, V-b=0, (248)

d
VXb+ﬂBXV(B-b) :8te+—2B8t(B-e). (249)
C1 C1
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Observe que as equagdes de Maxwell tradicionais, na forma como as conhecemos, sdo recuperadas
quando d; =d, =0e cy = 1, o que equivale a tomar |B| — 0 em (247) e (249).

Assim como foi feito em (210), vamos considerar as solu¢des de onda plana e(x, ) =
ege! KX-w) ¢ h(x, 1) = boe! ®*~) em (248), obtendo

1
b=—kxe. (250)
w

Aplicando o rotacional em ambos os lados da equagdo (250) obtemos

V><bz${k(V~e)—(k-V)e}. (251)

E assim, substituindo as equacdes (247), (249) e (250) em (251) obtemos uma equagdo contendo

somente o campo elétrico do féton (e), isto €:
d d
wie + w—=Bd(B-e)——BxV(B-(kxe))+
Cl Cl
d
ZkB-V(B-e)+(k-V)e=0. (252)
C1

Utilizando novamente a solugio de onda plana, e(x, 1) = epe’¥*~“") termo a termo na equacio
(252) obtemos
{w? - k*} eo + ﬂ(B x k)(B x k) - eg+
c ;2 @ (253)
+{—w B—C—I(B-k)k}B-eO:O.

C1

que tem a forma matricial
M,'jé()j = 0, (254)

em que eg; (j = 1,2,3), sdo os componentes da amplitude do campo elétrico do f6ton, eg. A

matriz M;; pode ser escrita na forma

Mij = 016,-j +ﬂul~uj + ’)/Wl'Bj, (255)

onde os coeficientes a, u; € w; sdo, respectivamente definidos por

d d
a/:cuz—kz,ﬁz—l,y:—z,
C1 C1

u=Bxk, (256)
w=w’B—(B-k)k.

A equacdo matricial (254) tem solugdes ndo triviais somente se a matriz M for singular, ou
seja, det M = 0. O determinante da matriz (255), exposto abaixo, serd discutido no Apéndice A.
Temos:

detM = a[(e + Bu?) (@ +yw - B) — By(u - B)(u - w)] = 0. (257)
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Comou -w=0eu- B =0,daequacgao (257) obtemos
(a)2 - k2) {(aﬂ ~ K+ BB x k)2)
(a)2 K+ Lw?B - (B - k)z)} - 0. (258)

Note que a primeira raiz da equagao (258) ocorre quando w = |k|. Caso w # |k|, obtemos duas
(£) (%)

raizes w, = +xwy(k) e wy = zw;3(k), cujas solugdes podem ser vistas a seguir:
wy(k) = |k|\/1 - (B x k)2 (259)
e
dr(B x k)2
w3(k) = k||l - ——, 260
J(k) = | |\/ e (260)

em que k = k/|k|. Observe que as frequéncias usuais do féton sdo recuperadas no limite
di — 0e d, — 0, ou, equivalentemente, |B| — 0. As frequéncias (259) e (260) sdo reais se
c1>di(Bxk) eci+dr(B-k)? >0, respectivamente. O indice de refracdo no vacuo € dado
pelo inverso da velocidade de fase, w;/|k|. Temos, entdo, para as duas novas frequéncias

n2 \/1 - —(B X k)2 (261)
)2

n31 =.l1= M (262)
c1+d,B?

Para as velocidades de grupo, temos vg; = gk , 0 que nos leva aos resultados

0 2
vg|w=a)2 - ak (\/k (8mnfB kl) )

= ! [2k L]

2\/k,2 - ZJ_: (“:mnankl)2
cllAc +diB X (B x I})

) (gmné’B kf) 8mn€B ]

= - (263)
cl\/l -4 (B x k)
€
9 da
= k?——szz—Bkz
Vg|a)=w3 akl (J i C1+d2 ( ( 1 l) ))
2k~ ~ d 7 (2B2 k,, — 2Bk B;)
2\/ki2 p» +d B2 (Boukis = (Biki)?)
_ kci+d2B(B - k) 264)

dy(Bxk)?
(c1+d2B?) 1 - L2
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Observe que os vetores velocidade de grupo possuem componentes nas dire¢des de k e B. Além
disso, ambos os resultados convergem para v, = kw/|k|, no limite |B| — 0. Uma observacao
relevante € que, quando o campo magnético de fundo B € perpendicular a direcao de propagacao
k, as solugdes se simplificam para v, = (1 — d132/01)1/2 kevy = (1+ a’sz/cl)_l/2 k,
respectivamente. Outro aspecto importante a ser destacado € o efeito de birrefringéncia induzido

pela presenga do campo de fundo.

4.3 Modelos de eletrodinamica nao linear

Sabemos que na eletrodindmica de Maxwell uma carga pontual tem uma energia ele-
tromagnética infinita. Diante deste problema, a eletrodindmica ndo linear comegou como uma
tentativa de resolver divergéncias associadas a modelos cldssicos de uma particula carregada,
como o problema da autoenergia infinita do elétron. O primeiro e conhecido modelo a usar
essa abordagem surgiu em 1934 por M. Born e L. Infeld (BORN; INFELD, Mar 1934). Outro
importante modelo surge apenas um ano apds o artigo de Born-Infeld. Seguindo a descricao do
positron de Dirac, Heisenberg e Euler, ao tratarem o vicuo como um meio, encontraram uma
maneira de adicionar corre¢des de primeira ordem em /oops ao modelo de Maxwell, resultando
em uma Lagrangeana ndo linear eficaz, capaz de descrever os efeitos do espalhamento f6ton-féton
na eletrodinamica quantica (EULER; HEISENBERG, Nov 1936). E interessante notar também
que experimentos relacionados a fisica de interacdo féton-féton sugeriram que a eletrodindmica
no vacuo € uma teoria nao linear (BAMBER et al., 1999; BURKE et al., 1997; PIKE et al.,
2014; TOMMASINI et al., 2009; TOMMASINI et al., 2008). Todos os exemplos citados
até aqui sdo fundamentados em Lagrangeanas contendo os invariantes ¥ e G. Comecaremos
entdo nosso estudo na Subsecdo 4.3.1 com um caso especial de uma Lagrangeana contendo
somente um invariante e posteriormente na Subsecao 4.3.2 trataremos dos casos Born-Infeld e

Euler-Heisenberg.

4.3.1 Exemplo de uma eletrodinamica dependendo de #

Vamos investigar uma eletrodindmica nao linear conhecida como eletrodinamica logarit-
mica proposta por Gaete, Helayél e Ospedal em (GAETE; HELAYEL-NETO; OSPEDAL, Apr
2019), € descrita pela densidade Lagrangeana,

1
1+ E YA T

£=-28%n +28VsF, (265)

1 1 (g2 _ R2
em que ¥ = —;F, F" = 3 (Eo —BO). Observe que s = —1 para |E| < |B| e s = 1 para
|E| > |B|. Além disso, a constante 8 tem dimensio de (massa)’? em unidades naturais. Também
notamos que, em um caso puramente elétrico, a constante S poderia ser identificada como um

campo elétrico de fundo. Aqui vamos considerar somente o caso s = —1 e puramente magnético
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(E = 0). A escolha do logaritmo feita pelos autores na formulacdo da Lagrangiana permite que o
campo elétrico de uma carga pontual seja finito na origem, o que ndo ocorre na eletrodinamica
classica de Maxwell, na qual o campo diverge. Além disso, a eletrodindmica logaritmica introduz
correcdes de longo alcance ao potencial de Coulomb, incluindo termos lineares e logaritmicos,
que sdo de interesse para entender melhor as consequéncias fenomenoldgicas das nao-linearidades
eletromagnéticas no vacuo.

Seguindo a expansao dada pela equacgao (193), obtemos os coeficientes c¢; e d; para o

caso apresentado na equagdo (265), ou seja

V2

V25 + B
) V3
2
dy = - b . (267)
|BI(V28 + | B|)?
Usando os resultados obtidos acima e a equagdo (225) obtemos a relacdo de dispersao
B x k)?
w:|k|\/1— (Bxk)” (268)
|B|(V28 +|BI)

A birrefringéncia do vacuo € um fendmeno fisico previsto pela QED, em que o vicuo se
comporta como um meio birrefringente sob a influéncia de campos eletromagnéticos intensos.
Isso significa que, na presenga de campos magnéticos ou elétricos fortes, temos indices de refragdo
diferentes para diferentes polarizagdes da luz (GREINER; REINHARDT, 2008). No trabalho
(GAETE; HELAYEL-NETO; OSPEDAL, Apr 2019), € demonstrado que essa eletrodindmica
exibe o fendmeno de birrefringéncia do vicuo na presenca de campo magnético externo, o que

também podemos concluir usando nossa abordagem. Ou seja, para B||k obtemos de (268)

k
n| = u =1. (269)

w
Por outro lado, caso B L k temos

nlEM:;. (270)

“ 1 — 1Bl
V2B+|B|

Assim, temos o fendmeno da birrefringéncia do vacuo, ou seja, ondas eletromagnéticas com

polarizacdes diferentes t€ém velocidades diferentes.

4.3.2 Exemplo de uma eletrodindmica dependendo de ¥ e G

Muitos exemplos de eletrodindmica nao linear com dependéncia tanto em ¥ quanto em G

sao discutidos na literatura. Nestes casos, o coeficiente dy # 0 e as duas solugdes de frequéncia,
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(259) e (260), devem ser consideradas. Os modelos, em geral, dependem de G (caso mais
simples) ou de uma poténcia par de G, de modo a garantir a invariancia CP. Veremos nas préximas

subsecoes 4.3.2.1 e 4.3.2.2 as famosas eletrodinamicas de Born-Infeld e de Euler-Heisenberg.

4.3.2.1 Eletrodindmica de Born-Infeld

Comecemos por contemplar o conhecido caso da eletrodindmica de Born-Infeld (BI),

descrita pela seguinte densidade Lagrangeana:

2
Lpi(F,G) = B> 1—\/1—22—% , (271)

A ideia fundamental abordada por M. Born e L. Infeld neste modelo era estabelecer

onde B € uma constante.

um limite superior para a intensidade do campo. No limite de campo fraco, quando o campo
eletromagnético € significativamente menor que um parametro caracteristico 8 (que tem dimensoes
de campo elétrico), a teoria de Born-Infeld se reduz a teoria de Maxwell (BORN; INFELD, Mar
1934).

Para encontrarmos as relacdes de dispersao para a Lagrangeana (271), calculemos as
derivadas (228) para encontrarmos os coeficientes ¢y, d; € d». Antes de tudo, notemos que,
comoE =0,temosG=E -B=0e¥ = % (E2 - Bz) = —%Bz. Assim,

CoL| (2 ¢\ (. B\
C“ﬁ‘g‘(l‘ﬁ‘ﬁ) B‘(”F) ’ 72
2L 1( 2F gz) 32
1= 77 — 2\ T % T
072 B B2 B , o73)
| B2\ ?
:E(”E)
€
5o 2L i(%)
T g2, 06\aG)l,
_ ({2 &\,
G ﬂZ( 2 ﬂ“) ,
(0] - ales)
= —(1-Z - 1+ (274)
e\ ) |, el TR
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L
ﬁZ
dispersdo para este caso:

Observe que d| = 5sc1 e dyr = ﬁ—lzc? Entdo, das equacdes (259) e (260), obtemos as relagdes de

(B x k)2
Wl (k) = w3 (k) = |k|\/1 v (275)

4.3.2.2 Eletrodinamica de Euler-Heisenberg

Consideremos agora um segundo caso de eletrodindmica nao linear contemplando os
invariantes ¥ e G. Trata-se do modelo de Euler-Heisenberg (EH), descrito pela Lagrangeana

efetiva,

1 “d
Len(F,.G) = T——/ _;Ve—m%
0 S

8?2
‘R cosh (es\/Z (-F + ig))
+=(es)’F —-1|,  (276)
J cosh (es\/2 (-F + ig)) 3
em que R e J representam as partes real e imagindria de cosh (6S\/2 (-F + ig)), respecti-

vamente, e m = 0.5 MeV € a massa do elétron (SCHWINGER, Jun 1951). No Apéndice B

mostraremos como podemos expandir a Lagrangeana (276) e obter a forma aproximada,

X |(es)’G

a2

Len(F.G) =F + 157

(49’-‘2 + 7g2) : 77)

na qual & = e = (137)~! = 0.00729 € a constante de estrutura fina. Analogamente ao feito na
Lagrangeana de M. Born e L. Infeld (271), obtemos os coeficientes c1, d; € d, correspondentes
a Lagrangeana (277)
8a’B? 1602 _ 28a?
asmt T 45 27 45m*

c1=1 (278)

Usando os resultados obtidos em (259) e (260), juntamente com os coeficientes dados em (278),

chegamos as seguintes solucdes w; (k) e wy(k):

w1 (k) = k|41 - L“2(19 x k)2 (279)
! 45m* — 8aB? ’
2802(B x k)?
wy (k) = |k]A[1 - . 280
(0 = l\/ 45m* + 2002 B’ (250

Por consequéncia, os indices de refracdo no vacuo para o modelo efetivo de EH, na

aproximacao que estamos trabalhando, resultam em

162 R
-1
nl = 1- ——2  _(Bxk) 281
! \/ 25mt—sap? 2K (281
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2 )2
1 \/1 28a*(B x k) (282)

n = —_— .
2 45m4 + 2002 B2

Vale ressaltar que esses resultados estdo de acordo com (ADLER, Oct 1971) ap6s mudangas

adequadas no sistema de unidades.
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S5 Efeitos da Quebra da Simetria de Lo-

rentz na Eletrodinamica Nao Linear

Neste capitulo, vamos considerar um modelo em eletrodindmica nao linear incluindo um
termo de quebra da simetria Lorentz na Lagrangeana estudada na Secdo 4.2, descrito da seguinte
maneira ]

2
Z =Zu(F.G) - E(XuF“V) - JuAH. (283)

Notemos que a Lagrangeana geral neste caso, € uma fun¢do contendo os invariantes ¥,
G e o termo de quebra de simetria Lorentz —1/2(x, F #y2,

Dividimos este capitulo em trés se¢des. Na Secao 5.1, expandimos a Lagrangeana geral
(283), definida anteriormente, no campo propagante a*, em torno de um campo de fundo
eletromagnético, inicialmente considerado ndo uniforme e dependente do tempo. Mantemos
apenas os termos da expansao na Lagrangeana nao linear até a segunda ordem na excitagao
propagante e, em seguida, aplicamos o principio de minima a¢do em relag@o a a* para obter as
equacgoes de movimento. Na sequéncia, na Secao 5.2, consideramos um campo externo puramente
magnético, uniforme e constante no tempo, para determinar as relacdes de dispersdo em dois
casos particulares, mas de grande relevancia: quando o plano formado por B e k é ortogonal ao
parametro que viola a simetria de Lorentz, e quando B, k e o paradmetro violador de Lorentz
sdo coplanares. Por fim, na Secdo 5.3, usamos esses resultados na discussao da birrefringéncia
no vicuo sob a influéncia dos campos externos em um modelo de Euler-Heisenberg. Este
desenvolvimento € uma contribuicao original do trabalho, que resultou na publica¢do do artigo
(JUNIOR; FELIPE; SCARPELLI, 2024).

5.1 Construcao da Lagrangeana

Assim como foi feito no Capitulo 4, vamos expandir a Lagrangeana (283) até segunda
ordem no campo a*, em torno do campo de fundo eletromagnético, mantendo apenas os termos
da Lagrangeana ndo linear até a segunda ordem na excitacao propagante. Como ja realizamos

essa expansdo em %, (F,G) na Segdo 4.2, basta agora, expandir o termo —1/2(y, F*")*:

1 vV, o 1 a 4
_EX/JF# X Fav = _EX#X (f# +F]l;v) (fa'v +FBa'v)
1 4 2 a 4
= =5 ™) = xux“ f* Fpay
1

= =5 (uf™)” = xux"Fpay (9"a” ~ 8"a")
1

= 3 Ot f™)* +a0” [xxv Fiay = X XuFpav] - (284)
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Vamos observar, também, que o termo —%va fuv da equagido (231) pode ser reescrito de

forma que
U L
_EGB Juv = _EGB (auav_avau)
1 4 v 4
= 5[ava,,G*,; - a,0,GY’| = -a,0,GY’. (285)

Reescrevendo todos os termos, obtemos,

1 1 ~ 1 1 -
F? = _chfiv B ZCZf,uvfﬂv + §Q3umf‘”f'd ) (Xﬂfﬂv)z = Jua*, (286)

em que
Ju=Jy=0"Gpyu+ 0" (X XvFBay — X XuFBav) - (287)

E importante notar que ndo consideramos na densidade Lagrangeana Z® os termos que
dependem apenas dos campos de fundo, pois sdo irrelevantes para as equagdes de campo que nos
interessam.

Uma discussio relevante diz respeito a semelhanga entre os termos Q gy f*7 f e
(/\/#f‘”)2 uma vez que, por meio da expressao (103) podemos escrever (/\/Mf/“’)2 ~ Kﬂmﬁfﬂvf"ﬁ.
Assim, espera-se que a nao linearidade induzida por campos eletromagnéticos externos produza
efeitos semelhantes aos que seriam causados por certos parametros violadores da simetria de
Lorentz. Nesse sentido, € interessante examinar como esses dois backgrounds interferem entre si.

A semelhanga entre o termo que viola a simetria de Lorentz e aquele que envolve o tensor
definido na equagdo (233) levanta uma questao importante: Por que ndo redefinir o tensor Q g, y«a
de forma a incorporar a dependéncia de y*? Alguns autores, como (KOSTELECKY; MEWES,
2001; KOSTELECKY; MEWES, 2002; KOSTELECKY; MEWES, 2009), realizam uma andlise
aprofundada de modelos desse tipo, partindo de relagdes gerais de dispersdo. No entanto, é
crucial notar que a natureza desses dois termos € completamente distinta. O termo de violacao
da simetria de Lorentz surge de um modelo mais fundamental, refletindo uma caracteristica
intrinseca do espaco-tempo, enquanto o tensor Q g depende do campo magnético de fundo B, que
€ um parametro controldvel. Além disso, os resultados obtidos em (KOSTELECKY; MEWES,
2001), por exemplo, consideram apenas a primeira ordem no tensor K,y,qg, 0 que € apropriado
para aquele contexto, dado que a magnitude do parametro violacdo Lorentz € fortemente limitada
por resultados experimentais, com limite superior na faixa de 10717 (KOSTELECKY; RUSSELL,
2011, Tabela S3). No entanto, podemos estar lidando com campos magnéticos (B) extremamente
intensos, para os quais tal aproximacao nao seria aplicdvel.

Por fim, usando o principio de minima acdo em relagdo a a* em (286) e tendo em vista o
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que estudamos na Subsecdo 4.2.2, basta calcular

0

1 1
_5 (X,ufﬂv)z] = _55 [X,ufﬂv 'Xafav]

= _%[Xu OS™) - X fav + xuf"" - X¥ (6 fav)]
= =xuX" " (6 fav)

= —xuxX"f* (0s0a, — 0,6a,)

= —xux" 1 0u6ay + xux“ f*70y0a,

= 6ay0y (Xa X" f* = xaX" ™), (288)

de onde se obtém uma nova equacdo de movimento, dada por

~ 1 -
o leyv + chyv - EQB/JVK/lfK/I +)(a()(yfcw _vacw) =Jy. (289)

Além disso, temos que a identidade de Bianchi (d,, f#¥ = 0) permanece valida. Na préxima
se¢do, faremos o célculo das relacdes de dispersao para situagdes particulares de interesse. Serd
investigada a situacdo em que o campo eletromagnético de fundo se reduz a um campo puramente

magnético uniforme B, isto é, E = 0.

5.2 Relagdes de dispersao

Abordaremos, nesta secao, as relagdes de dispersao para casos particulares de interesse
na situacdo em que temos um campo de fundo puramente magnético uniforme B e na auséncia de
fontes, J=0e o = 0. Além disso, vamos considerar um vetor de viola¢do de simetria de Lorentz
puramente espacial y* = (0, y). E importante observar que o coeficiente ¢, se anula na auséncia
do campo elétrico de fundo e em modelos que preservam a invariancia CPT, como o que esta
sendo investigado. Além disso, como discutimos na Subsecao 4.2.3, em todos os modelos nao
lineares estudados na literatura, o coeficiente d3 € nulo sempre que E = 0. Portanto, mais uma
vez ndo levaremos em consideracdo esses coeficientes.

Sendo assim, encontremos primeiro a equacao de Gauss modificada tomando v = 0 termo
a termo na equacao (289). Note que, de acordo o que ja calculamos na Subsecdo 4.2.3, mais

precisamente em (247), basta fazer a seguinte operagao

o [)(a (praO_XOfap)] (;) _ai()(i)(kek)
= -V ((x-ox). (290)

(*) Observe que, @ = k pois x* = (0, x), caso contrdrio, 0" [ x® (x.ufa0 — X0 fau)| = 0 0 que
nos leva a tomar, obrigatoriamente, ¢ = i. Sendo assim, obtemos uma nova equacao modificada
de Gauss dada por

V-D =0, (291)
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com p 1
D:e+c—2(B-e)B—C—(X~e)X. (292)
1 1

Analogamente, para a equacao de Ampere-Maxwell, tomamos o indice espacial v =i na

equacao (289), e obtemos
oD

1 1
VXH-—(x -V)(xXb)+—V-(xXb)y = —, (293)
C1 c1 ot

onde 4
H=b--(b-B)B. (294)
(o8]

Além disso, a partir da identidade de Bianchi, as duas equagdes homogéneas usuais sdo mantidas
e escritas como

A\ = —— V-b=0. 295
X e o © (295)

A seguir, com o objetivo de obter as relagdes de dispersao, eliminamos o campo magnético
b das equagdes. Para isso, tomamos a derivada temporal da equagcdo de Ampere-Maxwell (293) e

usamos a relagdo de Faraday-Lenz para obter uma equacio para e, dada por

1
—V><V><e+ﬂV><(B~(Vxe)B)——XV~(,\/><(V><e))+
1 ! d o 1 (296)
+—X-V(X><(V><e)):8t2e+—23(B-8t2e)——(X-a,ze))(.

Cl C1 Cl

Note que
~VxVxe=V?e-V(V-e). (297)
Assim, das equagdes (291), (292), (295), e (297), podemos reescrever (296) da seguinte forma:

Ve —cilwv L f—fvw (B(B-¢)))

+Y X (B (Vx)B) ~—x V- (x X (VX))
1 1

! (X : (9,2e) X. (298)

1 d
+—X-V(X><(V><e)):53e+—23(3-63e)——
Cc1 C1 €1

Considerando as solu¢des de onda plana, e(x,?) = eoei(k'x_“’t), em (298), obtemos a forma
matricial
M,'jeoj = 0, (299)

na qual eg; (j = 1,2, 3) sdo os componentes da amplitude do campo elétrico do f6ton, e a matriz

M;; é dada por

1
M;; = [wz — k% + C—(X -k)?
1

d 1

5ij + c—i(B X K)i(B X k) = —xi [Cx - )k j+
(300)

+(w? =) | + f—f [w?B; - (B - k)ki] B;.
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Notemos que a matriz (300) tem a forma

M;; = ad;; + bujuj +cx.T'j + do;B;. (301)
em que
1 d 1 d
a= -k —(x k2% b= c=——, a=2,
c1 c1 ci €l (302)

u=Bxk, T= [(X~k)k+(a)2—k2)/\/], §=w?B - (B-k)k.
Comou-B=0euwu-6=0,amatriz (301) possui determinante dado por

detM =a{ala+bu*+c (x-T)+d(6-B)|+
+ bc [uz(,\/-r) —(u-T)(u ~/\/)]+
+bd [u*(6-B)| +cd[(x -T)(6-B) - (x-B)(T-6)]}+ (303)
+bed {u*[(x -T)(6-B) — (x - B)(T - 6)]+
—(u-I)(u-x)(6-B)}.

Faremos uma andlise desta identidade e de outros resultados no Apéndice A. Além disso, a
equacgao matricial (299) possui solugdes nao triviais apenas se a matriz M for singular. Ou seja,

caso seu determinante seja nulo, o que resulta na seguinte equacgao:

(a)2 - k2) {(wz ~ k) {(wz - /lkz) f+ LB -k (B-k)2] f+ Lk (B x k)2 f+
+4Kk*(Bx k- x)*+%(B- X)2w2} + 42 K2(B x k)? [w?B* - k*(B - k)?] f +
1 1 1

+% [w2(B . X)Z(B x ]})2 + kZ(B <k - X)2 [szz - kz(B . ]})2]]} =0, (304)

emque f=1-— )(f—lz A=1- % e k = k/|k|. A primeira solucdo ¢ a frequéncia convencional

da eletrodindmica linear invariante de Lorentz, w| = |k|. Para obter as outras frequéncias, vamos

encontrar as raizes positivas da equacao,

Pw* +Qw?+R =0, (305)

com d
P=fH+=(B x>
C1

0=k AH—f_?(B.X)ZF_fG R (306)

R = —-GAK®,
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em que
1 . . 1 . .
Fel-tr 02 -LBxk? G=1-~(x -0+ 2B b2,
C1 Cl Cl C1
A:—fF+d—;(B><I:t-X)2 e H=1+%p (307)
C

1 €1

Além das frequéncias usuais, apds a resolucdo da equacao (305), as outras duas frequéncias sdo

dadas por
1/2
w3 = |k| -AH+ fG + —2(B~)() F+VA , (308)
2[fH+f—12(B-X)2] &

onde

~ d» > did, 7

A= [AH+ fG - C—(B - X)’F| +4—=(B- x)*(Bxk - x)°G. (309)

1 c

1

As expressdes obtidas para as duas ultimas frequéncias sdo complicadas e de dificil
interpretacdo. E como estamos interessados em discutir a influéncia do campo de fundo na
propagacdo das ondas, iremos considerar, nas proximas secoes, situacdes particulares para

facilitar a compreensao.

5.2.1 O caso em que o plano de B e k é ortogonal ao parametro violador de

Lorentz

Neste caso, pela geometria do problema temos que y - B = x - k = 0. Entao, podemos

reescrever a matriz (300) da seguinte forma

M;; = ad;j + Buiuj +Sx;x; +ywiBj, (310)
em que
d d
a=w? -k ==L y:—z’ 5:_1,
“1 €1 €1 (311)

u=Bxk, w=wB-(B-kk.
Comou -B=0ewu-w =0, amatriz (310) possui determinante dado por
detM:a{a/(oz+,8u2+yw-B+5,\/2)+,By(u2w-B)+
46 (wPx? = (k- x)?) 48 (w B x*~w-x B-x)}+ (312)

+,8y5[u2(w~B,\/2—w~,\/ B~X)—u-c(w~B u-X)].
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Diante do exposto e sabendo que det M = 0, obtemos da equagdo (312)

(a)2 - k2) {(w2 - k2) [f (a)2 - k2) + f‘j—f (a)232 —(B- k)z) + i—:(B x k)z] +
(313)

+d1—f2(3 x k)> (a)232 ~(B- k)z)} -0,

C1

emque f=1- f—f Note que a primeira raiz da equacdo (313) ocorre quando w = |k|. J4 para o

caso em que w # |k|, obtemos

f (a)2 - kz) .2 (w2B2 ~(B- k)z) + 8 Bk
C1 1

did 314
— 1 (Bxk)? (a)232 -(B- k)2) =0, G149
c% (a)2 —kZ)
— [f(wZ—k2)+j—;(Bxk)2]+
dr(w?B*—(B-k)?
BB B (wz_(kz)) ) £ (? - k%) + LB x )| =0, (315)
d d> (w*B* - (B - k)*
:[f(wz—k2)+—1(3xk)2 el G B _, (316)
‘1 c1 (a)z—kz)
Entdo, da equacao (316) podemos concluir que
dr(B x k)2
w2 = k1 - ZEXD (317)
Cq +dzB
d; -
w3 = |k|4[1 — — (B x k)?, (318)
fa

em que k = k/|k|. Notemos que w; = |k|, assim como na eletrodinimica convencional. Além
disso, as duas primeiras frequéncias sdo exatamente as mesmas calculadas em (NEVES et al.,
2021), onde apenas o campo magnético de fundo uniforme e constante foi considerado. Apenas a
terceira frequéncia € afetada pelo parametro de quebra de simetria de Lorentz y, uma vez que
f=1- f—f Neste caso, o resultado em (NEVES et al., 2021) € diretamente recuperado ao tomar o
limite | y| — 0. Observe também que as frequéncias (317) e (318) sdo reais se c; +d» (B - 12)2 >0
edi(Bxk)?<ci— x>

Determinaremos agora os indices de refracao gerados pelas frequéncias w, e ws. O indice

de refracdo no vacuo é dado pelo inverso da velocidade de fase, w;/|k|. Sendo assim, temos para
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as duas novas frequéncias

cl|+ d232

_ dy ~
I’l31 :JI—H(BXIC)Z.

ol = \/1 (B x k)
(319)

Ja para o cdlculo das velocidades de grupo, temos v | = 92 (Calculemos somente v,,,
8i w; 8](1 83

pois v,, € 0 mesmo encontrado em (264), que € dado por

cik +d>(B-k)B

Velumwn = —. (320)
d»(Bxk
(c1 +dyB?) {[1 - 6_2](+ij>2
Sendo assim,
3 2 dl 2
vg w=w; = a_kl (\/kl — E (8mn€Bnkl) )
1 d
= |:2kl - 2_1 (gmnankf) 8mn€Bn]
2\/k,2 - dell (8mn€Bnkl)2 ‘I
k+dBx (Bxk
_ afk+diBx(Bxk) (321)

clf\/l - (B x k)2

Observe que ¢é possivel recuperar os resultados da literatura fazendo |y| — 0, e da

eletrodindmica linear, quando |y| — Oe |B| — 0.

5.2.2 O caso em que B, k e o parametro violador de Lorentz sao coplanares

Vamos analisar agora a situac@o na qual os trés vetores, y, B e k, estio em um mesmo
plano. Primeiro, obtemos as frequéncias para a configuragdao mais geral. Para este caso, o produto
misto B x k - y é nulo, de modo que A é um quadrado perfeito. Logo, da solugio geral (308) as

frequéncias se reduzem a

w1 = |k|,

f 1 d =
- (v -2+ 2B B2

1 . d R
w3 = |k| {1 -—(x-ky*-—(B xk)z} :
C1 C1

Os indices de refragdo e as velocidades de grupo para as frequéncias ndo convencionais

sdo, respectivamente,
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1/2
_ f 1 ~o o -
”21:{ B [1 (,\/~k)2+c—l(B-k)2]} ,

g . o
fH+ o (B-x C1 (323)
1 A dy YL
”51={1——(X-k)2——(3><k)2}
Cl C1
c
vl = 2 {1}+i[d2(3-1})3—(;(-1%))(]}
Slw=w, — d ’
> fH+%2(B-c) ¢ o)

| . .
Vol . =n3{Hk+— [d2(B-k)B - (x -k)x];.
3 c1

Nota-se que as velocidades de grupo sdo uma combinacio linear dos trés vetores, x, B e k, mas

poderiam ser escritas como combinagdo de dois destes trés vetores, ja que eles sdo coplanares.
Dos resultados mais gerais para o problema coplanar apresentado acima, exploraremos,

nas proximas subsecoes, trés configuracdes geométricas particulares que consideramos de grande

interesse.

5.2.2.1 Primeirocaso: y L B, x L ke Bl|k

Vamos analisar, neste caso, a configuracdo geométricaem que y L B, ¥ L k e B||k.

Nesta situagdo, mais simples, porém ndo menos interessante, podemos expressar a matriz (300)

como
M,'j = Cl’é,‘j tuvi+ Wl'Bj, (325)
onde
a = w? - k2,
3 o«
HEX VETLA (326)
d d
w=—w'B-=2(B kk.
] C1
O determinante da matriz (325) é dado por
detM =a[(a+u-v)(a+w-B)—(u-B)(v-w)] =0, (327)
o que resulta
3 2 d B2
(wz—kz) (1—)‘—) (1+ 2 ):o. (328)
C1 C1

Vemos que a tnica solugio possivel é a convencional w? = k2. O fato interessante é que
os dois vetores de fundo (campo magnético de fundo e de quebra de simetria Lorentz), neste caso,

ndo afetam as solugdes de frequéncia de onda eletromagnética. Consequentemente, o indice de
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refracdo e a velocidade de grupo permanecem inalterados, preservando as caracteristicas usuais

da propagacao da luz.

5.2.2.2 Segundocaso: xy || B || k

No segundo caso, investigamos a configuracdo y || B || k. Embora a primeira vista
pareca muito simples, essa configuragdo geométrica permite observar de forma clara como a
violagdo da simetria de Lorentz desempenha um papel crucial na modificagao da propagacao das
ondas. Novamente, como B X k = 0, podemos expressar a matriz M na forma (325), a partir da

equacao (300), desta vez com

a = wz—sz,
v o= W K (o RRL w=
1
w = ?[sz—(B-k)k], (329)
1

com f=1- ’CV—IZ Fazendo det M = 0, da equagdo (327) obtemos

(0? - k) (02 - £B2) {0 - R+ f—f#(w? k) +

d

WwB =0, (330)
1

As frequéncias, w1, wy € w3 sdo as raizes positivas da equagdo acima, dadas por

w1 (k)
w> (k)

k|, (331)
w3 (k) = \fkl, (332)

na qual temos, novamente, a frequéncia usual w = |k|. A primeira andlise a ser feita € sobre
os limites, a fim de estabelecer comparag¢des com os resultados conhecidos da literatura. Ao
tomar | x| — 0, recuperamos os resultados da teoria de Maxwell, mesmo mantendo o campo
magnético de fundo. Isso estd de acordo com (NEVES et al., 2021), se considerarmos B paralelo
a k. Por outro lado, também podemos recuperar a situacao em que temos uma eletrodindmica
linear, mas com quebra de simetria de Lorentz. Em primeiro lugar, € importante observar que
isso € feito ao tomar |B| — 0. Nessa situacdo, em todos os modelos nio lineares conhecidos,
temos c; = 1, di = d» = 0. Ao aplicar esses limites, recuperamos os resultados conhecidos
para a eletrodinamica na presenca do pardmetro violador de simetria de Lorentz que estamos
considerando. Outro fato importante ocorre em relacio as raizes reais, que sdo garantidas quando
c1 > x?2, condigiio que deve ser sempre satisfeita, ji que y é um parimetro muito pequeno e c|
depende de B.

Para os indices de refracdo temos

ny! =1, (333)
n' = n3l=+/r. (334)
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As velocidades do grupo também sao diretamente obtidas:

- i (335)
Vel = BV (336)

vg|w=w1

vg |(l)=w2
Mais uma vez, fazendo | x| — 0, obtemos f — 1 e recuperando os resultados conhecidos da
literatura.
5.2.2.3 Terceiro caso:x || Be x,BLlk

No terceiro caso, em que Y || B e x, BLk, o campo magnético externo desempenha um
papel decisivo na modificagdao da propagacdo da onda. Considerando a condicdo geométrica
estabelecida, isto €, BX y =0e x -k = B - k = 0 a partir de (300), podemos expressar a matriz

M na forma
M;ij = ad;j + Bujuj +oxix; +yBiBj, (337)

em que a = w? — kz,B =di/c1,y = (drJc1)w? 6 = —a/cieu =B x k.
O resultado do determinante da matriz (337) € também obtido pela identidade (312),
fazendo w = B. Assim, obtemos

detM =« [af (a +Bu’ +yB* + 6,\/2) + Byu’B? +,86u2,\/2] =0. (338)

Para o caso em que a = 0 obtemos a solu¢ao usual w; = |k|. J4 para o caso em que a # 0, tem-se

2 o\ (2 2\, di 2. 2 9 (wz_kz)z
(a) —k ) (a) —k )+—(B><k) + 2B - L
Cl C1 C1
(339)
did d
+ 2202 B x kB -5 (w2 _ k2) (Bxk)2y>=0
¢ ¢
2\ d d d
— (a)2 — k2) (w2 - k2) (1 — X—) +L B2k + Z20?B? - —;szz,\/z +
ci] ¢ c1 c3
7 (340)
f
did
+ —2w*Bk*B* =0
¢
d d d
— (a)2 - kZ) oy Ypy2_dpy2 2, @2 op
ci c c1
did»w?B*k*B?
;. A0 =0 (341)

(w2 - k2) c
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2 2 di 12,2 X’
:4w—k)f+ g2 - X
Cl Cl
N——
f
d>*B? (w2 - k2) c1 +didrw’ B2k B?
+ =0 (342)
(a)2 - k2) c%
32 432
— W’ f - sz(l—d1 )+ b
€1 (a)2 - kz) cl
drw*B?k? (¢ — d\ B?
- =2 1 -diB) _, (343)
(a)2 - k2) c%
drw*B? d, B? drw*B?
Y L _k2(1_ ! ) fe20B Ao Ga
(a)2 - k2) cl 1 (w2 - kz) cq
drw?B? d,B?
BB {wz—kz(l— ! )}:o. (345)
(a)2 - k2) cl €1
As frequéncias w; e w3 obtidas sao dadas por
vy = [kl |—L (346)
f+EB
d
wy = |k|/1-=B2. (347)
C1

Para um campo magnético de fundo nulo, sdo recuperados os resultados da eletrodinamica

convencional. Outro fato relevante diz respeito as frequénciasw; € w3, que sdo positivas,

respectivamente, quando ¢| + doB? > x* e d|B? < c,. Vale ressaltar que um pardmetro de

violagdo de simetria de Lorentz ortogonal ao vetor de onda afeta a propagacdao da onda somente

se o campo magnético de fundo estiver presente. Isso também pode ser observado no caso em que

x € ortogonal ao plano de B e k. Os indices de refracio e as velocidades de grupo sdo obtidos de

forma direta,

ol f
? f+ep?
d
n;' = \[1- =B
cl
Vg|w:w2 - . f J;z B2
+ —_—
Cl
d
ve| = kyf1-=B?
W=wW3

(348)

(349)

(350)

(351)
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Na préxima se¢do iremos aplicar os resultados obtidos até o momento no modelo de
Euler-Heisenberg e analisar os efeitos de birrefringéncia do vacuo produzidos por esse parametro

de quebra de simetria de Lorentz.

5.3 Birrefringéncia no modelo de Euler-Heisenberg

Até agora, tratamos de um modelo ndo linear geral. Vamos agora tratar do caso especifico

da Lagrangeana de Euler-Heisenberg, que é dada por

202
45m*

Len(F,G) =F + 4F*+7G2), (352)

em que «a € a constante de estrutura fina e m € a massa do elétron. Neste caso, obtemos

8a2 B> 1602 282

=2 = =22 353
45m* 27 A5mA (353)

Em seguida, estudamos os efeitos de birrefringéncia induzidos pela nao linearidade e
pelo parametro de quebra da simetria de Lorentz. A birrefringéncia € caracterizada por um indice
de refracdo que depende da direc@o de propagacdo da onda. Como na Sec¢do 5.2 consideramos
vérias possibilidades de configuragdes geométricas, agora analisamos a birrefringéncia em duas
situagdes. Para comecar, na Subsecdo 5.3.1, tomamos o parametro de quebra da simetria de
Lorentz y ortogonal ao plano de B e k e, em seguida, na Subsecdo 5.3.2, consideramos a
diferenca no indice de refracdo nas situacdoes em que o vetor de onda é paralelo ou ortogonal
ao campo magnético de fundo. A segunda situacdo € quando tomamos Y e B paralelos. A
diferenca no indice de refracdo € investigada, como antes, quando a propagacao da onda € tomada

paralelamente ou perpendicularmente ao campo magnético.

5.3.1 Oplano de B e k ¢ perpendicular a y

Se B Lk, para um campo magnético externo uniforme, obtemos das equacoes (319) os

seguintes indices de refracdo

ny, = 1, (354)
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— -1
1 dz(B X k)2
na. = -5
c1+ dsz
B-k=0
= (355)
€
— -1
di(B X k)2
ny o = |- =2
cif
-1
B-k=0 c1 — x* - dB?
Ccl1— X2
| 8a2B> _ 2
45 m4
= . 356
— e (356)
15 m#
Por outro lado, se k || B, os indices de refracio sao
ny) = ny = n3) = L. (357)

A birrefringéncia se manifesta como a diferencga entre os indices de refracdo, sendo assim temos

uma matriz com os elementos

Ay =

Ay =

Az =

Ajj =ni —njy, (358)
considerando B e k ortogonais ao parametro violador da simetria de Lorentz, obtemos
A =A;3 =0,
4 a2B?
Ay = Aoz = M ~1
22 23 \ e )
45 m4
2
|- 828 _ 2
45t
Aszy =Asz = o - 1. (359)
1] - 8aiB” _ 2
\ 5 omt X

Observa-se, nesse caso, que a violagdo da simetria de Lorentz afeta apenas os elementos A3},

uma vez que apenas o indice de refracdo ns3 incorpora o parametro de violacdo y.
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5.3.2 B e k sdo coplanares com Y

Nesse caso, inicialmente considera-se y paralelo a B e y ortogonal a k. Com isso, no

primeiro cendrio, obtém-se das equagdes (348) e (350) os seguintes resultados

nie o= 1, (360)

. = S
f+4B?

cif=ci-x* c1 = x?
c1 +dyB? — 2

-1

-1

2
1+ g“’iﬁ =
= g ; (361)
=557 -
e
n3, =
= (362)

Outra configuragdo ocorre quando y € paralelo tanto a B quanto a k. Nesse caso, a partir da

equacao (333), obtém-se os seguintes resultados

ny = 1, (363)

I
=
|
I
I
it

na) = n3

= . (364)
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Desta forma, os elementos de matriz da diferenca de indices de refracdo sao dados por

Ay = 0,
_ 8 o?B?
35 mt
A = Ap=1-
12 13 YT
45 mt
1+‘§‘¢Ez— 2
Ay = = -1,
_ﬁ(ysz_ 2
P
2 |- 8B
Ay = B a5 mt
2 2 |- 8a2B> 0
5 e
A3 =
_ 8 B
B P
Ap = - o (365)
1- SaB_

E interessante notar como o campo magnético e o parametro de violacao de Lorentz

2p2
a’B 2
- Espera-se que y

seja um pardmetro muito pequeno. Para um campo magnético da ordem de 17 ~ 101 GeV?,

competem entre si. Em todas as situacdes, y2 deve ser comparado com

temos %{fz ~ 10722, 0 que pode ser compativel com a magnitude do vetor de quebra da simetria
de Lorentz e com o resultado da birrefringéncia magnética do vicuo, da ordem 10724 (PAIX3O
et al., May 2024). Por outro lado, para campos magnéticos da ordem de B ~ 1027 ~ 10_13GeV2,
temos % ~ 1078, e a influéncia da violacdo da simetria de Lorentz comeca a se tornar
insignificante.

No caso da birrefringéncia do vécuo, a dispersao da luz produzida por objetos galdcticos
e extragalcticos fornece limites da ordem de 107! em certos coeficientes para a violagio
da simetria de Lorentz no setor de fétons (KOSTELECKY; MEWES, 2002). Das tabelas de
dados em (KOSTELECKY; RUSSELL, 2011), podemos ver que os limites experimentais nos
coeficientes da SME sdo muito restritivos. Em particular, para os coeficientes adimensionais nos
quais estamos interessados, temos que k" est limitado a cerca de 10717,

Em seguida, vejamos como a birrefringéncia se manifesta se 0 campo magnético estiver
ausente. Como ndo temos o vetor B, ficamos apenas com a dire¢do relativa de k em comparagdo
com Y. Vamos comparar as situagdes em que os vetores sao perpendiculares e paralelos. Para
x-Lk, nao hd modificacdo nos indices de refracdo, todos sendo iguais a 1. Porém, quando a
onda se propaga paralelamente a ), ocorre um leve aumento no indice de refracdo, uma vez que

obtemos

Il
—_

(366)

mj

(367)

2| = n3||
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6 Conclusao

Conforme discutido ao longo desta tese, investigamos dois modelos: a eletrodindmica de
Maxwell e um modelo geral ndo linear de eletrodindmica, ambos analisados com a inclusdo de
um termo CPT-par que viola a simetria de Lorentz. Esse termo € parametrizado pelo quadrivetor
x*, que define uma dire¢ao especial no espaco-tempo.

No primeiro modelo, derivamos as leis de conservagado de energia e momento modificadas
pela violacdo de Lorentz. Em seguida, na Subsecdo 3.2.1 encontramos o campo elétrico para
uma carga puntiforme na origem. Por fim, na Secdo 3.3, consideramos o caso particular em que o
parametro violador de Lorentz y* = (0, x) é puramente espacial e constante. Sob essa hipétese,
obtivemos a forma do potencial vetor que incorpora a violagdo de Lorentz, com o objetivo de
investigar, em trabalhos andamento, os efeitos Aharonov-Bohm e seu andlogo conhecido na
literatura como efeito Aharonov-Casher.

J& para o segundo modelo, no Capitulo 5, consideramos o caso em que 0 campo externo
€ um campo magnético uniforme e constante no tempo, e o parametro violador de Lorentz é
constante e puramente espacial (y* = (0, x)), conforme abordado no primeiro caso. Descobrimos
que os dois fundos, magnético (B) e o violador de Lorentz (x), afetam a propagacdo da onda.
Analisamos os casos em que o campo magnético B e o vetor de onda k sdo ortogonais a y ou
coplanares com este vetor de quebra de simetria de Lorentz. No caso dos trés vetores serem
coplanares, trés situacdes foram consideradas: na primeira, o vetor y € ortogonal tanto a B
quanto a k, que sdo paralelos entre si; no segundo caso, os trés vetores sdo paralelos entre si; e,
no terceiro caso, k € ortogonal a ambos, B e y, que s@o paralelos entre si. No caso da onda se
propagar paralelamente ao campo magnético, mas ortogonal ao quadrivetor violador de simetria
de Lorentz, as relagdes de dispersdo sdo surpreendentemente preservadas. Nao foi o caso nas
demais situagcdes estudadas, nas quais verificaram-se modificagdes nas relacdes de dispersao e,
consequentemente, nos indices de refracdo no vicuo e nas velocidades de grupo.

Tendo em vista os efeitos do campo magnético externo e da violagdo de simetria de
Lorentz na propagacdo da onda, foram realizadas discussdes sobre birrefringéncia para um
modelo de Euler-Heisenberg. Isso foi feito comparando os indices de refracao quando o féton se
propaga paralelamente e ortogonalmente ao campo magnético. Além disso, foram consideradas
duas situagdes: B e k sdo ortogonais a x, € B e k sdo coplanares com ). Em todos os casos,
verificamos que os dois vetores externos competem entre si por meio das magnitudes de y? e

2p2 . o . . . ~
“mf . Os efeitos da violagdo de simetria de Lorentz acabam sendo despreziveis em comparacdo

com os de um campo magnético externo proximo ao critico. Também verificamos que, na
auséncia do campo magnético, a propagacdo da onda ndo € afetada quando ela ocorre na direcdo
perpendicular ao vetor de fundo y.

Ainda ha diversos pontos que merecem investigacdo e que podem ser desenvolvidos em

trabalhos futuros. De inicio, € importante estudar como um vetor de quebra de simetria de Lorentz
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do tipo temporal, y* = (x0,0), modifica o segundo modelo. Além disso, seria relevante obter
as relacoes de dispersdo para esse modelo na auséncia de violagdo de Lorentz, considerando
cendrios em que o campo de fundo externo varia no tempo ou no espago.

A anélise dos efeitos Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher no contexto do primeiro
modelo estd em andamento. No futuro, pretende-se estender essa investigacao para o segundo
modelo, cuja natureza ndo linear representa um desafio adicional e para o qual, até 0 momento,
nao hd resultados disponiveis na literatura.

Por fim, também pretende-se explorar outros cendrios com a quebra de simetria de
Lorentz, com o objetivo de investigar a nova fisica que pode surgir ao considerar os efeitos
Compton e a radiacdo Cherenkov (NEVES et al., 2021; GAETE; HELAY€EL-NETO, 2023b).
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APENDICE A - Algebra das matrizes

Neste apéndice, apresentaremos uma revisdo detalhada de alguns resultados utilizados ao

longo do texto. Inicialmente, iremos calcular a inversa de uma matriz da forma M;; = ad;;+Bu;v;.
A.1 Inversao de Matrizes
Consideremos a matriz com a forma
Mij = acS,-j +ﬁul-vj. (368)

A matriz inversa de M;;, denotada por (M ) jm»> Na qual sua estrutura deve contemplar todas as

combinagdes possiveis de u € v, ou seja

(M_l)jm = X0+ YUV + 1V Uy + WV Vi + ZU Uy, (369)

Como Mij(M_l)jm = O, temos,
(aéij +,8,u,~vj) (xéjm F YUV IVl + WYV + zujum) = Oim,» (370)

o que implica

axd; + (a/z + Bz(u-v) +,8tv2) Uil + AWVV,+

+ (@y + Bx + Bwv? + By (u - v)) v + @tVitly = Sim. (371)
Assim,
ax =1
az+Bz(u-v)+ptv? =0
aw=0=w=0 (372)

ozy+,8x+,8wv2+ﬁy(u~v):0
at=0=1=0.

Portanto, M~! é dada por

B

m_a(a+ﬁu-v)u.

= v — o — _1 _ B
eentdo,t=w=2z=0,x=_ey=—g7nr5.

1
(MY = =6, V. (373)
(04

Outro resultado importante utilizado ao longo do texto foi o cdlculo do determinante de
certas matrizes de ordem trés. Da dlgebra linear, em particular do teorema de Cayley-Hamilton,

sabemos que o determinante de uma matriz M3y3 (de ordem trés) pode ser expresso na forma

detM = é(trM)3 - %tr (Mz) (tr M) + %tr (MS) . (374)
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Diante disto, vamos discutir alguns casos de matrizes de ordem trés das quais fizemos

usoO €m nosso texto.

A2 Caso 1: determinante da matriz M;; = ad;; + Bu;v;
A principio, vamos considerar que a matriz M seja escrita como

M,‘j = a’5,'j +ﬁul~vj. (375)
Sendo assim, calculemos det M por meio da equacdo (374). De inicio, notemos que

3
Tr(M) = Z M =3a+pu-v. (376)
i=1

3
Temos também, por defini¢do do produto de matrizes, que (M z)ij = Z M;i My ;. Entdo:
k=1

Tr(M?)

3
Z (Mz)ii = MiiMji

i=1
((1’5,']' +ﬁu,‘V]‘) (adﬁ +,8ujvl-)

32 +2aB (u-v)+ B (u- y)?

Ga + Bu -v)? —4a (Bu - v) — 62>. (377)

Por fim, (M?),; = (M?);, Mi; = MicMpeMy ;. Assim:

Tr(M?)

MieMex My

(@dic + Puive) (adex + Puevi) Myi

(azéik +2aBuivi + B (u - v) uivk) (abki + Buyv;)
3 +30%B (u-v) +3aB> (u-v)* + 8 (u-v)?

Ga + Bu -v)> —24a%B (u - v) — 6ap* (u - v)* - 240>, (378)

Portanto, substituindo os resultados obtidos em (376), (377) e (378) em (374), obtemos

detM = o’ (@ +fu -v). (379)

A.3  Caso 2: determinante da matriz M;; = ad;; + Bu;v; + yw;B;
Suponhamos agora que nossa matriz seja escrita na forma

M,'j = aéij +,6’u,~vj + )/W,'Bj. (380)
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Procedendo da mesma forma do caso anterior, temos
3
TrM:ZMii:3a+ﬁu-v+yw~B. (381)
i=1
Temos, também,
3
Tr(M?) = Z (Mz)ii = M;;Mj

i=1

= (aéij +,[5’uivj + ’)/Wl'Bj) (ozdjl- +,81/th1' + ’)/WJ'BZ')
= 3a&®+2aBu-v)+2ay(w-B)+2By(u-B)(v-w)
+82 (u-v)*+y>(w- B)?. (382)

Por fim:

Tr(M’) = MicMuMy
= (@i¢ + Puive + ywiBe) (@bek + Buevi + yweBi) My,
= {afzé,-k +2aBu;vi + 2ayw;By + By (u;By (v - w) + wivi (B - u))
+82uivi (u - v) +y*w;Bi (B - w)} (@ + Bugvi + ywiB;)
= 30’ +3a?B(u-v)+3a®y (w-B)+3a8*(u-v)*
+6aBy (u-B) (v -w) +3ay*(w - B> + B (u -v)> +y*(w - B)®
+3B%y (u-v)(u-B)(v-w)+38y* (w-B) (v -w) (B-w). (383)

Substituindo as equacoes (381), (382) e (383) na identidade (374) obtemos

detM =a[(a+Bu-v)(a+yw-B)—By(u-B)(v-w)] (384)

A4 Caso 3: determinante da matriz M;; = ad;; + bk;k; +cy;l'; +
ds;A;
Suponhamos agora que nossa matriz seja escrita na forma
Mij = aéij + bKl'kj + cy,-Fj + délAJ (385)

Devido ao célculo extenso e exaustivo, apresentaremos somente o resultado do determi-

nante para esse caso. Porém, os passos para chegar a este resultado sdao os mesmos usados nos
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dois casos anteriores. O resultado é dado por

detM = a{ala+b(k-k)+c(y-T)+d(d-A)]
+bc[(k- k) (y-T) = («-T) (k-y)]
+bd [(k-k)(0-A)—(k-A)(k-6)]
+ed [(y -T)(6-A) - (y-A)(T-6)]}
+bed{(k- k) [(y -T)(6-A)— (¥ -A) (T 8)]
+(k-A)[(k-y)(T-6)—(y-T)(k-6)]
+(k-T)[(k-6)(y-A)—(k-y)(6-A)]}. (386)
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APENDICE B - Expansio da

Lagrangeana de Euler-Heisenberg

Hans Euler e Werner Heisenberg publicaram a Lagrangeana efetiva no resumo de seu
artigo de 1936 em uma representagdo integral de forma fechada (HEISENBERG; EULER, 1936),
dada por
1 “ds 2
Len(F.G6) = F-55 / e
0

82 53
‘R cosh (es\/Z (-F + ig))

+=(es)*F —-1{, (387
I cosh (es\/2 (-F + ig)) 3

em que R e J representam as partes real e imagindria, respectivamente, ¢ m = 0.5 MeV é a

X |(es)’G

massa do elétron.

Fazendo-se

E?> - B> =2F =d* - b? (388)

E-B=G=ab, (389)

obtém-se

cosh (esx/2 (-F + ig))

cosh (es\/—a2 +b2 + 2iab)

= cosh (esx/(b + ia)z)

= cosh (es(b +ia))

= cosh(esb) cosh(iesa) + sinh(esb) sinh(iesa)

= cosh(esb) cosh(esa) +isinh(esb) sinh(esa). (390)

Assim, chega-se ao seguinte resultado:

R cosh (esm)g _ cosh(esb) cosh(esa)
scosh(esm) " sinh(esb) sinh(esa)

coth(esb) coth(esa)ab. (391)

ab

Fazendo-se a expansdo em série de Taylor para s pequeno, obtém-se

‘R cosh (esx/m) 1

Lp_ g
S”m?SZPT+@HQ_e“2+ 7 (=)
- 415 (a4 +5a%b* + b4) e’s?. (392)
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Notemos que
2
a* + 502D + b* = (a4 —2a2% + b4) +7a%b? = (a2 _ bz) +74%b2, (393)

Reescrevendo a equagao (392), temos

‘R cosh (esm) 1
J cosh (esm)

1 2
_ E[(az—bz) +7a2b2] A2 (394)

Assim,
R cosh (es\/Z (=F + ig)) 2 —(es)*
(e5)2G + o (es) 2 F -1~ (4?2 + 7g2) . (395)
J cosh (es\/Z (=F + ig)) 3 45
Reescrevendo a equacdo (387), temos
— L a ﬁ —m?s (€S)4 2
Lenl7.6) = THgo / FERT: (472 +76%)
_ gL (472 +76%) / ey ds (396)
8245 0 '
—_—
1/m*
Como 4rey = 1, implica 1/87% = 2¢;, a equagdo (396) fica
262 4 472 5
Len(F.G) = T+ (477 +767). (397)

2

Fazendo-se, entdo, e~ = a e sabendo-se que as convengdes €y = g = i = ¢ = 1 sdo

adotadas neste texto, concluimos que

a?

Len(F.G) = 7—‘+ (49:2 +7G ) (398)

que € o resultado que queriamos demonstrar.
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