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Resumo

Modelos de percolacao e de Ising possuem aplicacoes em diversas areas das ciéncias e estao
entre os modelos mais estudados na Mecanica Estatistica. Eles exibem uma transi¢ao de
fase e a determinagao do valor critico no qual ela ocorre é uma das principais questoes
relacionadas a esses modelos. O presente trabalho tem como objetivo estudar trés modelos,
dois de percolacao e um de Ising, em que o valor critico varia em funcao de algum
parametro. O primeiro modelo apresentado é o Modelo de Percolagao com Multiplos
Alcances (MPMA). Nele consideramos o modelo clédssico de percolagdo na rede hiperctibica
L? e adicionamos elos de tamanhos my, ma, ..., m,, paralelos a cada eixo coordenado, de
forma que os tamanhos dos elos maiores sejam multiplos dos menores e m; > 1 para todo 7.
H4 resultado analitico mostrando que o ponto critico desse modelo converge para o do
modelo cldssico na rede hiperciibica L4+ quando m; — oo para todo i. Nés encontramos
evidéncias numéricas de que, se d = 2, essa convergéncia é mondtona e segue uma lei de
poténcia quando n =1 e n = 2. Com o intuito de verificar se a convergéncia relacionada
ao ponto critico no MPMA também ocorre em outros modelos que exibem transicao de
fase, estudamos o Modelo de Ising com Miiltiplos Alcances, que é definido de forma similar
ao MPMA. Nos verificamos que, se analisarmos a temperatura critica ao invés do ponto
critico, também ocorrera a convergéncia para as mesmas situagoes estudadas no MPMA.
Por fim, também estudamos o Modelo de Percolagao com Grau Restrito (MPGR). Nele,
tentamos abrir os elos do grafo em uma ordem aleatéria que é definida previamente. Cada
elo é aberto se satisfizer uma determinada restricdio que depende de um parametro k.
Esse modelo possui aplicagoes no estudo de dimeros e polimeros e o simulamos na rede
hiperctibica IL¢ para d € {2,3,4}. Através de uma analise numérica, nés mostramos que
o valor critico do modelo decresce em funcao da restricao k. Além disso, encontramos
evidéncias de que o MPGR esta na mesma classe de universalidade que o modelo classico

de percolagao.

Palavras-chaves: Modelo de Percolacao; Modelo de Ising; Modelo de Percolagao com
Multiplos Alcances; Modelo de Ising com Miltiplos Alances; Modelo de Percolacao com

Grau Restrito; Transicao de Fase.






Abstract

Percolation and Ising models have applications in several areas of science and are among
the most studied models in Statistical Mechanics. They exhibit a phase transition and
determining the critical value at which it occurs is one of the main issues related to these
models. The aim of this work is to study three models, two percolation and one Ising, in
which the critical value varies as a function of some parameter. The first model presented
is the Multirange Percolation Model (MPM), in which we consider the classic model of
percolation in the hypercubic lattice ¢ and add bonds of sizes mq, ma, ..., my,, parallel
to each coordinate axis, so that the sizes of the larger bonds are multiples of the smaller
ones, and m; > 1 for all 2. There is an analytical result showing that the critical point
of this model converges to that of the classical model in the hypercubic lattice LA™+
when m; — oo for all 7. We find numerical evidence that, if d = 2, this convergence is
monotonous and follows a power law when n = 1 and n = 2. In order to verify whether
the convergence related to the critical point in the MPM also occurs in other models
that exhibit phase transition, we studied the Multirange Ising Model, which is defined
similarly to the MPM. We verified that, if we analyze the critical temperature instead of
the critical point, convergence will also occur for the same situations studied in the MPM.
Finally, we also study the Constrained-Degree Percolation Model (CDPM). In it, we try
to open the bonds of the graph in a random order that is previously defined. Each bond is
opened if it satisfies a certain constraint that depends on a parameter k. This model has
applications in the study of dimers and polymers and we simulate it in the hypercubic
lattice ¢ for d € {2,3,4}. Through a numerical analysis, we show that the critical value
of the model decreases as a function of the constraint k. Furthermore, we found evidence

that the CDPM is in the same universality class as the classical Ising model.

Keywords:: Percolation Model; Ising Model; Multirange Percolation Model; Multirange

Ising Model; Constrainded-degree Percolation Model; Phase Transition.
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1 Introducao

Um grande desafio para a ciéncia ao longo dos anos foi o de descrever propriedades fisicas
de um sistema macroscopico em funcao de seus constituintes microscopicos. A Mecinica
Estatistica ¢ uma area da fisica, que comegou a ser desenvolvida no século X1X, que
utiliza métodos estatisticos, probabilisticos e leis da fisica para realizar tal descricao.
Dois importantes modelos dessa area sao o de Percolagao e o de Ising. O primeiro esta
historicamente relacionado ao estudo da estrutura macroscépica de um material poroso
formado por um nimero infinito de partes microscopicas. Ja o segundo refere-se ao estudo
de propriedades magnéticas de materiais em funcao dos momentos magnéticos de cada um

de seus atomos.

O primeiro modelo de percolagao foi proposto em 1957 por Broadbent e Hammersley [11]
para modelar o fendmeno do transporte de um fluido através de um meio poroso. Nele, cada
elo de um grafo estard aberto ou fechado com probabilidades p e 1 — p, respectivamente.
Quando um elo esta aberto, o fluido pode passar através dele. Caso ele esteja fechado,
a passagem do fluido nao é permitida. Os autores mostraram que o modelo exibe uma
transicao de fase geométrica [71], que é caracterizada pelo surgimento de um conjunto
infinito de elos ou sitios abertos conectados. O fluido e o meio poroso podem ter outras
interpretagoes como, por exemplo, o transporte de corrente elétrica (“fluido”) através de
uma rede composta por um grande ntmero de resistores (“meio poroso”) [68]. O modelo
de Ising foi proposto em 1920 por Wilhelm Lenz [45] para modelar interagoes magnéticas
entre particulas de um sistema. Ele exibe uma transicao de fase ordem-desordem [65] que
separa duas fases; uma em que a orientacao de cada spin é fortemente influenciada pela
orientacao dos spins que estao proximos a ele (fase ordenada) e outra fase em que essa
influéncia é pequena (fase desordenada). O modelo recebe esse nome devido ao fato de ter
sido proposto como tema de estudo para o aluno de doutorado de Lenz, Ernest Ising, que
descreveu suas principais propriedades para o caso unidimensional. Vamos nos referir aos
modelos citados como Modelo Classico de Percolagio (MCP) e Modelo Cldassico de Ising
(MCT).

Uma das principais questoes sobre esses modelos ¢ a determinacao do valor critico no
qual ocorre a transicao de fase. Geralmente, é extremamente dificil realizar essa tarefa de
forma analitica, por isso métodos aproximativos sao bastante tteis para estimar o valor
critico e estudar outras propriedades importantes dos modelos. Técnicas como Grupos de
Renormalizagao, Método de Monte Carlo (MMC) e Ezpansdo em Séries sao utilizadas
com frequéncia para esse proposito [6]. Nossa pesquisa é baseada no MMC, que consiste
basicamente em realizar varias simulagoes numéricas do modelo, analisar o parametro

de interesse em cada uma delas e, por fim, através de médias, obter a estimativa desse
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pardmetro. N6s utilizamos o Algoritmo de Newmann-Ziff [57) e o Algoritmo de Wolff [81]
para simular os modelos de percolacao e de Ising, respectivamente. Na andalise numérica
realizada através desses algoritmos, é necessario gerar numeros distribuidos de forma
uniforme no intervalo [0, 1] e que parecam ser aleatérios. Dessa forma, conseguimos obter
configuracoes pseudoaleatorias do sistema para estudarmos propriedades do modelo. Exis-
tem diversos algoritmos, denominados geradores pseudoaleatorios, que utilizam ferramentas
mateméticas para realizar essa tarefa. Em nosso trabalho utilizamos o pcg32_ fast [59] que
foi desenvolvido em 2014 e pertence a classe dos geradores PCG (Permuted Congruential

Generator).

O Algoritmo de Newmann-Ziff foi proposto no ano 2001 [57] e trouxe um grande avango
em relacao ao tempo de simulagao na estimativa dos parametros do modelo. Ele possui
complezidade de tempo computacional® O(N), em que N é a quantidade de elos, ou sitios,
do grafo. Para efeito de comparacgao, a fim de se obter a mesma acurdcia em termos
estatisticos e realizar uma analise completa do modelo, os algoritmos anteriores possuem
complexidade O(N?) [57]. O Algoritmo de Wolff foi proposto em 1989 [81] e até hoje é
bastante utilizado pelos pesquisadores na simulag¢ao de modelos de Ising, ele trouxe um
grande avango em relagio ao Algoritmo de Metrépolis [56], proposto em 1953, na estimativa
da temperatura critica do modelo de forma eficiente. Discutiremos esse assunto com mais

detalhes na Secao 6.2.

Esses modelos possuem intimeras aplicagoes em diversas areas como, por exemplo, geologia
[12,43, 54], biologia [14,63], quimica [17,41], economia [18,67,83], computacao [60] e
medicina [5,62]. Além disso, podem ser derivados de um modelo mais geral denominado
Fortuin-Kastelyn Random Cluster Model (modelo FK) [16].

Em todos os modelos estudados por nés, o grafo considerado foi a rede hiperciibica
d-dimensional L% ou entdo L¢ incluindo elos com multiplos alcances. Estudamos duas
versoes do modelo de percolagao denominadas Modelo de Percolacao com Multiplos
Alcances (MPMA) e Modelo de Percolagao com Grau Restrito (MPGR). O primeiro possui
aplicacoes no estudo do modelo cldssico em dimensoes altas [4,47] e o tltimo em problemas
relacionados ao estudo de dimeros e polimeros [25,69,80]. Analisamos também o Modelo de
Ising com Miltiplos Alcances (MIMA), com o intuito de verificar se ele possui propriedades

semelhantes ao MPMA. A seguir comentamos sobre cada um desses trés modelos.

O MPMA é similar ao MCP em L9, porém, além dos elos de tamanho 1 (que sdo os tinicos
existentes na rede hiperciibica IL?), nés incluimos elos, paralelos a cada eixo coordenado, de
tamanhos inteiros e fixados previamente my, ma, ..., m, (com m; sendo miltiplo de m;
para 2 < ¢ < n). Cada elo (sitio) é aberto de forma independente com probabilidade p.
Uma vez fixada a quantidade de tamanhos de elos e o valor de cada um deles, o modelo

também exibe uma transicao de fase quando p = p. em que p. é denominado ponto critico.

L Ordem de grandeza do nimero de operacdes que sdo realizadas para executar o algoritmo.
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Foi provado em 2011 [47] que a sequéncia de pontos criticos desse modelo converge, quando
m; — oo para todo i > 1, para o ponto critico do modelo classico em L4 em que
d é a dimensao estudada no MPMA e (n + 1) é a quantidade de tamanhos de elos. Os
autores conjecturaram que essa convergéncia é mondtona. Em nossa pesquisa encontramos
evidéncias numéricas de que isso ocorrera e que a convergéncia segue uma lei de poténcia.
Com esse resultado, é possivel estimar o ponto critico do MCP em dimensoes altas (d = 4
e d = 6, por exemplo) simulando o MPMA em dimensao d = 2 [4]. Dessa forma, obtém-se
um ganho em relagao ao tempo de execugao do algoritmo e a memoria necessaria para
armazenar os dados durantes as simulagoes, ja que ambos crescem exponencialmente com

a dimensao.

Também estudamos uma variacdo do MPMA em que sao considerados apenas elos de
dois tamanhos (1 e k) e atribuimos pardmetros diferentes relacionados a probabilidade
de cada tipo de elo ser aberto, p para os de tamanho 1 e ¢ para os de tamanho k. Nesse
caso, a probabilidade de ocorrer percolacao depende desses dois parametros e, ao invés de
um ponto critico, haverd uma curva critica no espago de fase [0, 1] x [0, 1] que delimita
os valores de p e ¢ em que ocorre ou nao a percolagao. Simular esse modelo é mais dificil
do que o modelo classico devido ao tempo de execugao do algoritmo. Se adaptarmos o
Algoritmo de Newmann-Ziff de forma direta para simular esse modelo, a complexidade de
tempo computacional é elevada. Para d = 2, por exemplo, a complexidade ¢ O(L?*) em que
L é o comprimento da rede quadrada, ou seja, o nimero de operagoes para realizar uma
simulacdo cresce com L*. Através de modificacoes nesse algoritmo, propomos um mais
eficiente que é capaz de simular o modelo com complexidade de tempo computacional

menor do que O(L**?) (considerando os tamanhos de elos estudados por nos).

O MPGR foi simulado na rede hipercibica d-dimensional para d = 2, 3, 4. Nesse modelo,
um dos parametros é o tempo (f) e sorteamos um nimero aleatério com distribuicao
uniforme em [0, 1] para cada um dos elos. Esse ntimero estd relacionado com o tempo em
que o elo podera ser aberto. Em seguida, iniciando o grafo com todos os elos fechados,
tentamos abrir os elos em ordem crescente de tempo, porém o elo s6 podera ser aberto se a
quantidade de elos abertos adjacentes a cada uma de suas extremidades for menor que uma
quantidade k (restri¢do) previamente fixada. Uma caracteristica interessante desse modelo
é que a probabilidade de um elo genérico ser aberto (ou fechado) depende da configuragao
de todos os elos do grafo, nesse caso dizemos que o modelo possui dependéncia de alcance
infinito. Isso nao ocorre no modelo classico, ja que o estado de cada elo nao depende
do restante do grafo. Através de simulagoes numéricas, investigamos alguns problemas
relacionados ao comportamento do valor critico do modelo em func¢ao da restrigao k. O
principal resultado obtido por nos foi ter encontrado evidéncias numéricas de que o ponto
critico decai monotonicamente em func¢ao da restrigdo k para d € {2,3,4} [2]. Além disso,
estudamos o valor de um dos expoentes criticos do MPGR encontrando evidéncias de que

ele é igual ao do MCP. Esse resultado sugere que provavelmente ambos os modelos estejam
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na mesma classe de universalidade. Os expoentes criticos descrevem o comportamento de
modelos, que exibem transicao de fase continua, perto do valor critico. Acredita-se que
eles dependam apenas do tipo de modelo e da dimensao [70]. Dizemos que modelos que

possuem os mesmos expoentes criticos estao na mesma classe de universalidade.

O MIMA ¢ similar ao MPMA em relagao a estrutura do grafo. Nele consideramos a rede
hiperctibica L? com elos de miltiplos alcances, conforme foi descrito anteriormente, e as
demais defini¢bes sao iguais ao do modelo classico de Ising. A ideia de estudar o MIMA
surgiu na duvida se um resultado andlogo ao MPMA, em relacdo a convergéncia dos
valores criticos, também valeria para ele. Nos encontramos evidéncias numéricas de que
isso ocorrera quando substituimos o ponto critico do modelo de percolacao pelo inverso da
temperatura critica do modelo de Ising [3]. Esperdvamos encontrar esse resultado devido ao
fato de que os dois modelos sao derivados do modelo FK. Analisando nosso resultado, surge
a duvida se todo modelo que exibe uma transicao de fase na rede hiperciuibica d-dimensional
possui propriedades similares ao MPMA e MIMA em relacao a convergéncia do valor
critico para o do modelo classico em dimensoes maiores. Uma das propostas de trabalhos

futuros é estudar um modelo, que nao seja derivado do FK, e investigar essa questao.

Os resultados obtidos por nés foram publicados em trés artigos: (i) “ Multi-range percolation
model on the square lattice” [4], (ii) “On the monotonocity of the critical time in the
Constrained-degree percolation model” [2] e (iii) “ Multirange Ising model on the square
lattice” [3].

A Tese foi dividida em 9 capitulos e 2 apéndices. No Capitulo 2 apresentamos, de forma

breve, alguns conceitos e resultados relacionados a convergéncia de grafos.

O Capitulo 3 ¢é destinado a exposi¢ao dos conceitos basicos sobre o Modelo Cléssico
de Percolagao e o Algoritmo de Newmann-Ziff. No Capitulo 4 definimos o MPMA e
apresentamos resultados relacionados a esse modelo. Além disso, explicamos as modificacoes
realizadas no Algoritmo de Newmann-Ziff para conseguirmos simular o MPMA. No Capitulo
5 definimos 0 MPGR, explicamos como foi realizada a simula¢ao do modelo e apresentamos

os resultados obtidos em nosso estudo.

O Capitulo 6 consiste na definicao do Modelo Classico de Ising e na discussao do Algoritmo
de Wolft. No Capitulo 7 definimos o MIMA e apresentamos os resultados obtidos por nos

acerca desse modelo.

No Capitulo 8 discutimos algumas propostas de trabalhos futuros e no Capitulo 9 apre-
sentamos as nossas conclusoes sobre o trabalho. O Apéndice A é dedicado a apresentar
argumentos para explicar o motivo da convergéncia dos grafos com elos de multiplos
alcances para a rede hipercibica L? em dimensdes mais altas. No Apéndice B é mostrado
como foi definida a vizinhanca de alguns tipos de elos no modelo de percolagao de elos

com multiplos alcances.



27

2 Convergéncia de Grafos

Vamos iniciar esse capitulo definindo a rede hipercibica d-dimensional ¢ que serd utilizada

no decorrer da Tese. Temos que L¢ = (Z¢, £4) é um grafo em que

2 = {(w1, 29, s 2a), 13 €Ly i =1, d}

representa o conjunto de sitios e

Bl = {(a,y) € Z' x Z: |lw —yll = 1} (2.1)

o conjunto de elos.

O simbolo ||z — y|| denota a distancia entre os sitios x e y. A letra d é um inteiro positivo e
representa a dimensao de imersao do grafo. Quando d = 2 e d = 3 é comum nos referirmos
a tais grafos apenas como redes quadrada e hiperciibica, respectivamente. Na Figura 1

representamos uma parte da rede quadrada L2
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Figura 1 — Parte da rede quadrada 2. Os elos e sitios do grafo sdo representados pelos lados e
vértices dos quadrados menores, respectivamente.

A nocao original sobre convergéncia de grafos foi introduzida no trabalho de Benjamini
e Schramm [8]. A teoria é relativamente avangada e foge do objetivo desta Tese. O que

no6s utilizamos foi apenas a intuigdo sobre o que significa uma sequéncia de grafos {G,},
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convergir para um grafo G. Nesse capitulo, apresentaremos, sem formalismo matematico,

alguns exemplos e resultados sobre o assunto.

A seguir listamos trés exemplos de sequéncias de grafos que convergem para alguma rede

hiperctbica L%

Exemplo 1:

Considere o grafo unidimensional I,, = (V,,, E,,) em que V,, = {—n,—n+1,...,n—1,n} e
E, ={(,i+1),i = —n,....,n — 1}. Na Figura 2 mostramos os grafos I; e I,. Definindo
G, = I, é razoavel dizer que quando n — oo, G,, — L, em que L é a rede hiperctibica

unidimensional. Ou seja, a sequéncia {G,, },, converge para L.

® ° °

-1 0 1 I1
& P PN P ° I
-2 -1 0 1 2 2

Figura 2 — Grafos I1 e I5.

Exemplo 2:

Seja G, = I,, x I,. Observe que G, é o quadrado finito de comprimento n sem condicao

de fronteira. Quando n — oo, G,, — L2

Exemplo 3:

Considere novamente G,, = I,, X I,,, porém agora vamos introduzir os elos que conectam os
vértices da extremidade direita com os vértices correspondentes da extremidade esquerda.
O mesmo sera feito com os elos da extremidade superior e inferior. Na Figura 3 mostramos
como isso é feito. Dizemos que G, é o quadrado finito de lado n com condicao periddica

de fronteira. Quando n — 0o, novamente temos que G,, — L2.

A seguir damos algumas defini¢oes relacionadas a Teoria de Grafos.

Definicao 1 (Automorfismo de Grafos). Um automorfismo de G = (V, E) é uma fung¢ao
bijetiva ¢ : V. — V tal que se (4,v) € E, entdo (¢(u), p(V)) € E.

Definicao 2 (Grafo Transitivo). Dizemos que um grafo G = (V, E) é transitivo pelo
vértice se para quaisquer vértices u,v € V, existe um automorfismo ¢ de G tal que

(@) = 7.

Daqui em diante quando um grafo for transitivo pelo vértice diremos apenas que ele é

transitivo. Observe que os grafos do Exemplo 1 ndo sao transitivos. Por exemplo, no grafo
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Figura 3 — Rede quadrada finita de comprimento 4 com condigéo periédica de fronteira. Os elos

verticais pontilhados representam a ligacdo entre os sitios localizados na extremidade

inferior com os da extremidade superior. A conexdo entre os sitios localizados nas

extremidades direita e esquerda é representada através dos elos horizontais pontilhados.
Por exemplo, o sitio A é vizinho dos sitios E e 1.

QO O-==-

I = (Vi, Ey) temos que By = {(—1,0),(0,1)}. Se escolhermos os vértices 0 e 1, entdo nao
existe automorfismo ¢ : V; — V] tal que ¢(0) = 1, pois deveriamos ter o vértice 1 como
extremidade de dois elos do grafo. Raciocinio andlogo pode ser usado para mostrar que
os grafos GG, do Exemplo 2 também nao sao transitivos. Ja os grafos do Exemplo 3 sao
transitivos, pois dados quaisquer vértices @, v € V,, X V, temos que ¢(w) = @ — @ + 7 é

um automorfismo de G,, com ¢(u) = v.

2.1 Convergéncia de grafos e o modelo de percolacao

O modelo de percolagao sera definido no proximo capitulo de forma precisa. Para podermos
relaciona-lo com o conceito de convergéncia de grafos, vamos descrevé-lo brevemente a
seguir. No modelo de percolagao atribuimos para cada elo de um grafo G uma probabilidade
p dele estar aberto e 1 — p dele estar fechado (p € [0, 1]). Dizemos que ocorre percolacao
quando surge um conjunto infinito de elos abertos conectados (aglomerado infinito). Para
p = 0 nao ocorre percolagao, ja que todos os elos estao fechados. Ja para p = 1 ocorrera
percolacdo se o grafo for infinito e conexo, pois todos os elos estarao abertos. Observe que
se o grafo for finito, ndo ocorrera percolagao para nenhum valor de p. Definimos o ponto
critico (p.) do modelo como sendo o menor valor de p € [0,1] tal que a probabilidade
de ocorrer percolagdo assume um valor positivo, caso isso nunca ocorra, entdao definimos

pe = 1. A notacao p.(G) refere-se ao ponto critico do modelo no grafo G.
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Uma pergunta natural a se fazer quando pensamos em convergéncia de grafos no contexto

da Teoria de Percolacao ¢ a seguinte:

Pergunta 1. Seja {G,},>1 uma sequéncia de grafos com G, — G. Defina o modelo de

percolacao em cada um dos grafos G, e em G. Serd que a sequéncia de pontos criticos

{pc(Gpn)}n converge para p.(G)?

Infelizmente a resposta é nao. Considere o Exemplo 2 da secao anterior. Nele todos os
grafos G,, sao finitos, logo nao ocorrera percolagao para nenhum valor de p e, portanto,
pe = 1. J4 o ponto critico para o modelo de percolacdo de elos em L2 é igual a % [30].
Podemos aplicar o mesmo raciocinio para mostrar que na convergéncia dos grafos do
Exemplo 3, {p.(G,)}, nao converge para p.(G). Ou seja, mesmo se incluirmos a hipdtese
de que a sequéncia seja formada por grafos transitivos, teremos que nem sempre ocorrera

a convergéncia dos pontos criticos.

Os grafos G, dos exemplos 1, 2 e 3 sao finitos, vamos agora dar um exemplo de uma
sequéncia de grafos transitivos infinitos que também mostra que a resposta para a Pergunta 1
¢ nao. Considere G, = I,, X L, em que L é a rede hiperciibica unidimensional, assim temos
que G, é um “retangulo” com comprimento infinito e altura n. Quando n — oo, temos
que G, — L2. E simples provar que, para todo n, p.(G,) = 1. Como G, — LL?, entdo
pc(Gn) - pc(LQ) = %

Ainda em relagdo a Pergunta 1, Oded Schramm (comunicagdo pessoal citada em [7])
conjecturou que, além de considerar que os grafos sao transitivos, se adicionarmos uma
hipétese que limita o valor do ponto critico nos grafos da sequéncia, entao ela tera resposta

positiva. Enunciamos a seguir a conjectura:

Conjectura 1 (Conjectura de Schramm). Se {G,}n>1 € uma sequéncia de grafos transi-

tivos com G, — G e sup,,(p.(Gy)) < 1, entao p.(G,) — p.(G).

Em particular, devemos ter p.(G,) < 1 para todo n. Observe que todos os exemplos dados
no inicio desse capitulo nao satisfazem essa hipdtese. No proximo capitulo, discutiremos o
Modelo de Percolagao com Miiltiplos Alcances e veremos exemplos de sequéncias de grafos

em que vale a conjectura.

A Conjectura de Schramm é tema de pesquisas recentes. Por enquanto, foram encontradas
respostas positivas para classes especificas de grafos transitivos ou quando é considerada
alguma hipotese adicional. Boa parte de nosso estudo baseia-se no resultado obtido em 2011
por de Lima, Sanchis e Silva [47], em que os autores provam que quando consideramos a rede
hiperctibica L% com elos de miltiplos alcances, entdo valerd a conjectura. Posteriormente,
Martineau e Tassion [53] (2017) provaram que ela vale para uma classe mais geral de
grafos. Em 2020, Hutchcroft mostrou que dependendo de como a sequéncia de grafos

cresce, também valerd a conjectura [38].
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3 Modelo Classico de Percolacao

O Modelo Classico de Percolagao foi proposto por Broadbent e Hammersley em 1957 [11],
com a ideia de modelar o escoamento de um fluido deterministico através de um meio poroso
aleatério. O meio é modelado através de um grafo infinito e conexo. Variagoes desse modelo e
novas técnicas no estudo da Teoria da Percolacao surgiram posteriormente com aplicacoes
em diversas dreas da ciéncia como, por exemplo, reservatério de petréleos [12,43,54],

proteinas [63], polimeros [69,72,80] e economia [67].

Nesse capitulo definimos o modelo quando o grafo é a Rede Hiperciibica L¢ e discutimos
alguns resultados relacionados a ele. Além disso, apresentamos as principais etapas do
Algoritmo de Newmann-Ziff, que é um dos principais algoritmos utilizados em simulagoes

numéricas envolvendo modelos de percolagao.

3.1 Definicio do Modelo na Rede Hiperciibica L¢

Nesse modelo, o meio poroso é modelado através da rede hiperctibica LY = (Z%, E%) que foi
definida no Capitulo 2. A probabilidade de cada elo ser aberto é independente do estado
dos demais elos do grafo. A porosidade do meio é modelada atribuindo probabilidades p
e 1 —p, com p € [0, 1], para que cada elo esteja aberto ou fechado, respectivamente. Os
estados aberto e fechado significam que é permitida ou nao permitida a passagem
de fluido pelo elo, respectivamente. Observe que para p proximo de zero é mais provavel
que encontremos configuragdes com poucos elos abertos. Ja para p proximo de 1, a maior
parte das configuragoes apresentara varios elos abertos conectados. No painel esquerdo
da Figura 4, mostramos uma configuracao de parte da rede hipercibica L? para um
determinado valor de p. Os elos abertos estao na cor preta e os fechados foram excluidos

do grafo (cor branca).

Definimos o cluster que contém o sitio x, que sera denotado por ), como sendo o conjunto
de todos os elos abertos conectados cuja extremidade de algum deles seja x. Vamos denotar
por |C,| a quantidade de sitios que pertencem ao cluster C, (tamanho do cluster). A

seguir damos outras trés definigoes importantes relacionadas ao modelo.

Definicdo 3 (Percolagio de um sitio). Dizemos que um sitio x € Z¢ percolou se |Cy| = .

Definicao 4 (Percolacio). Dizemos que ocorreu percolagio se |Cy,| = oo para algum sitio
URSWAS

Defini¢ao 5 (Funcao 6(p)). Seja P, a medida de probabilidade associada ao modelo

quando atribuimos uma probabilidade p para cada elo ser aberto. Definimos a fung¢do
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Figura 4 — Modelo de percolacio de elos em parte do grafo 2. Configuracio da rede para um
valor fixo de p. Elos na cor preta estdo abertos e os fechados foram excluidos do
grafo (painel esquerdo). Gréfico da fungao (p), supondo que ela seja continua em p,.
(painel direito).

6 :0,1] — [0,1] como sendo a probabilidade da origem 0= (0,0, ...,0) percolar, ou seja:

0(p) = Pp(|Co| = 00).

Denotaremos esse modelo por Modelo Cldssico de Percola¢io de Elos (MCPE). Uma
variacao dele é o Modelo Cldssico de Percolagao de Sitios (MCPS), obtido mantendo-se
os elos fixos e atribuindo probabilidades para que cada sitio esteja aberto ou fechado. As

demais definigoes sao feitas de forma analoga ao MCPE.

Uma importante questao relacionada aos modelos de percolacao é a de conhecer o compor-
tamento da funcdo (p). Em L%, d > 2, sabe-se que 6(p) é continua em ([0, 1] — {p.}) e

possui duas fases distintas:

=0 se p < p. (fase subcritica);
0(p)
>0 se p > p. (fase supercritica)

?

em que p, € (0,1) é denominado ponto critico. No painel direito da Figura 4 mostramos o

grafico da fungao 0(p) supondo que ela também seja continua em p = p,.

Duas perguntas importantes sobre a fungao 8 nos modelos MCPE e MCPS séao:

(1) qual o valor de p. no grafo L4?

(2) 0(p) é continua em p = p.?
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Quando a resposta para a segunda pergunta ¢é positiva, dizemos que a transicao de fase do
modelo é continua. Se d = 1, é simples provar que p. = 1 e a transicao de fase é descontinua
para ambos os modelos. Para a questao (1), conhecemos respostas analiticas quando d = 2
no MCPE (p. = %) [35]; j& para a questdo (2) sabe-se que a resposta é positiva para os dois
modelos quando d = 2 ou d > 11 [24,33-35,64]. Nos demais casos, ha apenas aproximagoes
numéricas ou cotas (superior ou inferior) para o valor de p. e conjectura-se que a transigao
de fase seja continua. Em um recente trabalho, Gomes, Pereira e Sanchis [29] obtiveram,

de forma analitica, cotas superiores para p. quando d > 3.

3.2 Simulacao Numérica - Algoritmo de Newmann-Ziff

Ao estudar o modelo de percolagao computacionalmente, esbarramos na limitacao de
podermos trabalhar apenas com grafos finitos. Para resolver esse problema, podemos usar
a Teoria de Escala de Tamanho Finito (TETF), que foi proposta por Fisher e Barber [23]
e permite relacionar o comportamento de um sistema finito com o seu equivalente no
limite termodinamico (nimero de particulas N e volume V' crescem indefinidamente com
% finito). A seguir descrevemos em etapas como isso pode ser feito em IL? para estimar o

ponto critico (p.) no MCPS.

o Etapa 1: Definimos a rede quadrada finita de tamanho L, Ay, como sendo a parte
de IL? constituida apenas pelos sitios {—%, —% + 1, ,% -1, % 2 (por questao de
simetria, escolhemos L sendo um ntimero par). Consideramos A; com condi¢ao
periédica de contorno. A rede é representada por uma matriz nn[N][s|, em que
N = L? e s = 4 representam o ntmero de sitios e a quantidade de vizinhos de cada
um deles, respectivamente. Se formos simular o MPCE, entdo teremos N = 2L2
(nimero de elos) e s = 6, pois cada elo possui 6 vizinhos. Também pode-se usar a
rede quadrada sem a condicao periddica de contorno, porém ela é necessaria para
utilizarmos o critério que nods escolhemos para identificar a ocorréncia da percolagao
(ver Etapa 2).

« Etapa 2: Escolhemos algum critério para identificar a ocorréncia da percolagao
em A; que, no limite L — oo, seja compativel com a definicdo de percolacao no
grafo infinito. Em nosso trabalho, consideramos que a percolaciao ocorre quando héa
um cluster de empacotamento' (wrap cluster) em alguma das dire¢oes. Na Figura 5
nos mostramos exemplos em que ha um cluster de empacotamento na dire¢ao
horizontal (painel esquerdo) e em ambas as diregoes (painel direito). Além desse

critério, podemos utilizar outros para definir percolacdo na caixa finita como, por

L O cluster de empacotamento ocorre se existir um cluster infinito quando consideramos infinitas cépias

de Ay, dispostas lado a lado em uma dada diregao.
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exemplo, o surgimento de um cluster que conecta as extremidades direita e esquerda
ou extremidades superior e inferior. Todos esses critérios permitem estimar p., porém,
quando fixamos a quantidade de amostras, o utilizado por nés fornece uma estimativa

com maior precisao [57].

Figura 5 — Exemplo da ocorréncia do cluster de empacotamento na diregao horizontal (painel

esquerdo) e em ambas as diregdes (painel direito). As cores preta e branca representam
sitios abertos e fechados, respectivamente. Observe que, em ambos os grafos, se
repetirmos indefinidamente o grafo na dire¢cdo horizontal, obteremos um cluster
infinito. Porém se fizermos essa andlise na direcdo vertical, apenas no grafo da direita
isso ocorrera.

« Etapa 3: Escolhemos alguns valores crescentes de L, L € {Ly, Lo, ..., L,,}, com a

condicao de que L; nao seja proximo de L; | para que possamos perceber uma
mudanga no valor do parametro estudado. Para cada valor de L estimamos o valor
médio do primeiro valor de p em que ocorre percolagao. Esse valor ¢ denominado

ponto critico efetivo e sera denotado por pj .

Etapa 4: Para obter uma estimativa para p., utilizamos a relagao de escala, obtida
através da TETF,

(PL — pe) L7, (3.1)

em que v > 0 e p. ¢ o ponto critico do modelo de percola¢ao em L% [70]. O termo
v ¢ um dos expoentes criticos relacionado aos modelos de percolagao e sabe-se que
no MCP, quando d =2, v = % [70]. Observe que se ndo conhecemos esse expoente,

podemos substituir a = % na relagao 3.1 e reescrevé-la como:

D, = Pe+ A- L™ (32)

Dessa forma, realizamos um ajuste de curvas para determinar A, a e p.. Como
teremos uma variavel livre a mais, em relagao ao caso em que v é conhecido, a

estimativa obtida para p. sera menos precisa.
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O problema no procedimento descrito esta em como realizar a Etapa 3 de forma eficiente.
Quando fixamos o valor de p, o Algoritmo de Hoshen-Kopelman [37] permite verificar em
um tempo O(N) se ocorreu percolagio em uma dada configuragio, em que N = L? ¢
a quantidade de sitios do grafo e O(N) significa que o nimero de operagdes necesséarias
para executar o algoritmo cresce linearmente com N. Porém, se quisermos obter uma
estimativa para p. com precisao até a m —éstma casa decimal, deveremos analisar se ocorre
percolagao, pelo menos, para cada valor de p € {0, Ap,2-Ap,...,s- Ap} com Ap =107 e
s = 10™. Dessa forma, a complexidade de tempo computacional serd O(10™ - N) que, para
os valores de m e N que costumam ser utilizados para simular o modelo, quase sempre
serd maior do que O(N?). Efetivamente podemos interromper a andlise no momento em
que ocorrer a percolagdo. Mesmo se isso for feito, o algoritmo ainda demandara um tempo

elevado para estimar p..
Uma forma de otimizar o procedimento descrito anteriormente é utilizar o Teorema
da Partigao [32] para estimar 1 (p), probabilidade de ocorrer percolagdo na caixa de
comprimento L, para todos os valores de p através da expressao
N . _ N N A _
¢L(p) :ZPP(N:j)'Qj :Z ‘p](l_p)N_J'Qj (3.3)

J=0 =0\ j

em que N é o ntmero de sitios abertos no grafo e @j a probabilidade de ocorrer percolagao
quando N = j. Como para cada j o tempo necessério para verificar se ocorreu percolagao
é O(N)ej=0,1,.., N, entdo o tempo necessario para estimar ¢ (p), utilizando uma
amostra, ¢ O(N?). Observe que temos uma estimativa para v, (p) para todo valor de p e
que podemos obter a sua derivada sem recorrer a outro método numérico (basta derivar

3.3). O parametro p; pode ser estimado através de ¢, utilizando a proposicao a seguir:

Proposigao 1. Seja p; o valor médio de p em que ocorre percolagdo pela primeira vez na

caiza Np. Se ¥ (p) é a probabilidade de ocorrer percolagio em Ap, entdo

1od
ﬁszo p-%@dp- (3.4)

Demonstracao: Considere o conjunto formado pelas sequéncias de variaveis aleatorias
{Xs}sen, independentes e com distribui¢ao uniforme em [0, 1]. Para cada valor de p € [0, 1],
dizemos que um sitio s esta p-aberto se X, < p e, caso contrario, p-fechado. Fixada uma
sequéncia de variaveis aleatorias, os sitios p-abertos e p-fechados correspondem aos elos
abertos e fechados, respectivamente, de uma configuracdo do MCPS em que atribuimos uma

probabilidade p para cada sitio ser aberto. A técnica descrita acima chama-se acoplamento
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e permite comparar distribui¢des de varidveis aleatérias distintas (ver [31] para um estudo
detalhado).

Vamos dividir o intervalo [0, 1] em n subintervalos [p;_1, p;] em que i € {1,2,...,1},

1
Ap = -
P =7

e pi=1-Ap para i=0,1..., 1. (3.5)
Definimos m como o nimero de sequéncias aleatérias (configuragoes) analisadas para
estimar ¢1,(p) e P,,. Seja m,, o niimero total de vezes em que a percolacao ocorre quando
consideramos os sitios p;-abertos. Se analisarmos os sitios p-abertos para p € {po, p1, ..., 21},
entao m,, —m,, , corresponde ao nimero total de vezes que a percolacao ocorreu pela

primeira vez quando p = p;. Dessa forma, temos que:

— l
Dy = hm Zpl lim M] — lim [Z . lim <Tnp¢ . mpi—1>] _

m— 00 m =00 Py m—r00 m m

= hm sz (Yr(pi) — Yr(pi-1)) = hm sz ( P) AZL(Z% 1>> -Ap =
_/ de

Mesmo utilizando o Teorema da Particdo o algoritmo ainda nao é eficiente, pois a comple-

xidade cresce com N? (ou seja, L*). Mark Newmann e Robert Ziff escreveram o artigo Fast
Monte Carlo algorithm for site or bond percolation [57], no qual propuseram um algoritmo
capaz de realizar a mesma tarefa em tempo O(NN). A ideia é, além de usar o Teorema da

Particao, realizar a Etapa 3 da seguinte forma:
(i) Atribua um nimero para cada um dos N sitios.
(ii) Crie uma lista ordenada permutando os N nimeros.

(iii) Abra os sitios sequencialmente, seguindo a ordem da lista, até ocorrer percolagao.

(iv) Suponha que a percolagao ocorra quando o c-ésimo sitio for adicionado, entao

temosque@j:()paraj<ce§j:1paraj2(z.

(v) Agora basta usar a Equacao 3.3 para obter uma estimativa de Q1,(p).

Observe que os passos descritos acima sao para executar apenas uma simulagao do modelo
(uma amostra); para obtermos uma boa estimativa do parametro de interesse ¢ necessario
realizarmos varias simulacoes. A vantagem do Algoritmo de Newmann-Ziff esta no fato de

que podemos aproveitar a andlise realizada na estimativa de (); para estimar Q.
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4 Modelo de Percolacao com Miltiplos

Alcances em 1LY

O Modelo de Percolagao com Multiplos Alcances (MPMA) em LL¢ possui relagdo com o

estudo do MCP em dimensoes maiores do que d. Nesse capitulo, veremos um resultado

que relaciona esses dois modelos e mostraremos resultados numéricos, obtidos por nés, que

permitem estimar o ponto critico do modelo cléssico em ¢ para d = 4 e d = 6, simulando
del altipl 1 L2 Além di t lgorit

o modelo com muiltiplos alcances em LL*. Além disso, apresentaremos algoritmos para

simular o modelo bidimensional com dois alcances e parametros distintos relacionados a

abertura de cada tipo de elo.

4.1 Definicao e Principais Resultados

O Modelo de Percolagao de Sitios com Multiplos Alcances (MPSMA) e o Modelo de
Percolagao de Elos com Multiplos Alcances (MPEMA) sao definidos a partir dos modelos
classicos de percolacao de sitios e elos, respectivamente [46,47]. A seguir, damos uma
definicdo formal desses dois modelos. Denotaremos a i—ésima coordenada do vetor @ € Z¢

por u;.

Definicao 6. Fizados um inteiro positivo n e uma sequéncia kn = (k1,...,ky), com
ki € {2,3,...} Vi € {1,...,n}, definimos o grafo GX" = (Z%, E; U (UL Ep,x..xx,)), em que

E, = {(7,%) € Z* x Z% 3 i € {1,...,d} com |jv; —wi|| =1 e vj =w;,Vj#i} (4.1)

¢ o conjunto formado por todos os elos de tamanho [ paralelos a cada eixo coordenado. Da

forma como foi definido, temos que G é Z¢ com a adicdo de todos os elos de tamanhos
1, k1, (k1 x ko),o.oy (k1 X ko X -+ X ky)

paralelos a cada eiro coordenado.

Observe que o grafo possui elos de n 4+ 1 tamanhos distintos e que ndo é necessario que
as componentes do vetor kn estejam em ordem crescente. Na Figura 6 mostramos parte
do grafo ng, com n = 1 e k; = 2. Atribuimos probabilidades p e 1 — p para cada elo
(sitio) ser aberto ou fechado, respectivamente. As definigdes de percolagdo de um sitio,

percolagao, funcao 6(p) e ponto critico coincidem com as do MCP (Secao 3.1).
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@)

Figura 6 — Esquema mostrando parte do grafo Gg", em que n = 1 e k; = 2, com todos os
elos que tém alguma extremidade em um dos vértices x ou y. O tamanho dos elos
designados com letras e nimeros € igual a 1 e ki, respectivamente.

Um dos interesses nesse modelo estd no fato de que o grafo G&* converge para LA+

quando os elos de tamanho maior do que 1 divergem. Formalmente temos que

kigg},w G‘En =L, (4.2)
ou seja, a sequéncia de grafos {Gﬁ"},ﬁ, com n e d fixos, converge para a rede hiperctbica
L4+D  No Apéndice A damos uma ideia intuitiva para explicar essa convergéncia. Anali-
sando 4.2, podemos perguntar se a sequéncia de pontos criticos {pc(ng)} ird convergir
para p.(L4" D). Em outras palavras, queremos saber se a Conjectura de Schramm (ver
Capitulo 2) é valida para os grafos com elos de miltiplos alcances definidos aqui. Em [47],
de Lima, Sanchis, e Silva demonstraram, através do Teorema 1 a seguir, que a resposta

para essa questao é afirmativa:

Teorema 1. Se p (LY ¢ o ponto critico do modelo clissico de percolagio de elos (ou

sitios) em LAY | entdo

lim  po(GE") = p(LAHD), vd > 2.

ki—00,Vi

Para n = 1 o Teorema 1 diz que se adicionarmos elos de tamanho k; = k no grafo L4,

entdo, no limite k — 0o, os novos elos comportam-se como elos de tamanho 1 em Z2¢. O
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aumento na dimensao de d para 2d ¢ devido a existéncia de elos de tamanho £ paralelos
a cada um dos d eixos coordenados de Z%. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para
n > 2. Apesar da convergéncia ter sido demonstrada, nao é conhecido se ela é monotona
em fungao do tamanho dos elos. Os autores conjecturaram que isso ocorrera. Na proxima

secao discutiremos essa questao e outros problemas em aberto relacionados ao modelo.

No mesmo artigo em que foi provado o Teorema 1, foi demonstrado que vale um resul-
tado mais geral quando consideramos nimeros diferentes de alcances em cada diregao,

enunciamos ele a seguir.

Teorema 2. Seja fni = (kigs Kig, s kin,) @ sequéncia que define a quantidade de elos e o
tamanho de cada um deles na dire¢io i, i € {1,...,d}. Caso n; =0, entdao hd apenas elos
de tamanho 1 da dire¢io i. Temos que se p.(IL%) é o ponto critico do modelo cldssico de
percolagio de elos (ou sitios) em L%, entdo
. Tn; S8 ()
lim  p(GE") =p. (LT

ki’j%OO,Vi,]

Vd > 2.

Observe que se estivermos simulando o modelo com miltiplos alcances em L2, entao o
Teorema 1 o relaciona com o modelo cldssico em dimensao d =2(n+ 1) em que n+1¢é a
quantidade de elos de tamanhos distintos. Dessa forma, d serd sempre um ntimero par. Ja
o Teorema 2 permite relacionar o modelo bidimensional com multiplos alcances ao modelo
classico em qualquer dimensao. Por exemplo, se escolhermos introduzir elos de tamanho 1
e k na direcao horizontal e apenas de tamanho 1 na direcao vertical, teremos que o ponto

critico ir4 convergir para p.(IL%).

4.2 Algumas Questoes

Acredita-se que a funcao 6(p), para todo p, seja nao decrescente em cada variavel k; quando
consideramos o modelo no grafo GX" [47]. Caso isso ocorra, valerd também a seguinte

conjectura:

Conjectura 2. Se pc(ng) ¢ o ponto critico do modelo cldssico de percolagio de elos (ou

. mn ~ n , , ~ .,
sitios) em GX" | entdo p.(G%") é mondtono ndo crescente em cada varidvel k;.

Encontramos evidéncias numéricas de que a Conjectura 2 é verdadeira e mostramos que
a convergéncia de pc(ng) para p.(L?) segue uma lei de poténcia. Esse tltimo fato é
importante, pois permite estimarmos o ponto critico do modelo cléssico em dimensoes altas
simulando um modelo bidimensional. Dessa forma, havera um ganho tanto em relacao ao

tempo de execuc¢ao quanto a memoria necessaria para simular o modelo.
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Além da situagdo em que o tamanho de um elo é miltiplo dos de tamanhos menores,
também estudamos o comportamento do ponto critico em L? quando n = 2 (trés alcances),
com a condicao de que os tamanhos do maior e menor elos, u e 1, sdo fixos, e variamos o
tamanho do elo de tamanho intermedidrio (m) entre 1 e u. Mostramos que o comportamento
de p. é nao monotonico e propomos uma heuristica capaz de explicad-lo. Esse fato reforga a
necessidade da hipétese nos teoremas 1 e 2 relacionada a multiplicidade dos tamanhos dos

elos.

Outro problema que desperta a atencao é o de determinar o comportamento da proba-
bilidade de ocorrer percolagaio no MPEMA, com n = 1, considerando probabilidades
diferentes para cada tipo de elo ser aberto, p para elos de tamanho k e ¢ para elos de
tamanho 1. Iremos denotar esse modelo por “MPEMA com p # ¢” e a probabilidade
de ocorrer percolagao por ¢ (p, q). A sigla MPEMA, sem nenhum informacao adicional,
denotard o modelo em que atribuimos a mesma probabilidade para cada tipo de elo ser

aberto.

Como a fungao v (p, q) assume apenas os valores 0 e 1, para descrever o seu comportamento

basta determinar a curva que separa as regioes:

Ao ={(p.q) €10,1] x [0,1];4(p,q) =0} e Ay ={(p,q) € [0,1] x [0,1];¢(p,q) = 1}
(4.3)

que ¢ definida formalmente por:
g: (p) = sup{g; ¥ (p,q) = 0}. (4.4)

Um artigo recente descreveu, de forma analitica, o comportamento de (4.4) para o modelo
de percolagdo de elos com miultiplos alcances em uma arvore orientada [46]. A andlise
numérica para esse caso torna-se complexa, pois os elos sao distinguiveis na estimativa
de ¥ (p, q), diferente do caso quando p = ¢q. N6s propomos um algoritmo eficiente para

realizar essa tarefa em IL? e descrevemos a curva ¢*(p) para alguns valores de k.

Os resultados citados nesta se¢ao foram publicados no artigo “Multi-range Percolation

Model on the Square Lattice” [4] e serdo detalhados no decorrer da Tese.

4.3 Simulacao Numérica

A simulacao dos modelos MPSMA e MPEMA ¢é similar & do MCP, a diferenca principal
esta na definicao da vizinhanca. J4 no MPEMA em L? com p # ¢, ha a necessidade de
realizar outras modificagoes no Algoritmo de Newmann-Ziff para ser possivel estimar
a funcao ¥ (p, q) de forma eficiente. Nesta se¢ao iremos comentar sobre os algoritmos

utilizados nas simulacoes desses modelos quando a dimensao ¢ d = 2.

Os valores das incertezas nos parametros estimados no decorrer desse capitulo sao devidos

unicamente ao ajuste de curvas realizado para obté-los (salvo quando especificarmos algo
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diferente). Essa simplificagao foi suficiente para os propésitos do nosso trabalho e decorre
do elevado ntmero de casos estudados. Ressaltamos que uma andalise mais detalhada
na determinacao das incertezas pode ser realizada obtendo mais estimativas para cada

parametro, como foi feito no estudo do modelo de Ising (Capitulo 7).

43.1 MPSMA

Para simular esse modelo, modificamos a vizinhanca de cada sitio, que agora passa a ter
4(n + 1) vizinhos, e alteramos alguns comandos dentro do algoritmo que possuem relacao
direta com ela. Na Tabela 1 e no Algoritmo 1 definimos, através de uma lista de adjacéncia,
a vizinhanca de um sitio genérico i quando n = 1 e o tamanho do maior alcance é k. A
posicao de cada vizinho é representada na Figura 7. Os sitios sdo numerados de 0 a N — 1,

em que N = L? e L é o comprimento da rede quadrada.

Tabela 1 — Vizinhanga de cada sitio ¢ do grafo. A letra [ representa a posi¢do do sitio vizinho,
indicada na Figura 7, e n;(i) o nimero associado a ele.

ny (i)
(i+ N —L) (mod N)
(i+1) (mod N)
(t+ L) (mod N)
(t+N —1) (mod N)
(t+N — kL) (mod N)
(i + k) (mod N)
(i + kL) (mod N)
(i+ N —Fk) (mod N)

N (D[ ORI WIN|[ RO~

Para satisfazer a condicao periédica de contorno que relaciona os lados direito e esquerdo,
adicionamos os comandos do Algoritmo 1. As condigoes para conectar as partes superior e

inferior sao dadas diretamente pelos comandos da Tabela 1.

Quando a dimensao d for maior do que 2, cada sitio terd 2d(n + 1) vizinhos e a defini¢ao

da vizinhanga ¢é feita de forma similar ao caso d = 2.

A estimativa de ¢, (p), Dy, e p. € obtida utilizando as formulas 3.3, 3.4 e 3.1, respectivamente,

assim como ¢é feito no modelo classico.

432 MPEMA

A definigdo da vizinhanga no MPEMA é mais complicada, pois, se considerarmos elos
horizontais e verticais como sendo distintos, entdo temos 2(n + 1) tipos de elos. Para

identificar o surgimento do cluster de empacotamento é necessario definir de forma precisa
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Algoritmo 1: Relaciona os sitios das extremidades direita e esquerda a fim de
satisfazer a condigdo periédica de contorno. A expressao |z] denota o maior
numero inteiro menor ou igual a .

1

2
3

10

11

12
13

14

para 0 <7 < N faga
se i (mod L) = 0 entao
| ng(i)=i+L—1
fim
senao se (i + 1) (mod L) = 0 entao
| ni(i)=i+L—1

fim

se (i—k)<L- EJ entdo
| nr(i) =1+ L —k

fim

sendo se (i + k) > Q%J + 1) - L entao
fim
fim

.n4

Ono

on7 ona oS en o

on2

on6

Figura 7 — Esquema mostrando a vizinhanca de um sitio s no grafo com elos de alcances 1 e

k = 2. Se o nimero associado ao sitio s for ¢, entdo os nimeros de cada vizinho n;
sdo dados pela Tabela 1 e Algoritmo 1.

a posicao e a vizinhanca de cada elo no grafo. A seguir explicamos como isso foi feito para

o cason = 1.

Considere a rede quadrada de comprimento L e elos de tamanhos 1 e m. Temos entdo 4>

elos separados em quatro tipos: horizontal de tamanho 1, vertical de tamanho 1, horizontal

de tamanho k e vertical de tamanho k, um elemento genérico desses tipos sera denotado

por hi, vy, hy e v, respectivamente. A cada elo é atribuido um nimero que depende do
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seu tipo: hy =4k, vy =4k +1, hy =4k +2 e v, =4k +3 com k € {0,1,.... (L> — 1)},
os numeros sao atribuidos em ordem crescente iniciando da esquerda para a direita e de
cima para baixo. Na Figura 8 é mostrado um exemplo com a identificacao de alguns elos.
Observe que os sitios do grafo estao dispostos em L linhas e L colunas. Para localizar a
posicao (linha e coluna) de cada elo, definimos 2L colunas de elos numeradas de 0 a 2L — 1

da seguinte forma:

(i) Elos verticais cujas extremidades estejam localizadas em uma mesma coluna de

sitios formam uma coluna de elos.

(i) Seja S uma coluna de sitios. Todos os elos horizontais cuja extremidade esquerda

esteja localizada em S formam uma coluna de elos.

(iii) Numeramos as colunas em ordem crescente da esquerda para a direita alternando

entre colunas do tipo (i) e do tipo (ii).

As linhas sao definidas de forma andaloga e numeradas em ordem crescente de cima para
baixo. Na Figura 8 é indicada a localizacao dos elos das duas primeiras linhas e colunas

quando o comprimento da rede é L = 3.

Como cada tipo de elo tem uma topologia de vizinhanca distinta, temos que defini-la
separadamente. Na figura 9 representamos a vizinhanc¢a e numeramos os vizinhos dos
elos do tipo h;. Na Tabela 2 identificamos, através de uma lista de adjacéncia, o nimero
atribuido a cada um de seus vizinhos; as letras ¢ e j sdo definidas através das igualdades

abaixo

i:{LJ ¢ j:{—f (mzd 4L)J (4.5)

em que 7 é o nimero atribuido ao elo. De forma similar, definimos a vizinhanca dos elos

do tipo vy, v e hy no Apéndice B.

Como a probabilidade de cada tipo de elo ser aberto é a mesma, podemos estimar p,.
utilizando o mesmo procedimento descrito no modelo classico de percolagao (Secao 3.2).
Na expressio 3.3 temos que N = 2d(n + 1)L?, pois N corresponde & quantidade total de

elos do grafo.

4.3.3 MPEMA com p # q

Quando consideramos probabilidades distintas para cada tipo de elo ser aberto no MPEMA,

a estimativa de p. torna-se mais complexa, pois nao podemos utilizar a expressao 3.3
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27
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®
A B

Figura 8 — Identificagio e localizagao dos elos na rede quadrada de tamanho I = 3 com condi¢do
periddica de contorno. Consideramos n = 1 com elos de tamanhos 1 e kK = 2. Na
figura sao representados apenas elos que estao localizados nas linhas e colunas 0 e 1.
Os elos da coluna 0 sdo: {1,3,13,15,25,27}; da coluna 1: {0,2,12,14,24,26}; da
linha 0: {0,2,4,6,8,10}; da linha 1: {1,3,5,7,9,11}. Elos representados através de
segmentos de reta e de curvas tém tamanhos iguais a 1 e k = 2, respectivamente.

da mesma forma como foi feito no modelo com probabilidades iguais. N6s estudamos
esse modelo considerando n = 1 (dois alcances) e elos de tamanhos 1 e k. Atribuimos

probabilidades p e ¢ para os elos de tamanhos 1 e k serem abertos, respectivamente.

Se p = ¢, a parte principal do algoritmo para simular uma amostra do modelo consiste em
fixar uma lista ordenada, obtida por uma permutacao de todos os elos, e abrir cada um
deles, um por vez, até ocorrer percolacao. Se ela ocorrer quando o c—ésimo elo for aberto,
entao Q_] =0paraj<ce Q_j =1 para j > ¢, em que Q_] ¢ a estimativa da probabilidade
de ocorrer percolagao quando ha j elos abertos no grafo. Apds simular varias amostras, a

probabilidade de ocorrer percolacao ¢é estimada utilizando a Equacao 3.3.

Vamos denotar por M a quantidade de elos de cada tipo, logo M = % = 2L% No MPEMA
com p # ¢, temos que atribuir um nimero para os N elos de forma que seja facil distinguir
o tamanho de cada um deles a partir do seu nimero. Por exemplo, nimero impar para elos

de tamanho 1 e par para elos de tamanho k. Em seguida, criamos duas listas ordenadas,
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Figura 9 — Representagdo da vizinhanca dos elos do tipo h;. Segmentos de reta e linhas curvas
correspondem a elos de tamanhos 1 e k, respectivamente.

Tabela 2 — Identificacdo do niimero de cada vizinho dos elos do tipo hy.

ny (h1)
ALi 445 +1
ALi+4[(j + 1) (mod L)] +1
4Li +4[(j +1) (mod L)]

AL[(i —1+ L) (mod L)] +4[(j + 1) (mod L)] +1
AL[(i =1+ L) (mod L)] +4j + 1
ALi+4[(j — 1+ L) (mod L)]

ALi 445 +3
ALi+4[(j + 1) (mod L)] + 3
ALi+4[(j + 1) (mod L)] + 2
A4L[(i —k+ L) (mod L)] +4[(j +1) (mod L)] +3
AL[(t —k+ L) (mod L) +4j + 3
ALi+4[(j — k + L) (mod L)] +2
ALi+4j + 2
ALi+4[(j —k+1+L) (mod L)] +2

Q|0 (||| = WIN[~|O]

—
(es)

—_
—_

—
[\

—
w

uma para cada tamanho, permutando os M respectivos elos. Vamos denotar por (m,r)
uma configuragdo em que somente os primeiros m e r elos das listas correspondentes aos
tamanhos k e 1, respectivamente, estejam abertos. Assim como foi feito na Equagao 3.3,

utilizamos o Teorema da Parti¢ao [30] para estimar a probabilidade de ocorrer percolacao
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na rede quadrada de comprimento L, para cada p,q € [0,1]. Essa probabilidade sera

denotada por 9 (p, q) e pode ser calculada da seguinte forma:

b, (p,q) = % ]ZW: : prA=p)M (=M Qe (46)

em que corresponde a probabilidade de ocorrer percolagao em uma configuragao

m,r
(m, ) e os demais termos correspondem a probabilidade de ocorrer essa configuracao. Para
estimar @mﬂn é necessario, apos fixar as listas de elos, testar se ocorreu ou nao percolagao
para cada configuragao (m,r), m,r € {0, 1, ..., M }. Nesse caso, teremos um algoritmo com
complexidade de tempo computacional O(M?) = O(L*), ou seja, ineficiente. O problema
esta no fato de que, para cada valor de m, é necessario reiniciar a abertura de todos os
elos e verificar se ocorrera ou nao a percolagao, pois apos um elo ser aberto nao é possivel

fechar somente ele e continuar a andlise.

18

—_—

I' (elos de tamanho 1)
O_NWRUION®O S L

01234567809 18
M (elos de tamanho k)

Figura 10 — Quantidade de configuragoes (m,r) que devemos verificar se ocorreu percolagao
quando consideramos a rede quadrada de comprimento L. = 3 e elos de tamanhos 1
e k. O quadrado localizado na linha r e coluna m representa a configuracdo em que
apenas os primeiros r e m elos de tamanhos 1 e k, respectivamente, sdo abertos.

Com o intuito de comparar a eficiéncia de algoritmos que simulam esse modelo, mostramos
na Figura 10 um esquema em que cada quadrado cinza representa uma configuracao

(m, ), considerando uma rede quadrada de comprimento L = 3 (18 elos de cada tamanho).
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O nimero de quadrados cinzas estd diretamente relacionado a complexidade de tempo
computacional do algoritmo, j& que devemos analisar cada par (m,r) e verificar se ocorreu

ou nao a percolacao. Em nosso estudo, simulamos o modelo considerando 512 < L < 1024.

A seguir, descrevemos dois algoritmos denominados Algoritmo Padrao e Algoritmo Modifi-
cado e esquemas similares ao da Figura 10 para ilustrar o ganho no tempo de execugao em
cada um deles. O primeiro é uma aplicagao direta do Algoritmo de Newmann-Ziff e possui
complexidade de tempo computacional elevada, o segundo, que foi desenvolvido por nos, é
uma modificacao do Algoritmo Padrao e é mais eficiente. Ambos sdo descritos no artigo

“ Multi-range percolation model on the square lattice” [4].

Algoritmo Padrao (AP): Vamos denotar por r; o primeiro valor de r em que

ocorre percolagdo quando m =i (i € {0,...M}). A seguir descrevemos o AP:

(i) Crie as duas listas com a ordem de abertura de cada tipo de elo.

(ii) Para cada valor de i € {0, ..., M}, abra os ¢ primeiros elos de tamanho k
e, em seguida, os elos de tamanho 1, seguindo a ordem da lista, até ocorrer a

percolacao. Dessa forma, obtém-se o valor de r; para todo ¢ analisado.

(iii) Na execucao da Etapa (ii), se a percolagdo ocorrer durante a abertura dos
elos de tamanho k, suponha que seja quando ¢+ = m*, entao r; =0 se ¢ > m* e

podemos interromper a execucao do algoritmo.

Observe que conhecendo o valor de r;, para todo i, saberemos se ocorre ou nao

percolacao para cada uma das M? configuragoes (m, r).

Considere uma simula¢do do modelo em que fixamos a ordem de abertura dos elos de cada
tipo. Na figura 11 mostramos um esquema com as configuragdes analisadas se usarmos o AP.
Apoés explicarmos o proximo algoritmo, consideraremos essa mesma ordem de abertura dos
elos para comparar a eficiéncia entre eles. Os quadrados na cor branca estao relacionados
as configuragoes que nao precisamos analisar, pois sabemos se ocorrera percolacao de
forma indireta. Logo, representam um ganho de tempo na execucao do algoritmo. Vamos
agora obter uma estimativa do nimero médio de pares (m,r) que serdao analisados, que
iremos denotar por C(k, L), ao realizarmos varias simulagdes em uma rede quadrada de
comprimento L considerando elos de tamanhos 1 e k. Essa estimativa ¢ equivalente a
complexidade de tempo computacional do algoritmo, pois no restante dele sao realizadas

operagoes simples que demandam bem menos tempo do que C(k, L).

Estimativa de C(k, L) no AP: Quando r = 0 a percolagdo ocorre, em média,

quando m = % - M, pois o ponto critico do modelo de percolacao em L2 é % Para
cada valor de m, o valor médio das (m + r) configuracoes analisadas até ocorrer
percolagio satisfaz (m+1) > p.(L*)- (2M), com p.(L*) &~ 0.16013122 [55]. Na tltima



48

Capitulo 4. Modelo de Percolagio com Muiltiplos Alcances em L%

18

—

OC=_NWhRUON®O S

I' (elos de tamanho 1)

0123456789 18
M (elos de tamanho k)

Figura 11 — Quantidade de configura¢ées que devemos verificar se ocorreu percolagao, quando

utilizamos o AP, na rede quadrada de comprimento L = 3 e elos de tamanhos 1 e
k. As configuragoes (m,r) representadas por quadrados brancos ndo precisam ser
analisadas, pois é possivel saber se ocorreu ou nao percolacdo em cada uma delas
apenas analisando as demais configuragoes (representadas por quadrados na cor
cinza ou com simbolos). Os simbolos X e () indicam que a percolagao foi identificada
no momento da abertura dos elos de tamanhos 1 e k, respectivamente.

desigualdade estamos usando o fato de que o ponto critico do MPEMA convergira
para p.(IL*) (Teorema 1) e de forma monétona decrescente (conjectura verificada

por nés). Dessa forma, temos que:

C(k,L) > % [2M - p (LY)] ~ 0.64 - L*. (4.7)

Observe que a complexidade de tempo computacional é da ordem de L*, tornando o

algoritmo lento para L grande.

Algoritmo Modificado (AM): Assim como foi feito no AP, inicialmente criamos

as listas com a ordem de abertura de cada tipo de elo e definimos r;, para i € {0,...M},
como o primeiro valor de r em que ocorre percolagao quando m = ¢ . Denotamos por
s(k, L) o numero médio de vezes em que r; # r;_1, considerando todos os valores de i.
Na Figura 11, por exemplo, temos que ro = 10, r7 = 3 e s(k, L) = 5. Descrevemos a

seguir o algoritmo em sete etapas:
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(i) Defina @ = 0. A varidvel a assume um novo valor toda vez que a etapa (vi)

for executada.
(ii) Abra a elos de tamanho k.

(iii) Abra elos de tamanho 1 até ocorrer percolagao, dessa forma obtemos o

valor de 7.

(iv) Reinicie a abertura dos elos. Abra a elos de tamanho & e, em seguida,

(rq — 1) elos de tamanho 1 (logo nao ocorrera percolagao).

(v) Abra elos de tamanho k até ocorrer percolagao. Suponha que seja quando
m = w, entao teremos que 1y, = T411 = ... = Ty_1-

(vi) Defina a = w. A varidvel w assumird um novo valor quando repetirmos a
etapa (v).

(vii) Repita as etapas de (ii) a (vi) até determinar o valor de 7 em que r; = 0.

Seguindo as etapas descritas no AM conseguiremos saber se ocorre ou nao percolacao
para todo par (r,m). A grande vantagem dele é que evitamos reiniciar a todo momento
a abertura de elos. Para podermos comparar a eficiéncia do AM com a do AP, vamos
analisar C(k, L).

Estimativa de C(k, L) no AM: Para simplificar o cdlculo, vamos supor que todos

os elos abertos sao de tamanho 1. Dessa forma, iremos estimar uma cota superior
para C(k, L), pois abrir elos de tamanho k favorece mais a ocorréncia da percolagao

e, portanto, diminui o valor de C(k, L).

Nas etapas (ii) e (iii), juntas, e na etapa (iv) sdo abertos, em média, M elos
(pe(L?) = 3). Como as etapas (ii), (iii) e (iv) serdo executadas s(k, L) vezes, esses
blocos correspondem a 2M - s(k, L) operagoes. Juntando todas as vezes em que
a etapa (v) é executada, temos que o nimero de elos abertos serd, em média, %,
novamente pelo fato de que p.(L?) = % Através de uma andlise numérica, estimamos
s(k,L) =~ \- L% para k € {2,3,4,5,8}, com § < 0.834 ¢ A\ < 0.982. Dessa forma,

temos que:

C(k,L) <2M - s(k, L) + % ~ AALP 4 2 (4.8)

Para os valores de k citados anteriormente, temos que C(k, L) < 3.928 - L2831,

Comparando as inequagoes 4.7 e 4.8, percebemos como o AM é mais eficiente do que
o AP. Na Figura 12 mostramos o esquema com os casos analisados no mesmo exemplo
relacionado ao esquema da Figura 11. Comparando essas duas figuras, percebemos a

vantagem do AM em relacao ao AP.
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Figura 12 — Quantidade de configura¢ées que devemos verificar se ocorreu percolag¢do, quando
utilizamos o AM, na rede quadrada de comprimento L = 3 e elos de tamanhos 1
e k. As configuragoes (m,r) representadas por quadrados brancos nao precisam
ser analisadas, pois é possivel saber se ocorreu ou nao percolagdo em cada uma
delas apenas analisando as demais configuragoes (representadas por quadrados na
cor cinza ou com simbolos). Os simbolos X, () ¢ @ indicam que a percolacio
foi identificada no momento da abertura dos elos de tamanhos 1, k£ e ambos os
tamanhos, respectivamente.

4.4 Resultados

4.4.1 Monotonicidade do Ponto Critico

Nos modelos de percolagao de sitios e elos com n = 1 (dois alcances) e elos de tamanhos 1
e k, nds consideramos k € {2, 3,...25}. No MPSMA também foi estudado o caso n = 2 com
elos de tamanhos 1, ke u = k- (k+ 1), em que k € {2,3,...,7}. Para cada caso analisado,
escolhemos entre 6 ¢ 7 valores de L com 512 < L < 4096 (sitios e n = 1), 512 < L < 1792
(elos en =1) e 1024 < L < 5120 (sitios e n = 2). O ntimero de amostras variou entre
10000 (L = 5120) a 80000 (L = 512).

O tempo de execugao do algoritmo depende da quantidade de elementos (elos ou sitios)
do grafo, que por sua vez depende de L e da dimensao d. Observe que se estivermos

trabalhando no modelo com n + 1 alcances na rede quadrada de comprimento L, entao
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teremos 2nL? elos e L? sitios. Por esse motivo, escolhemos valores menores de L no
MPEMA e analisamos apenas o MPSMA quando n = 2 (ja que o valor de n nao influencia

na quantidade de sitios do grafo).

Analisando os dados obtidos ap6s as simulacoes, verificamos que o ponto critico do modelo
decresce a medida que os tamanhos dos elos aumentam. Na Figura 13 apresentamos
os graficos obtidos para cada situagao estudada. Além de verificar a monotonicidade,
encontramos evidéncias numéricas de que o ponto critico decai, em funcdo do tamanho

dos elos, segundo uma lei de poténcia. Através de um ajuste de curvas da forma:

pc(ng) =a-k"+¢ a,b,c€R (4.9)
obtivemos os dados que constam na Tabela 3 que comprovam tal fato.

Tabela 3 — Parametros obtidos no ajuste de curvas realizado através da Equacdo 4.9 em cada
situacao analisada.

Situagdo a b ¢ R-Square
sitio: n =1 | 0.4072(16) -1.5336(53) 0.19683(9) 0.99997
eloon=1 | 0.16580(55) -1.4238(40) 0.15986(3) 0.99996
sitio: n =2 | 0.2573(11) -2.1317(66) 0.10902(5) 0.99999

Sob o ponto de vista numérico, o decaimento segundo uma lei de poténcia é um fato
importante, pois nos permite obter estimativas para o ponto critico do modelo cléssico em
L4 para dimensdes altas simulando o modelo com multiplos alcances bidimensional. O valor
de ¢ na Equacdo 4.9 é a estimativa de p,, pois b < 0 e, portanto, o termo a - k® converge
para zero quando & — oo. De acordo com o Teorema 1, quando n =1 e n = 2, o valor de
¢ representa o ponto critico do modelo classico em d = 4 e d = 6, respectivamente. Para
efeito de comparagao, exibimos na Tabela 4 as estimativas de p.(IL*) e p.(LL°) encontradas
na literatura (onde foi simulado o modelo cldssico diretamente em LL¢) e as obtidas por

no6s através dos modelos com miiltiplos alcances.

Tabela 4 — Comparacao entre as estimativas dos pontos criticos do MCP obtidas por nés e as
encontradas na literatura.

Situagao Nossa estimativa Simulacdo direta em L¢
pe(IL?) - sitio | 0.19683(9) 0.19688561(3) [55]
pe(L?) - elo | 0.15986(3) 0.16013122(6) [55]
pe(L%) - sitio | 0.10902(5) 0.109016661(8) [55]

A precisao em nossas estimativas foi menor, e para o caso “elo: n = 1” nosso resultado

nao é compativel, apesar de préximo, com o encontrado em [55]. Descrevemos no item (i)
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Figura 13 — No painel superior esquerdo apresentamos as estimativas do ponto critico no modelo
com elos de tamanhos 1 e k£ em fungdo do maior tamanho (k). Os pontos marcados
com quadrados e tridngulos representam os modelos de sitios e elos, respectivamente.
No painel superior direito apresentamos os mesmos dados em um grafico log — log.
No painel inferior esquerdo temos os valores dos pontos criticos obtidos no MPEMA
com elos de tamanho 1, k e u, em fungdo de k, em que u = k-(k+1). No painel inferior
direito apresentamos os mesmos dados em um grafico log — log. Em todos os casos

verificamos que p.(G5") é decrescente em k. A curva continua apresentada em cada
painel esquerdo corresponde ao ajuste de curvas realizado através da Equacgao 4.9.
Os ajustes lineares realizados nos gréaficos dos painéis direitos foram baseados na
Equacio 4.9 em que A =1In(a), B=5b, X =In(k) e Y = In [p.(G5") — p.(L%)].

a seguir o provavel motivo disso ter ocorrido e discutimos em (ii) uma vantagem do nosso

método, em relagao ao utilizado na referéncia citada, quando trabalhamos com modelos

de percolagao com dependéncia de longo alcance.

(i) N6s analisamos um ntmero elevado de casos (48 para n = 1 ¢ 6 para n = 2),

cada um deles corresponde a um ponto em um dos graficos da Figura 13 e é

obtido simulando o modelo para cada valor de L escolhido. Por esse motivo, para

podermos simular os modelos em um tempo nao muito elevado, escolhemos realizar
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um nimero menor de amostras. Logo, a precisdo na estimativa de cada ponto critico

e, consequentemente, na de p.(IL*) e p.(IL%), foi afetada de forma negativa.

(ii) Devido a lentidao do Algoritmo de Newmann-Ziff para estimar o ponto critico em
dimensoes altas, para obter as estimativas da Tabela 4 Mertens e Moore [55] utilizaram
um algoritmo similar ao Algoritmo de Leath [44]. Ele baseia-se no crescimento de um
unico cluster para estimar p,. e, dessa forma, reduz a quantidade de meméria e tempo
para simular o modelo. Esse algoritmo tem a limitacao de s6 poder ser utilizado em
modelos de percolagao independentes (a probabilidade de cada elo/sitio ser aberto
independe da configuracao do restante do grafo). Resultados preliminares sugerem
que o método utilizado por nés também pode ser aplicado a modelos de percolagao
que nao sao independentes como, por exemplo, o Modelo de Percolagao com Grau
Restrito que sera estudado no Capitulo 5. Se isso realmente ocorrer, o nosso método
para estimar p. serd uma importante ferramenta para estudar o comportamento do

ponto critico em modelos de percolagao com dependéncia de longo alcance.

4.4.2 Necessidade dos Tamanhos dos Elos serem Miltiplos

No Teorema 1 é necessario que o tamanho de cada elo seja miltiplo dos tamanhos dos elos
menores. Nos analisamos qual o comportamento de p. quando isso nao ocorre. Escolhemos
elos de tamanhos 1, k e u e analisamos o valor de p. para cada valor de k € {1,2, ..., u}.
Consideramos trés situagoes: u = 27 (ntimero impar), © = 31 (nimero primo) e u = 36

(nimero par). Na Figura 14 apresentamos os resultados obtidos.

E natural pensarmos que quanto maior o valor de k&, menor serd o ponto critico, pois elos
maiores irao facilitar a ocorréncia da percolacao. Percebemos que isso nao ocorre para
nenhum valor de u estudado. Mesmo quando k& < k' e u < u/, ndo podemos afirmar que
o ponto critico com k' e ¢’ serd menor ou igual do que com k e u. Esse fato pode ser

observado quando k = 16,u = 31 e k' = 18,4’ = 36, pois p. é maior no segundo caso.

Para explicar esse comportamento, propomos uma heuristica considerando que o aumento
na diversidade de conexoes entre sitios, que podem ser feitas com um ntmero fixo de elos,
também favorece a ocorréncia da percolacao. A seguir damos uma explicacao formal da

heuristica:

Heuristica: Considere um passeio aleatorio em L iniciando na origem e podendo
dar passos de tamanhos 1, k e u. Vamos denotar por x* o ntimero de sitios distintos
visitados pelo passeio apds w passos. Para uv < w < 10u, o comportamento de
(1 — %) é similar ao do ponto critico no MPEMA com elos de tamanhos 1, %k e u,

com k variando entre 1 e u. A condi¢ao u < w < 10u foi obtida empiricamente.
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Figura 14 — Comportamento do ponto critico no MPEMA com elos de tamanhos 1, k e u.
Fixamos os valores 1 e u e variamos k entre eles. Tridngulos correspondem a u = 36;
circulos a u = 31 e quadrados a u = 27.

Na Figura 15 comparamos os dados obtidos através da heuristica e da simulacao do
modelo para o caso u = 36. Observamos a similaridade no comportamento entre as curvas.

Resultados andlogos foram obtidos para u = 27 e u = 31, porém preferimos omiti-los.

4.4.3 Comportamento da Curva Critica - Probabilidades p e ¢

No modelo de percolacao com dois alcances, também estudamos o caso em que atribuimos
probabilidades p e ¢ para os elos de tamanhos 1 e k serem abertos, respectivamente.
Nesse caso, a probabilidade de ocorrer percolagao depende dos parametros p e ¢, € o
comportamento critico do modelo é descrito pela curva critica ¢*(p) (definida em 4.4).
Analisamos essa curva para k € {2, 3,4, 5,8} e consideramos apenas a rede de comprimento
L = 1024, pois dessa forma ja conseguimos ter uma nogao sobre o comportamento de
¢%(p). Também ¢é possivel aplicar a TETF para estimarmos essa curva, porém devemos

fixar alguns valores de p e para cada um deles estimar o ponto critico ¢,.

Na Figura 16, painel esquerdo, mostramos a estimativa da funcao v (p, ¢) para todos os
valores de p, ¢ € [0,1] quando k = 2. A projecao do grafico dessa fun¢ao no plano pg, onde

¢ possivel identificar ¢*(p), é apresentada no painel direito da mesma figura.

As curvas criticas ¢¥(p), para cada valor de k estudado, sdo mostradas na Figura 17. Vamos
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Figura 15 — Comparagcao entre o grafico obtido simulando o modelo com alcances 1, k e u = 36,
1 < k < wu (circulos), e o obtido através da heuristica (quadrados).
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Figura 16 — Gréfico da fungao 91 (p, q) (painel esquerdo) e a sua proje¢do no plano pq (painel
direito) quando k =2 e L = 1024.
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definir A := (p.(L*), p(L*)) e Aj como a intersegao da curva ¢(p) com a reta p = q.

Enumeramos a seguir algumas observagoes feitas em relagao aos graficos da Figura 17:

(i) Pelo Teorema 1, temos que a sequéncia { Ay}, converge para A. Esse comporta-

mento pode ser observado na Figura 17.

(i) As curvas devem intersectar os eixos coordenados em (0, 1) e (3, 0) para todos os

valores de k, j4 que quando p = 0 ou ¢ = 0 0o modelo é equivalente ao MCP em L2

(iii) A medida que o valor de k aumenta, a simetria do grafico em relacao a reta p = ¢
também aumenta. Isso ocorre pelo fato de que para k — oo, o grafo comporta-se
como a rede hiperciibica IL* com todos os elos tendo tamanho 1. Dessa forma, p e ¢

tém a mesma influéncia no valor da probabilidade de ocorrer percolagao.

0.5

0.44 \\\ \k=2

k=8

0.0 I—
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

p (alcance k)
Figura 17 — Curvas criticas qf (p) para o modelo com dois alcances em que escolhemos pardmetros

distintos, p e ¢, para cada tipo de elo ser aberto. Os valores de k € {2,3,4,5,8}
correspondem aos graficos em ordem crescente de cima para baixo.
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5 Modelo de Percolacao com Grau Restrito

O Modelo de Percolagio com Grau Restrito (MPGR) foi proposto em 2014 na Tese de
Doutorado Constrained-degree percolation [74] e é baseado no MCP. Nele, tentamos abrir
elos em um grafo seguindo uma ordem aleatéria que é definida a priori. Cada elo nao
sera aberto se a quantidade de elos adjacentes a alguma de suas extremidades exceder
uma quantidade k£ previamente fixada. Outros modelos que consideram algum tipo de
restrigdo na abertura de elos foram estudados em [27,36]. O MPGR possui relagdo com o
modelo fisico Random Sequential Adsorption (RSA) [19,20] que ¢é utilizado no estudo de
dimeros e polimeros [26,69,79]. O RSA consiste em considerarmos um substrato vazio e
ir adicionando objetos iméveis com a condi¢cao de que nao haja intersecao entre eles. A

dindmica termina quando nao ha mais espago para a deposi¢ao dos objetos.

Em 1979, Gaunt prop6s um modelo denominado Percolation with restricted-valence [28]
que ¢ similar ao MPGR, ele considerou percolagao de sitios ao invés de elos. Posteriormente,
Kertész, Chakrabarti e Duarte [42] estimaram o valor do ponto critico desse modelo na
rede hiperctibica ¢ quando d = 2, 3, além de determinarem uma quantidade denominada,
concentracao mdxima aleatoria, que sera definida posteriormente, e o valor do expoente

critico v para essas dimensoes.

Nesse capitulo, iremos definir o MPGR e apresentar resultados numéricos relacionados a ele
acerca do valor critico (em fungao da restrigao k), da concentragdo maxima aleatéria e do
valor de v. Esses resultados foram publicados no artigo “On the monotonocity of the critical
time in the Constrained-degree percolation model” [2]. Em nosso estudo, consideramos o

grafo sendo a rede hipercibica LY para d = 2, 3, 4.

5.1 Definicao e Principais Resultados

O MPGR é definido em um grafo infinito e conexo G = (V, ) com grau limitado. Dizemos
que essa ultima condigdo ocorre se existe uma constante A € N tal que deg (v) < A para
todo v € V, em que deg (v) denota o niimero de vizinhos do sitio v (grau de v). A descrigao

do modelo consiste das seguintes etapas:

(i) Fixe uma sequéncia de nimeros naturais {k,},cy em que k, denotara a restrigao

relacionada ao vértice v.

(ii) Defina uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes {U., }ces com distri-

buicao uniforme no intervalo [0, 1].



58 Capitulo 5. Modelo de Percolagio com Grau Restrito

(iii) Inicie o grafo com todos os elos fechados e defina o tempo inicial igual a
zero (t = 0). A variavel ¢ cresce de forma continua no intervalo [0, 1] e U, representa

o valor do tempo em que o elo e podera ser aberto.

(iv) Seja e = (u,v) um elo genérico do grafo em que u e v denotam suas extre-
midades. Cada elo e = (u,v) tentara abrir no tempo t = U,, a abertura ocorrera
se deg(u,U,) < ky e deg(v,U,) < k,, em que deg(x,U,) denota o grau do sitio x

quando sao considerados apenas os elos abertos até o tempo t = U..

(v) Dizemos que um sitio x percolou no tempo ¢ se existir um conjunto infinito de

elos abertos conectados cuja uma das extremidades de algum deles ¢é x.

Observe que se k, > deg(v) Yv € V, o MPGR reduz-se ao MCP de elos. Caso contréario,
a probabilidade de cada elo ser aberto dependera do estado dos demais elos do grafo
e dizemos que ha dependéncia de alcance infinito. Devido a essa ultima caracteristica,
algoritmos como o Algoritmo de Leath [44], que sdo eficientes para simular o MCP em

dimensbes maiores, nao podem ser utilizados para simular o MPGR.

Como o nosso propoésito é estudar o modelo na rede hiperctibica ¢, iremos considerar,
no restante do capitulo, apenas esse grafo. Além disso, vamos escolher k, = k para todo
k € V, ou seja, a restricao sera a mesma para todos os sitios do grafo. Ha estudos em que

os autores consideram distribuigdes de restrigoes diferentes para os sitios do grafo [26,66].

Para facilitar o entendimento do modelo, apresentamos na Figura 18 exemplos de parte
da rede hiperciibica L2 para os casos k = 2 e k = 3. Em ambos foi considerada a mesma

sequéncia de varidveis aleatérias {U, }ece.

Definimos a funcao §%(¢; k) como a probabilidade da origem percolar no tempo ¢ quando
é considerada a restricdo k. De forma similar, definimos %(¢; k) como a probabilidade
de que pelo menos um sitio percole. Como a funcio 6¢(¢; k) é mondtona em ¢, podemos

definir o tempo critico t4(k) como:

t2(k) = sup{t € [0,1];0%(¢; k) = 0}. (5.1)

Quando #9(1;k) = 0, ndo ocorre percolagdo para nenhum valor de ¢t e nés definimos
td(k) = oo. Na defini¢io do tempo critico em 5.1 podemos substituir a funcio 6¢(¢; k) por
Y(t; k), pois 0%(t; k) = 0 se, e somente se, 1%(t; k) = 0.

Uma vez fixada uma configuragao de tempos {U }.cg, hd uma quantidade maxima de elos
que poderao estar abertos (que ocorrerd quando ¢t = 1). A média desse valor, considerando
todas as configuragoes possiveis, é denominada concentracao mdzima aleatoria. Nos esti-
mamos esse valor para todo k e d € {2, 3,4}, vamos denoté-lo por ;. No modelo RSA, z,

¢ denominado jamming ou cobertura de saturagao [26].
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Figura 18 — Representacdo de parte do grafo L? com a ordem dos 12 primeiros elos que po-
derao ser abertos. Linhas continuas e tracejadas indicam elos abertos e fechados,
respectivamente. Para a mesma distribui¢do de tempos {U, }ece, apresentamos as
situagbes em que as restrigoes consideradas sdo k = 2 (painel esquerdo) e k = 3
(painel direito). A configuragao mostrada ocorre quando o décimo segundo elo ¢
aberto.

Assim como no MCP, um dos principais problemas no MPGR é o de determinar, para
cada valor de k, o valor critico do modelo. Como foi dito anteriormente, quando k£ > 2d o
modelo reduz-se ao MCP, logo t4(k) = p.(IL%) para k > 2d. Se k = 1, é simples deduzir que
haverao apenas elos isolados no grafo para todo d > 1 e, portanto, nao ocorrera percolacao
(t4(1) = 00). Os casos nao triviais ocorrem quando d > 2 e 2 < k < 2d. Quando k = 2, foi
provado em [15] que ndo ocorre percola¢ao para nenhum valor de ¢ em qualquer dimensao
d > 2. No mesmo artigo, os autores provaram que se d = 2 e k = 3 ocorrera percolagao
com t2(3) € (3, 1). Discutimos na préxima se¢ao problemas em aberto relacionados a (k)
que foram estudados por nos através de uma andlise numérica.

5.2 Algumas Questoes

Uma vez fixada a dimensao d, estamos interessados em responder a seguinte pergunta que

esté relacionada com o comportamento de t¢(k) em funcio de k:

Pergunta 2. Podemos afirmar que t4(k + 1) < t4(k) para todo k > 27

E razoavel dizer que a resposta é sim, pois se o valor da restricio aumenta, estariamos
dando mais “liberdade” para cada elo ser aberto. Dessa forma, a ocorréncia da percolacao

seria mais facil e, portanto, o tempo critico nao aumentaria. Porém, hi exemplos de
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configuracoes em que um determinado elo esta aberto para uma dada restrigao &’ e fechado
se k > k. Logo, ndo é tao simples responder a Pergunta 2. Na Figura 19 mostramos um
exemplo, considerando d = 3, em que um elo, designado com o ntimero 14, nao serd aberto

quando k = 5 e sera aberto se k = 4.

9 14 4
10 2 7
15 3 16
k=5 11 \ 13 12 \ &
8 : 5
9 14 4

Figura 19 — Parte do grafo L3 com a ordem de tentativa de abertura dos 16 primeiros elos.
Quando t for igual ao tempo de abertura do elo 14, temos que ele sera aberto se
k = 4 e fechado se k = 5.

Observe que para d = 2 a resposta para a Pergunta 2 ¢ positiva, pois t3(1) = t3(2) = oo,
t2(4) = p.(L*) = % ¢, de acordo com [15], t2(3) € (3,1). Caso 0 mesmo ocorra para d > 2,

podemos definir:

kS = inf{k;t?(k) < 1}, (5.2)

ou seja, k¢ é o menor valor de k para que o MPGR exiba transicio de fase em L¢. De

acordo com os dados citados anteriormente, temos que k? = 3.

Noés realizamos uma analise numérica do modelo quando d = 2,3,4 e 3 < k < 2d. Estima-
mos o valor do tempo critico e, através dos resultados obtidos, encontramos evidéncias de

que k% = 3 e a resposta para a Pergunta 2 também é positiva quando d = 3,4.
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5.3 Simulacdo Numérica

Para simular o modelo de forma eficiente, principalmente para d = 3,4, nés consegui-
mos adaptar o Algoritmo de Newmann-Ziff [57] para ser utilizado no MPGR. A seguir

descrevemos como isso foi feito.

Para cada valor de d, simulamos o modelo na “caixa” de comprimento L com condigao
periddica de contorno. O critério para dizer que ocorreu percolagao foi o cluster de
empacotamento (o mesmo utilizado no MPMA - ver Secao 3.2). Com ele, dizemos que a
percolacao ocorre quando todos os elos de um cluster sao conectados por um caminho
contiguo a sua propria imagem periodica em, pelo menos, uma direcdo. Para simplificar a
notacdo, iremos omitir d e k na notagio de t4(k) quando ficar claro quais sio esses valores

de acordo com o contexto.

Vamos denotar por ¢ (t; k) a probabilidade da percolagao ocorrer no tempo ¢ quando o
comprimento da caixa e a restricao forem L e k, respectivamente. Para cada configuracao
{Ue}ece, n6s definimos o conjunto O; como o niimero de elos que tentaremos abrir até o

tempo ¢, ou seja:

O, = #{ec &U, <t} (5.3)

em que o simbolo # representa o nimero de elementos do conjunto. Como a probabilidade
de um elo pertencer a O, independe da configuracao do restante do grafo, é possivel estimar
Yy (t; k) como:

N o N N ) o
YLt k) =Y PO, =4)-Q; = (1=, (5.4)
i=0 i=0 7

em que Q; é a probabilidade de ocorrer percolacdo no tempo ¢ condicionada ao evento

O, = i. Na expressao acima utilizamos o Teorema da Particao [30].

Quando ¢é considerado o conjunto com todos os elos abertos até o tempo ¢, nao é possivel
calcular a probabilidade de que haja exatamente ¢ elos no conjunto (por causa da depen-
déncia de alcance infinito), portanto nao seria possivel estimar vy (t; k) de forma similar a

feita em 5.4.

O valor de ); é estimado através de varias simulagdes do modelo. Uma tnica simulagao é

realizada da seguinte forma:

(i) Crie uma lista com uma permutacio de todos os N = dL? elos do grafo.

(ii) Tente abri-los seguindo a ordem da lista e, cada vez que um elo for aberto, verifique

se a percolacao ocorreu. Quando um elo nao satisfaz a restricao, ele permanece
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fechado.

(ili) Se a percolacao ocorrer quando o i-ésimo elo for aberto, entao nés definimos @; =1

para j > i. Caso contrario, ); = 0.

O valor do tempo critico (t.) é estimado através da relagao de escala

£, — t| ~ L (5.5)
em que
1 .
t; = / t- Mdt (5.6)
0 dt

¢é o valor médio do tempo critico na caixa de comprimento L e a é um parametro de

ajuste [70]. A demonstracdo da igualdade 5.6 é similar & da Proposigao 1.

Além de t., estimamos o valor do expoente critico v utilizando a relagao de escala
dipr(t; k
Max l%] ~ L7, (5.7)

. [ t:k
em que a expressao do lado esquerdo representa o valor maximo de M na caixa de

comprimento L.

A derivada em 5.7 pode ser obtida diretamente de 5.4:

N[ N . o
=Y (1= Nt) -t (1 =)D QL (5.8)

=0 7

detk

Para cada caso estudado (d e k fixados), nés escolhemos seis valores de L em que
32< L < 1024 (d=2);22< L <176 (d=3)el8 <L <46 (d =4). A quan-
tidade de simulagoes variou entre 50000 (L =48 e d =4) e 10° (L =32 ¢ d = 6). Cada
parametro foi estimado cinco vezes, seguindo os procedimentos descritos anteriormente, e
o valor central é a média aritmética dos resultados obtidos. As incertezas foram estimadas
utilizando o desvio padrao da média. Esse método de determinar o valor central de um

pardmetro com sua respectiva incerteza é realizada da seguinte forma:

o Sejam 7,72, ..., Y estimativas obtidas para um parametro ~.

o O valor central de v é dado pela média aritmética das estimativas obtidas, ou seja:

1 l
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Tabela 5 — Estimativas de 2 e t.. Quando d = 4, os valores centrais obtidos para t.(7) e t.(8),
marcados com *, foram 0.16011996 e 0.16011964, respectivamente.

41 0.499994(16) 0.751(3) || O | 0.248922(8)  1.14(2)
7| 0.160120(15)* 1.46(4)

d=2 d=3 d=4
k te 1 k te i k te 1
5 0.277601(10) 1.15(2) || 3 | 0.183205(30)  1.47(5)
3 083230305) 07TOW) | | 4| 0.162716(22)  1.46(5)
' 6 115(2) 51 0.160348(15)  1.47(3)
6| 0.160131(14) 1.47(4)
)
)

o A incerteza A~y é dada pelo desvio padrao:

l
Ay =
i=1

(v =n)? - (5.10)

Nl}—‘

5.4 Resultados

Quando k£ = 2d, o MPGR reduz-se ao MCP e nos obtivemos os seguintes resultados:
te = 0.499994(16) (d = 2); t. = 0.248810(7) (d = 3) e t. = 0.160120(15) (d = 4); que
sao consistentes com os resultados encontrados para p. na literatura onde foi estudado
o MCP: % (d = 2), em [32] hd uma prova rigorosa desse resultado; 0.2488126(5) [49],
0.2488125(25) [13] e 0.24881182(10) [77] (d = 3); 0.1601310(10) [13], 0.16013122(6) [55] e
0.1601312(2) [82] (d = 4).

Apresentamos na Figura 20 os graficos das fungoes ¢, (¢; k) quando k =3 e d = 2,3, 4.
Para esses mesmos casos, na Figura 21 sao mostrados os ajustes de curvas realizados
através das relagoes 5.5 e 5.7 para estimar os valores de ¢.(k) e v, respectivamente. Para
os demais valores de k os graficos sao similares, portanto preferimos omiti-los. Na Tabela 5

sdo mostrados todos os valores de t. e v.

Em rela¢do a monotonicidade de ¢.(k) em fungao de k, os dados obtidos mostram que
isso ocorre para d = 3. Ja para d = 4, os valores centrais obtidos para o tempo critico
sugerem que a sequéncia {t.(k)}, também serd mondtona para 3 < k < 8, porém,
quando consideramos as incertezas de cada parametro, podemos afirmar isso apenas
para k < 6. Com o intuito de encontrar outro indicativo da monotonicidade, quando
6 < k < 8, nés simulamos o modelo novamente na rede quadrada de comprimento L = 46,
considerando M = 2 x 10° configuragoes distintas U’ = {U!}eece, 1 < i < M. Uma vez

fixada a configuragao da rede, nosso objetivo é verificar quando ocorrera a percolagao se
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Figura 20 — Graficos da funcao ¢ (¢; k) quando k = 3 e d = 2, 3,4. As linhas tracejadas indicam,

no eixo das abscissas, o tempo critico obtido utilizando a relagao de escala (5.5). A
identificacao de qual valor de L esté relacionado a cada curva pode ser feita sabendo
que quanto maior o valor de L, maior é a inclina¢ao do grafico préximo do tempo
critico.

consideramos k = 6,7, 8 e, dessa forma, encontrar indicios de que é mais facil percolar

quando k for maior.

Para cada configuracdo U?, nés denotamos por t(k;i) o tempo em que o sistema percolou

quando foi considerada a restricao k. Analisando o resultado de todas as M simulagoes,

obtivemos que:

(i) t(8;4) < t(7;i) < t(6;%) para todo .

(i) ¢(8;4) < t(7;4), t(7;4) < t(6;4) e t(8;4) < t(6;7) para 0.096%, 3.429% e 3.52% das



5.4. Resultados 65

T T T 5'5 T T T T T T T T
0.532 1 4=2 . d=2 g
5- A
0.53 . {/
0.528 ] 45- S 1
1 dip s
_ 0.526- 1 4 In (I\Iax{d—:b}) S J
t. 0.524 - _ e
| 354 7 b
0.522 . o
0.52- . 3 v |
] e
0.518 i 25 _
0 0.02 0.04 0.06 0.08 3 35 4 45 5 55 6 65 7
a
In(Z)
T T T T T 6‘5 T T T T T
0.27784 - _ i _
d=3 P =3
0.27782 - i, 61 / 1
i g
'/
0.2778 . 55 §
dyy, M
—_ 027778+ : 5 ln(mx[d_t rd
L "/
0.27776 1 . N
45- |
0.27774 - -
0277724 * 1 494 & 1
0.2777 : . . . . 354+— . . . .
0015 003 0045 006 0075 3 35 4 45 5 55
a
L In(Z)
0.1837 : : . . 6.4 : : . . .
0.18365 - . 6.2 1
6 .
0.1836 .
58 1
0.18355 :
— 56 1
L
0.1835- . 54 |
0.18345 - 52 1
0.1834 4 1 57 ]
481 ]
0.18335 : . . . : : : . .
0.02 0.03 0.04 0.05 28 3 32 34 36 38 4
a
L In(L)

Figura 21 — Graficos obtidos quando k = 3, considerando d = 2, 3, 4, para determinar t. e ll, Os
painéis localizados aos lados esquerdo e direito referem-se as relagoes de escala 5.5 e
5.7, respectivamente. Nos graficos onde as barras de erro nao sdo mostradas, elas
sdo menores do que os simbolos.
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Tabela 6 — Estimativas da concentracdo méxima aleatéria para todos os valores de k e d
estudados.

Ty i) x3 T4 €5 Te x7

Il
b

0.22670(6) 0.46578(8) 0.71094(5) - - - -
0.15307(2) 0.31346(2) 0.47511(3) 0.63817(3) 0.80474(3) - -

Q. a a
(I
B~ W

0.11611(2) 0.23710(2) 0.35869(2) 0.48070(2) 0.60324(3) 0.72672(2) 0.85274(2)

configuragoes, respectivamente.

Esses resultados, junto com os valores centrais obtidos para t.(k), sugerem que o tempo

critico também ¢ mondtono nao crescente em k quando d = 4.

Para estimar a concentragdo maxima aleatéria (xy), inicialmente verificamos qual o seu
valor quando consideramos redes finitas de comprimento L e d = 2. Nés verificamos que
7y, varia menos do que 0.009% quando comparamos L = 32 com L = 1024. Além disso,
a incerteza obtida diminui de 3 x 107® (L = 32) para 8 x 107° (L = 1024). Por esse
motivo, para cada valor de d, estimamos x; como sendo o valor obtido na rede finita de

comprimento igual ao maior valor de L utilizado por nds na estimativa de t.(k).

De acordo com a Tabela 6, onde sao apresentados os valores obtidos para xj, observamos
que a concentracao maxima aleatoria cresce com o aumento de k. Na Figura 6, o gréafico

mostra que x; tem um comportamento linear, ou quase linear, em funcao de k.

09 T T T T T T T

0.8 1

0.7 J

0.6 4 4

0.2 1

0.1 1 .

Figura 22 — Gréficos de x em fungdo de k. Dimensdo d = 2, tridngulos; d = 3, circulos; d = 4,
quadrados. Os coeficientes angulares dos graficos obtidos sdo 0.2419(16), 0.1626(6),
e 0.1225(3) para d = 2, 3, 4, respectivamente. As barras de erro sdo menores do que
os simbolos.
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6 Modelo Classico de Ising

O ferromagnetismo é um fendmeno fisico caracterizado pelo surgimento de uma magneti-
zagao espontanea, a baixas temperaturas, em certos tipos de materiais. Quando estes sao
expostos a um campo magnético externo, exibem uma magnetizacao que persiste mesmo
na auséncia do campo e, apés aquecidos, a perdem quando a temperatura excede um dado
valor T, denominado temperatura critica ou temperatura de Curie (que depende do tipo
de material). O Modelo de Ising foi proposto em 1920 por Wilhelm Lenz [45] com a ideia
de estudar o ferromagnetismo. Nele, o material é modelado através de um grafo em que
cada sitio (ou elo) representa momentos magnéticos individuais denominados spins. Esse
modelo exibe uma transicao de fase que é caracterizada pela mudanca entre uma fase
ordenada e outra desordenada. Ela ocorre quando a temperatura do sistema atinge uma

temperatura T' = T, (temperatura critica).

Nesse capitulo definimos e discutimos o modelo proposto por Lenz quando o grafo é a rede
hiperctibica ¢ (Secdo 6.1). Em seguida, na Se¢do 6.2, explicamos as principais etapas de

um algoritmo utilizado para simula-lo.

6.1 Definicio do Modelo na Rede Hiperciibica L¢

O modelo de Ising foi originalmente proposto na rede hiperctibica L¢ em que os sitios
representam os spins, iremos denominda-lo de Modelo Cldssico de Ising (MCI). Ernest Ising,
aluno de doutorado de Lenz, realizou um estudo completo desse modelo para d = 1 [39].
Para d = 2, Lars Onsager determinou o valor exato de T, além de obter outras propriedades
do modelo [58].

Cada spin na rede hipercibica L? pode assumir os valores +1 ou —1, que indicam a
orientacdo de seu momento magnético. O spin localizado no sitio ¢ sera representado por o;.
Uma configuragao genérica do sistema consiste do conjunto formado pelo valor assumido

por cada spin e serd denotada por o, logo 0 = {0;}icza.

A energia do sistema associada a uma configuragao o é definida através do Hamiltoniano:

H(O') :—JZO'iO'j—hZO'i, (61)
(i.7) i

em que J é uma constante denominada constante de acoplamento, (i,j) indica que i e j
sao primeiros vizinhos e A ¢ uma constante relacionada ao campo magnético externo. Em

todo o nosso trabalho consideramos h = 0.
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Definimos 3 = kBLT, em que kg ~ 1.38x107% é a constante de Boltzmann e T a temperatura.

A probabilidade de encontrar o sistema em uma configuracdo ¢ quando a temperatura for

T, que serda denotada por Ps(c), é dada pela distribui¢ao de Boltzmann [78]:

_exp (=fH(0))
Ps(o) = 7(9)

: (6.2)

em que

2(8) = Y exp (~fH(0)) (6.3)

é a funcao particio do modelo associada a 5. O indice do somatério na defini¢ao 6.3 varia

sobre todas as configuragoes o que o sistema pode assumir.

Se J > 0 o modelo descreve o comportamento de um material ferromagnético'. Para
temperaturas baixas a orientacao de cada spin sera fortemente influenciada pela de seus
vizinhos e, mesmo na auséncia de um campo magnético externo (h = 0), o sistema exibe
uma magnetizacao nao nula. Nesse caso, é mais provavel encontrar configuragdes com
“ilhas” de spins que possuem a mesma orientagao (Figura 23 - painel esquerdo). J& para
temperaturas mais altas (T' > T,), a magnetizagao é nula e a orientagdo de cada spin é
pouco influenciada pela de seus vizinhos. Logo, é provavel que encontremos configuracoes
desordenadas (Figura 23 - painel direito). Quando J < 0, o modelo descreve um fen6meno
denominado antiferromagnetismo, que é caracterizado por apresentar magnetizagao nula
para baixas temperaturas e nao nula para altas temperaturas (ver [50] para um estudo
sobre o modelo de Ising antiferromagnético). No restante desta Tese, consideraremos

sempre o caso J > 0.

Definimos a magnetizacio média de um sistema com N spins como:

1 N

i=1
Para obter a magnetizacio média do modelo em IL¢ (infinitos spins), tomamos um limite
apropriado para que o indice do somatorio percorra todos os sitios do grafo. Por exemplo,

podemos escolher quadrados de comprimento L, denotados por Ay, e entao

1 ALl
(M) = lim —

Ti, (6.5)

em que |Az| é o niimero de sitios no grafo.

I Material que apresenta o fendmeno do ferromagnetismo.
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A susceptibilidade magnética, que esta relacionada ao grau de magnetizagao do material

quando ele é exposto a um campo magnético externo, é definida através da expressao:

1

= kB—T(<MQ> — (M)?). (6.6)

X

O Cumulante de Binder, introduzido por Kurt Binder [9] para estimar a temperatura

critica T, com maior precisao, é dado por

Figura 23 — Modelo de Ising, com J > 0, na rede quadrada de comprimento L = 100 com
condicgdo periddica de contorno. Quadrados brancos e pretos representam spins com
orientagdo +1 e —1, respectivamente. O painel esquerdo apresenta a situagdo em que
T < T, entdo os spins tendem a ficarem com a mesma orientagao de seus vizinhos.
No painel direito a orientagdo de um spin é pouco influenciada pela de seus vizinhos,
caso em que 1" > T,. Utilizamos os valores J = 1, T' = 2 (painel esquerdo) e J =1,
T = 2.7 (painel direito) para gerarmos as configuragoes apresentadas nas figuras
acima.

No MCI o sistema possui uma fase ordenada e outra desordenada que depende do valor da
temperatura 7. Quando o grafo é 12, foi mostrado por Peierls [61] que o sistema exibe uma
transicao de fase, separando essas duas fases, que ocorre em uma singularidade 7' =T, da
funcao partigdo. O mesmo argumento dado por ele pode ser generalizado para mostrar que
isso também ocorre quando d > 2 (d € N) [10]. Dois dos grandes problemas relacionados
ao modelo de Ising sao o de determinar se a transicdo de fase é continua e o valor exato

de T.. Ising os resolveu para o caso d = 1 mostrando que o modelo nao possui transicao de
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fase [39]. Para d = 2 e h = 0, Onsager [58] obteve uma expressao analitica para a funcao

particao verificando que a transicao é continua e que o valor exato de T, é dado por:

B 2.]

Para alguns valores de d > 3, ha apenas aproximacoes para o valor de 7T, e acredita-se que
a transigao de fase seja continua [1,21,22,40,48,52,76,81].

T, (6.8)

6.2 Simulacao Numérica - Algoritmo de Wolff

Assim como no modelo de percolacao, simulagoes numéricas usando o Método de Monte
Carlo podem ser utilizadas para obter informacoes sobre o MCI. Antes de descrever o
algoritmo que foi utilizado em nosso trabalho (Algoritmo de Wolff), vamos comentar sobre

um outro, com o qual ele possui relagio, que é denominado Algoritmo de Metrdpolis [56].

Uma vez fixado o valor de § = para simplificar vamos considerar kg = 1, esse

1
kpT>
algoritmo faz uso da distribuigao de Boltzmann (6.2) para determinar as configuragoes

mais provaveis do sistema. Descrevemos a seguir suas etapas principais.

(i) Inicie o sistema com qualquer configuragao.
(ii) Escolha de forma aleatéria um sitio s.

(iii) Calcule a energia atual do sistema (F,). Em seguida, troque a orientacao do

spin s e calcule o valor da nova energia (E,). Defina AFE = E,, — E,.

(iv) Se AE < 0, aceitamos a mudanga na orienta¢ao do spin s. Caso contrario,

sorteamos um nimero aleatério o € [0, 1] e a aceitamos apenas se a < exp (—8AE).

(v) Vamos nomear uma sequéncia de passos (ii), (iii) e (iv) por passo de Metropolis
(PM). Repetimos o PM diversas vezes até o sistema atingir o estado estaciondrio

(flutuagoes pequenas no valor da magnetizagao média).

(vi) Por fim, obtemos a estimativa do parametro de interesse através de uma média

aritmética dos dados coletados durante varios PM.

Um problema no Algoritmo de Metrépolis é que para temperaturas proximas de 7T, certas
trocas de orientagao, que deveriam ocorrer com probabilidade alta, ocorrem com probabili-
dade baixa. Por exemplo, se um sitio possui todos os vizinhos com orientacao diferente da
dele, a probabilidade de ocorrer a mudanca de sua orientacao é aproximadamente igual a
0.0294 se considerarmos o grafo .2 com J = 1e T ~ T, — 0.001. Porém, sabemos que para

T < T, é de se esperar que a orientacao de cada spin seja fortemente influenciada pelas
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de seus vizinhos, logo a mudanca deveria ocorrer com maior probabilidade. Esse compor-
tamento, conhecido como efeito slow down, faz com que determinar estimativas precisas
para T, seja dificil. Esse efeito esta relacionado a dificuldade na geracao de configuragoes

estatisticamente independentes para valores de T' préximos de T, [51].

Ulli Wolff propés um algoritmo, baseado em um outro de Swendsen e Wang [73], para
reduzir esse efeito. Esse algoritmo é conhecido como Algoritmo de Wolff [81]. Nele, ao invés
de realizarmos modificagoes locais em cada etapa, trocamos a orientagao de um conjunto

de spins. Podemos sintetiza-lo nas seguintes etapas:

(i) Inicie o grafo com qualquer configuracao e defina um conjunto vazio C.
(ii) Escolha um spin c aleatoriamente na rede e o adicione a C.

(iii) Escolha um spin s do conjunto C. Na primeira vez em que essa etapa for

executada, temos que s = c.

(iv) Analisamos a orientagao de cada vizinho de s. Caso ela seja igual a de s, entao

adicionamos o vizinho ao conjunto C com probabilidade p = 1 — exp (—25J).

(v) Apos todos os vizinhos de s terem sido analisados, o retiramos de C e ele nao
poderd mais fazer parte do conjunto (mesmo quando analisarmos outro spin do qual

ele é vizinho).
(vi) As etapas (iii), (iv) e (v) sao repetidas até que o conjunto C fique vazio.

(vii) Modificamos a orientagao de todos os spins que pertenceram ao conjunto C
durante as etapas anteriores (observe que eles formam um cluster de spins com a

mesma orientagao).

(viii) Vamos nomear uma sequéncia formada pelas etapas de (ii) até (vii) por passo

de Wolff (PW). Repetimos o PW intimeras vezes até o sistema atingir o equilibrio.

(ix) Por fim, obtemos a estimativa do parametro de interesse através de uma média

aritmética dos dados coletados durante varios PW.

Uma explicacao detalhada desse algoritmo e porque ele reduz o efeito slow down pode
ser encontrada nos artigos “Introduction to cluster Monte Carlo algorithms” [51] e “An
introduction to Monte Carlo methods” [75].

Podemos aplicar a Teoria de Escala de Tamanho Finito para estimar K. = Tic no MCI,
em L2, simulando-o em redes quadradas de comprimento L. Descrevemos a seguir um
procedimento, similar ao proposto em [40], para estimar K, de duas formas diferentes. Ele

sera utilizado no estudo do Modelo de Ising com Multiplos Alcances no Capitulo 7.
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Procedimento 1.
(i) Escolha uma sequéncia de valores crescentes de L: Ly, Lo, ..., L.

(ii) Através do Algoritmo de Wolff, determine o cumulante de Binder, U, em fun¢do

de K = %, para cada valor de L.

(i1i) Estime o inverso da temperatura critica efetiva na rede quadrada de comprimento

L, K.(L), que é dada pelo valor de K que mazimiza %.

(iv) Estime o expoente critico v através da relagio de escala:

d
aly ~ L, (6.9)
dK max

em que o termo do lado esquerdo denota o valor mdzimo de %

(v) Por fim, temos que K. é obtido utilizando a relagio de escala:

(K. — K.(L)) < L 7. (6.10)

(vi) Na etapa (iii), K.(L) também pode ser estimada através do valor de K em que
a fungao x (6.6) atinge o seu valor mdximo. Se utilizarmos esses dados na etapa (v),

teremos outra estimativa de K..



73

7 Modelo de Ising com Miultiplos Alcances

Nosso estudo acerca do MPMA teve como base o Teorema 1 (ver Se¢ao 4.1) que relaciona
o ponto critico desse modelo ao do MCP. Com o objetivo de investigar se um resultado
analogo a esse teorema vale para o modelo de Ising, quando substituimos p. por T,
simulamos o Modelo de Ising com Miiltiplos Alcances (MIMA) e encontramos evidéncias
numéricas de que sim. O MIMA ¢ similar ao MCI, porém o grafo onde estao localizados

os spins é a rede hiperctibica ¢ com multiplos alcances.

Os resultados descritos no decorrer desse capitulo foram publicados no artigo “ Multirange
Ising model on the square lattice” [3] e, até a data de sua publicagdo, nés ndo encontramos
estudos relacionados ao tema na literatura. A seguir, definimos o MIMA, discutimos como

foram realizadas as simulac¢des e apresentamos os resultados obtidos.

7.1 Definicao e Principais Resultados

No MIMA, o grafo com multiplos alcances Gf;" é definido da mesma forma como foi feito
no MPMA (Definigao 6, Segao 4.1). Consideramos o campo magnético externo sendo
nulo. Dessa forma, de acordo com 6.1, temos que a energia do sistema associada a uma

configuracao o é dada por

H(O') = —JZ Z 0;03, (71)
u=0 {ij}
(iyj)GJ]Emu

em que E, ¢ o conjunto de elos de tamanho m,, (definido em 4.1) e:

mo = 17 myp = kl, mo = (kl . kg), ey, My = (kl . kg tae kn)

Os spins o; assumem valores em {—1,+1} e J ¢ a constante de acoplamento (nés consi-

deramos J = 1). Todas as demais defini¢goes do MCI, vistas no Capitulo 6, valem para o
MIMA.

Uma vez fixados a quantidade de tamanhos de elos (n + 1) e o valor de cada um deles,
podemos nos perguntar se o MIMA exibe uma transicao de fase e, em caso positivo, qual
o valor da temperatura critica em ng (TC(G?)). Nés verificamos que, quando d = 2 e
n € {1,2}, ocorrera transigao de fase. Além disso, encontramos evidéncias numéricas de
que vale um resultado similar ao descrito no Teorema 1 quando substituimos o ponto

critico p. pela temperatura critica 7.. Enunciamos esse resultado a seguir:
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Resultado 1. Se T,(LY"*Y) ¢ a temperatura critica do MCI em LY | entdo

lim TC(G?) = T(LYDY para d=2 e n € {1,2}.

ki—>oo7Vi

Apesar de nao termos simulado o MIMA para outros valores de d e n, provavelmente o
mesmo resultado deve ser valido, pois isso ocorre com o MPMA. Além disso, tanto o MCP

quanto o MCI podem ser derivados de um modelo mais geral denominado Fortuin-Kastelyn
random cluster model (Modelo FK) [16].

Ao estudar como ocorre a convergéncia citada no Resultado 1, substituimos 7, por K. = 7%,
pois tanto K. (MCI) quanto p. (MCP) diminuem a medida que aumentamos a dimensao d.
Nos verificamos que, assim como no modelo de percola¢gdo com multiplos alcances, a
convergéncia sera monotona e seguira uma lei de poténcia. Dessa forma, toda a discussao
da utilidade desse resultado para estimar p. no MCP em dimensoes altas (d > 4) se aplica

ao modelo de Ising.

7.2 Simulacao Numérica

O Algoritmo de Wollff foi utilizado para simular o modelo para os dois casos estudados:
n = 1 (dois alcances) e n = 2 (trés alcances). A diferenga entre os algoritmos que simulam
o MCI e o MIMA est4 relacionada a definicdo da vizinhanca de cada sitio, que agora passa

a ter 4(n 4 1) vizinhos, e é simples de ser implementada.

Para n = 1, nés simulamos o modelo com m; = m em que m € {2,5,8,10, 13,16, 19}.
Para n = 2, os tamanhos dos elos foram m; = m e my = m? em que m € {2, 3, ...,6}. Inici-
almente, escolhemos seis valores de L para cada situacao estudada em que 768 < L < 2048
e 1280 < L < 2560 para n =1 e n = 2, respectivamente. Caso o tamanho do maior elo
seja igual a w, é como se estivéssemos simulando o modelo em uma rede quadrada de
comprimento “efetivo” 5 Quando essa razao assume valores baixos (< 48), observamos que
os dados obtidos nao satisfazem as relagoes de escala. Esse comportamento foi identificado
para: (i) L = 768 nos casos (n =1, m = 16) e (n =1, m = 19); (ii) L = 1280 no caso
(n =2, m = 6). Descartamos esses dados e, para os valores de n e m citados, utilizamos
cinco valores de L. Nao foi estudado qual é o menor valor ideal de 5 para simular o modelo,
pois é um assunto técnico que foge do objetivo principal desta Tese e podera ser estudado
de forma aprofundada posteriormente.

O inverso da temperatura critica, K.(m), foi estimada para cada valor de m através da

au
’ dK?

Foi utilizado o Procedimento 1 descrito na Se¢ao 6.2 com a inclusao de um termo de

derivada do cumulante de Binder em relacao a K e da susceptibilidade magnética, .
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correcao o< L2 na equacao 6.10 que, dessa forma, pode ser reescrita como:

K.(m) ~ K.(m; L)+ AL + 0L (7.2)

em que A e 6 sdo constantes e K.(m; L) é o inverso da temperatura critica efetiva na rede
quadrada de comprimento L. O termo de correcao foi incluido porque, sem ele, os residuos

exibiam uma tendéncia quadratica para determinados valores de m e n.

O ntimero de passos de Wolff simulados variou entre 10° (L = 2560) e 2 x 10° (L = 768),

sendo que % deles foram utilizados para o sistema atingir o equilibrio.

Fixado o valor de n, nds realizamos um ajuste de curvas da forma:

K.(m)=a-m’+c, (7.3)

em que a, b, c € R, para verificar a convergéncia de K.(m) para K .(IL*) e K .(IL5) quando

n =1 en = 2, respectivamente.

A incerteza em cada estimativa foi calculada de forma diferente dependendo dos valores
de m e n estudados. Como a quantidade de casos simulados foi elevada, os separamos em
dois grupos:

GRUPOI-n=1comm=2em=19;n=2 com m =2 e m = 6.

GRUPO II - demais casos.
No GRUPO 1, que compreende os valores extremos de m estudados para cada valor de

n, realizamos a andlise das incertezas de forma detalhada. J4 no GRUPO 11, elas foram

estimadas a partir das obtidas no primeiro grupo. A seguir explicamos como isso foi feito.

Incertezas em K .(m; L) - GRUPO |

Vamos denotar por AK.,(m; L) e AK.;(m; L) as incertezas na estimativa de K.(m; L)

através das fungoes y e U’ = g—%, respectivamente. Descrevemos a seguir como elas foram

estimadas.

e De forma independente, foram obtidas cinco amostras de y e U, para cada valor de

L, considerando 10 valores de K na vizinhanga de K.(m; L).

o« Com m e L fixos, foi realizada, para cada amostra, uma interpolacao com spline

cubico para determinar a fun¢do x em um intervalo continuo.
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o Em seguida, foi determinado o valor de K que maximiza Yy na ¢-ésima amostra,
denotado por K{) (m; L).

 Por fim, a incerteza AK.,(m; L) foi estimada utilizando o desvio padrao da média.
o As estimativas de K (%, (m; L) e AK.y(m; L), para cada caso, foram obtidas de
forma similar. A diferenga estd no ajuste de curvas, primeiro realizamos um ajuste

de U utilizando uma funcdo logistica com cinco parametros, ay, ..., a5 € R,

[1 4 (as/ K)o

U= ay + (74)

Em seguida, derivamos a Equacao 7.4 diretamente para obter U’. O valor de

K C(l[)], (m; L) é o valor de K que maximiza a derivada na i-ésima amostra simulada.

Incertezas em K .(m) - GRUPO I:

O valor de v foi estimado através da relagao 6.9. Para cada uma das funcoes x e U’,
utilizamos a relagdo 7.2 para realizar um ajuste de curvas com o objetivo de determinar o
valor central de K.(m) e uma incerteza A f devido ao ajuste. Para cada valor de L = L;,
noés calculamos a incerteza em K.(m) induzida por AK,..(m; L;), que serd denotada por

dr,, da seguinte forma:

o Considere todos os simbolos e como sendo x ou U’.

o Substituimos K. e(m; L;) por K.e(m; L;) + AK.+(m; L;) e realizamos novamente o
ajuste de curvas para determinar outro valor para K.(m), que iremos denotar por
Kc(m)(l). Os demais valores de K.o(m; L;) assumem os seus valores centrais.

e Definimos 6, = |K.(m) — Kc(m)(i)|.

o Por fim, a incerteza em K.(m) é dada pela expressao:

AR (m) = J (AfR+308, (7.5)

em que s representa a quantidade de valores de L analisados.
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Incertezas em K.(m) - GRUPO Il

Nesse grupo, o valor central de K.(m) foi obtido da mesma forma que os casos do GRUPO I
e, para cada n, m e L, estimamos K.(m; L) através de apenas uma amostra. A incerteza
no valor de K.(m) foi estimada através das obtidas para os casos do GRUPO I de acordo

com as observacoes e etapas descritas a seguir.

o Observamos que AK.(m; L) cresce com o aumento de m, como pode ser observado
na Tabela 7. Uma possivel causa desse comportamento pode ser o fato de que quanto

maior o valor de m, maior serd o efeito da fronteira na obtencao dos dados (ja que o

L

comprimento efetivo da rede ¢ > e # para n = 1 e n = 2, respectivamente).

o Como foram estimadas as incertezas para os valores extremos de m no primeiro

grupo, entao realizamos uma interpolacgao linear de AK.(m) em funcao de m.

» Consideramos que AK.(m), para os valores intermediarios de m, é dada pela funcao

obtida na interpolagao.

Tabela 7 — Incertezas AK,,(m) e AK,y(m) obtidas para os casos do GRUPO I.

n m AK.,(m) AK.yr(m)
. 2 2.13 x 107° 2.37 x 107°
19 3.35 x 107 3.77 x 107°
) 2 1.62 x 107° 2.21 x 107°
6 6.68 x 107 6.20 x 107°

Incertezas em K (%) e K.(IL%):

Descrevemos a seguir como foi estimada a incerteza em K,(IL%), denotada por AK,(IL9).

o Através da Equacio 7.3 estimamos o valor central K.(IL9), que é dado pelo valor de

¢, e a incerteza A f devido ao ajuste.

o Para cada valor de m = m;, modificamos o valor de K.(m;) para K.(m;) + AK.(m;)
e repetimos a primeira etapa. O novo valor central obtido para K.(IL?) serd denotado

@

por K (L4)"".

o Definimos §,,, = |K (L) — W(UL
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o Por fim, AK (L?) é dada por:

AK (L") = J AP+ 8, (7.6)

em que s denota a quantidade de valores de m estudados.

7.3 Resultado - Monotonicidade da Temperatura Critica

Na Figura 24 mostramos os graficos com os dados obtidos para K., (m;L) e K.y (m; L)
quando n = 2 e m = 2. As curvas continuas correspondem ao ajuste realizado utilizando a
relacao 7.2. Para os demais valores de n e m os graficos sao similares, por isso preferimos

omiti-los. Todos os valores de K.(m) estimados sao apresentados na Tabela 8.

Kc(m;L)
0.10122 : . . . - .

0.10121—- _
0.10120—- _
0.10119—- _
0.10118—- _
0.10117—- _
0.10116—- _
0.10115—- —

0.10114 . . : , : : :
3.3x10* 4.4x10* 5.5x10™ 6.6x10* 7.7x10™*

-1

L v
Figura 24 — Graficos obtidos para n = 2 (trés alcances) quando m = 2. Eles mostram o valor
estimado de K.(m) utilizando a relagdo 7.2 considerando a fungdao U’ (quadrados -

grafico inferior) e x (circulos - gréafico superior). As curvas correspondem aos graficos
das funcoes obtidas nos ajustes.

Com os dados da Tabela 8, plotamos os gréaficos de m versus K.(m) para cada valor de n

(Figura 25) e realizamos o ajuste de curvas descrito na Equagao 7.3.
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Tabela 8 — Estimativa do inverso da temperatura critica para os casos n =1 e n = 2.

n | m Ke (x) K. (42) no|mi o my Ke (x) K. (42)
2 0.173815(21) 0.173814(24) 2 4 0.101255(16) 0.101218(22)
5 0.153280(23) 0.153295(26)
3 9 0.094619(29) 0.094591(32)
8 0.150995(25) 0.151095(29)
1|10 0.150501(28) 0.150528(31) 21 4 16 0.093133(42) 0.093156(42)
13 0.150185(30) 0.150139(33)
5 25 0.092596(54) 0.092642(52)
16 0.149941(32) 0.149975(36)
19 0.149888(34) 0.149896(38) 6 36 0.092484(67) 0.092397(62)
0'176 T T T T T T T T _3_
Equagao Y=A+BX
P n=1 i . A -2.29345 + 0.07319
— e B -2.06732 + 0.03244
0.168 - - N 4 Resquar 0.99877
ii N \\\\ square
0.164 - i N
Ke e ‘\\
0.160 - - E \l\
0.156 i é 77 \\-
0.152 . \\ i = 81 [ Ajuste Linear| s .
K.(Z44 4
0.148 T T T T T T T T -9 T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 20 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
m In(m)
0.1020 : . . .
45
Equagao Y=A+BX
0.1005 1 n=2 . 5 .\ A 25016+ 0.1721
. My B -3.2102 £ 0.1254
0.0990 - 8 S -5.5+ \\\ R-square 0.99544
0.0975 {1 X< ®% e
c | 65 N
0.0960 4 . E M
< 7.0 i\
0.0945 - 8 ‘?’ 75 \\\
0.0930- | I ™
K(ZO)A - — = — = — — - — - — — — _ P o5 N
0.0915 é é "1 é - 0.6 0!8 1{0 1?2 1{4 1!6 1{8
m In (m)

Figura 25 — Analise dos valores de K.(m

), em fungao de m, estimados através da funcao x. Painéis

superiores: n = 1; painéis inferiores: n = 2. Nos painéis direitos apresentamos os
dados em um gréafico log — log. Realizamos uma ajuste linear baseado na Equagao 7.3

em que A = In(a

), B=b, X =

In(m)eY =

In |

K.(m) — K.(L%)]. Os dados sugerem

que o inverso da temperatura critica converge de forma mondtona para K.(Z*)
(n=1) e K.(Z%) (n = 2). As barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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Os dados obtidos para a, b, ¢ e o R-square (coeficiente de determinagao) sao apresentados
na Tabela 9. O R-square mede o quao préximo nossos dados se adequam a funcao escolhida
para o ajuste. Ele varia entre 0 e 1 e quanto mais préximo de 1, maior ¢ a qualidade do
ajuste. Nossos dados sugerem que K.(m) converge para K,(L*) e K.(IL°) quandon =1 e
n = 2, respectivamente, segundo uma lei de poténcia. Para efeito de comparacao, listamos
na Tabela 10 valores de K.(IL*) e K.(IL%) obtidos por outros pesquisadores que simularam
o MCI diretamente nesses grafos e os valores estimados por nés. Observe que, de acordo

com a Equacdo 7.3, ¢ corresponde ao valor de K,(IL%) no limite m — oo, pois b < 0.

Tabela 9 — Parametros obtidos em cada ajuste de curvas realizado através da Equacao (7.3).

n Fungao a b c (K.) R-Square
' X 0.1015(12) -2.070(19) 0.149646(46) 0.999990
U’ 0.1007(16) -2.059(24) 0.149653(50) 0.999988
, X 0.0872(53) -3.263(96) 0.092190(78) 0.999835
U’ 0.0854(39) -3.233(74) 0.092162(63) 0.999934

Tabela 10 — Comparacdo entre as estimativas de K (L*) e K.(ILS) obtidas por nés e as encon-
tradas na literatura.

Situagao | Nossa estimativa () Nossa estimativa (U”) Simulagdo direta em L4
K. (LY | 0.149646(46) 0.149653(50) 0.1496947(5) [52]
K.(LS) | 0.092190(78) 0.092162(63) 0.09229(4) [1]

H4 uma pequena discrepancia entre os dados obtidos por nés e os da literatura para K.(L*%)
e K.(LL%) quando utilizamos as fungdes x e U’, respectivamente. Os provdveis motivos para
esse fato devem ser o nimero insuficiente de passos de Wolff e/ou a quantidade de valores
de m considerados. Observe que conseguimos obter a mesma precisao da estimativa obtida
em [1], mostrando a eficicia de nosso método para estimar K, no MCI em dimensoes

maiores.

Assim como foi feito no modelo de percolagao com multiplos alcances, também verificamos
o que ocorre com o valor critico no MIMA quando consideramos elos de tamanhos 1, m
e u e variamos m entre 1 e u. Nesse caso, por mais que m aumente, nao ¢ garantida a
monotonicidade, pois a hipotese de que u seja multiplo de m nem sempre é satisfeita. Na
Figura 26 apresentamos o grafico de K.(m) versus m para o caso u = 15 e verificamos que
o seu comportamento ¢ irregular e similar ao obtido para o ponto critico no modelo de

percolacao (ver Figura 14).
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Figura 26 — Inverso da temperatura critica, K.(m; L), obtido através da fungéo x, no modelo
com elos de tamanhos 1, m e u, em que u é fixo e m varia entre 1 e u. A estimativa
foi obtida simulando o modelo apenas na rede quadrada de comprimento L = 1536.
As barras de erro sao menores do que os simbolos.

Para obter esses dados, consideramos cinco amostras independentes e apenas a rede
quadrada de comprimento L = 1536. Para o nosso propoésito, que era apenas verificar
a irregularidade em K.(m), considerar um tnico valor de L é suficiente. Porém, nao é

possivel estimar K.(m) com precisdo dessa forma.
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8 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Em relacao ao modelos de percolacao com multiplos alcances, nos realizamos uma analise
numeérica e encontramos evidéncias de que o seu ponto critico converge, de forma mondtona
e seguindo uma lei de poténcia, para o do modelo classico quando o tamanho dos alcances
divergem. Esse resultado estd relacionado ao Teorema 1 e foi considerada a mesma
quantidade de alcances em cada direcao, pois ¢ uma das hipdteses desse teorema. Nesse
caso, se simularmos o modelo com multiplos alcances em d = 2, apenas ¢ possivel estimar
numericamente o valor de p.(IL%) do modelo cldssico quando d é par (nds fizemos isso para
d=4ed=56). O Teorema 2 é uma generalizacao desse resultado, nele se afirma que a
convergéncia ocorre mesmo quando consideramos quantidades de alcances diferentes em
cada direcao. Uma vantagem desse resultado é que é possivel obter a convergéncia do ponto
critico para o do modelo classico mesmo quando d for impar. Por exemplo, para d = 3
basta considerarmos o modelo bidimensional com dois alcances em uma dire¢do e apenas
um alcance na outra. Apesar da convergéncia ser garantida pelo teorema, nés realizamos
poucas simulagoes desse caso, em um estudo que ainda estd em fase inicial, e os dados
sugerem que, apesar de ser mondtona em funcao do tamanho dos elos, a convergéncia nao
segue uma lei de poténcia. Pretendemos estudar esse caso com mais detalhes e investigar

como ¢ afetada a convergéncia em fun¢ao do nimero de alcances em cada direcao.

Outra proposta de trabalho, que foi comentada no Capitulo 1, esta relacionada ao fato
de que o Modelo de Ising apresenta comportamento similar ao Modelo de Percolacao,
em relagao a convergéncia do valor critico, quando os estudamos na rede hipercibica
L? com elos de multiplos alcances. Como ambos os modelos podem ser derivados de um
modelo mais geral (modelo FK), pretendemos estudar um modelo que nao possui essa
caracteristica e verificar o comportamento do valor critico quando consideramos elos com

multiplos alcances.

Em relagao ao MPGR, uma proposta de trabalho é estudar um modelo que esta relacionado
a ele e tem aplicacoes no estudo de dimeros e polimeros: o Random Sequential Adsorption
[19,20]. Em [26], h4 um estudo do RSA na rede hiperctibica L, d = 2, no qual sdo
consideradas distribuigoes de restrigdes distintas para os sitios do grafo (no nosso estudo,
a restricao k foi a mesma para todos os sitios). Uma ideia é analisar distribui¢oes de
restrigoes que sejam interessantes sob o ponto de vista de aplicagoes e também estudar o

modelo quando d =3 e d = 4.
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9 Conclusao

Foram apresentados nessa Tese estudos acerca da monotonicidade do valor critico em
modelos de percolagao e de Ising. O primeiro modelo estudado foi o Modelo de Percolagao
com Multiplos Alcances na rede hiperciibica L2, Existe um resultado analitico garantindo
a convergéncia do ponto critico desse modelo para o do Modelo Classico de Percolagdo em
dimensoes d > 2 quando os tamanhos dos elos maiores do que 1 divergem. Nos, através de
uma analise numérica, complementamos esse resultado mostrando que essa convergéncia
serd mondtona decrescente e que segue uma lei de poténcia. Esse ultimo fato é importante,
pois permite obtermos estimativas do ponto critico no modelo classico em L? através da
simulacao do modelo com multiplos alcances em LY com d’ < d. Dessa forma, hd um
ganho em relagdo a meméria necessaria para armazenar os dados do modelo e ao tempo de
execucao do algoritmo. Utilizamos o modelo com multiplos alcances para estimar o ponto
critico do modelo cléssico em L% para d = 4 e d = 6, e os resultados foram satisfatérios
quando comparados com os obtidos por pesquisadores que simularam o modelo diretamente

nessas dimensoes.

Também estudamos o Modelo de Percolagao com Miltiplos Alcances quando temos elos
de dois tamanhos e atribuimos probabilidades distintas para cada tipo de elo ser aberto.
Nesse caso, a simulagdo numérica utilizando diretamente o Algoritmo de Newmann-
Ziff torna-se dificil, pois o tempo de execucao do algoritmo é elevado. Para realizar a
simulag¢ao, propomos outro algoritmo, denominado Algoritmo Modificado, que foi baseado
no Algoritmo de Newmann-Ziff e permite simular o modelo de forma mais eficiente. Ele
é apresentado no Capitulo 3.2 e, através dele, analisamos o comportamento critico do

modelo quando k € {2,3,4,5,8}, em que k é o tamanho do maior alcance.

Diferente do modelo de percolacao, ainda nao ha para o Modelo de Ising resultado analitico
relacionado a convergéncia da temperatura critica para a do modelo classico quando o
estudamos na rede hiperctibica L¢ com multiplos alcances. Nés realizamos uma analise
numeérica e mostramos que um resultado analogo ao do modelo de percolacao deve valer para
o modelo de Ising. Também encontramos evidéncias numéricas de que o comportamento
de T, é mondtono em fungao do tamanho dos elos e segue uma lei de poténcia. Assim como
no modelo de percolagao, esse fato tem utilidade na estimativa da temperatura critica do

modelo classico de Ising em dimensoes maiores.

Outro modelo estudado por nés foi o Modelo de Percolagao com Grau Restrito quando o
grafo é a rede hiperctibica L% e d € {2, 3,4}. Nele, atribuimos um niimero aleatério com
distribui¢do uniforme em [0, 1] para cada elo. Esse niimero esta relacionado ao tempo

em que o elo poderd ser aberto. Iniciamos o grafo com todos os elos fechados e, em
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seguida, tentamos abri-los em ordem crescente de tempo. O elo s6 podera ser aberto se a
quantidade de elos abertos adjacentes a cada uma de suas extremidades for menor que
uma quantidade k (restrigao), que é fixada previamente. Esse modelo possui dependéncia
de alcance infinito, pois a probabilidade de um elo ser aberto depende do estado de cada
elo do grafo. O principal resultado obtido por nés acerca desse modelo foi ter encontrado
evidéncias numéricas de que o ponto critico decai de forma mondétona em funcao da
restricao k. Também obtivemos estimativas para um dos expoentes criticos e o resultado
sugere que esse modelo estd na mesma classe de universalidade do modelo classico de
percolacao. Por fim, estimamos o valor do nimero médio da maior quantidade de elos que

podem ser abertos no grafo, que é denominada concentracao maxima aleatoria.
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Apéndice A — Convergéncia de G]fln para 15

A convergéncia da rede hiperciibica ¢ com (n + 1) alcances, ng, para L4+ ¢ denotada,

pelo limite:

lim G =LAt (A1)

k;—00,Vi
Por questao de simplicidade na visualizacao dos grafos, daremos uma ideia do porqué que
o limite A.1 é valido quando d = 1. Na Figura 27 representamos parte do grafo G¥" com
n =1 (dois alcances), em que o tamanho do maior elo é k. Omitimos os sitios denotados

por numeros negativos para simplificar o seu esboco.

Figura 27 — Parte do grafo G¥" com n = 1 em que o tamanho do maior elo é k. Segmentos de
reta e curvas denotam elos de tamanhos 1 e k, respectivamente. Segmentos de reta
com maior espessura representam elos cujas extremidades sdo sitios com niimeros
da forma ak — 1 e ak para a € {1,2,...}.

De acordo com o limite A.1, esse grafo deve convergir para a rede hiperctibica 2. Para
entender o motivo dessa convergéncia, representamos na Figura 28 o mesmo grafo de
uma outra forma. Na Tabela 11 indicamos a correspondéncia entre os elos dos grafos

representados nas Figuras 27 e 28.

Tabela 11 — Correspondéncia entre os elos dos grafos representados nas Figuras 27 e 28.

Figura 27 Figura 28
Elos com menor espessura (segmentos de reta). Elos verticais (segmentos de reta).
Elos com maior espessura (segmentos de reta). Elos representados por curvas.
Elos representados por curvas. Elos horizontais (segmentos de reta).

Se também considerarmos os sitios denotados por niimeros negativos, o grafo obtido seréd

similar a esse ultimo. A diferenca é que ele também crescera indefinidamente para a esquerda.
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Figura 28 — Representacio alternativa de parte do grafo G¥" com n = 1 em que o tamanho
do maior elo é k. Elos verticais e horizontais representam elos de tamanhos 1 e
k, respectivamente. Linhas curvas representam elos de tamanho 1. Na Tabela 11
indicamos a relagio entre os elos desse grafo com o da Figura 27.

Observe que se k — oo os elos representados por curvas podem ser desconsiderados, pois
conectam sitios localizados a uma distancia v'k? 4+ 1 que diverge quando k — oco. Dessa

forma, no limite k — oo, os demais sitios e elos representardo a rede hiperctbica 2.

Raciocinio andlogo ao caso n = 1 pode ser realizado para o caso n = 2. Se considerarmos elos
de tamanhos 1, k e m, conseguimos representar G’l22 através de uma figura tridimensional
em que uma dimensao cresce de forma indefinida e as demais medem & e 7. Nos limites
k — oo e m — 00, teremos elos que poderao ser desconsiderados, por conectar sitios a

distancias que irdo divergir, e teremos a convergéncia para a rede hipercibica L3.

Esse tltimo exemplo ¢ importante por também sugerir a necessidade de que o tamanho
de cada elo seja multiplo dos tamanhos dos elos menores. Pois a convergéncia para L3 é
intuitiva quando k e 7, que sdo os tamanhos de duas das dimensoes da figura tridimensional

obtida, sdo ntimeros inteiros. Logo, m deve ser multiplo de k.
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Apéndice B — Vizinhanca dos elos no

MPMA

Na Secao 4.3.2 detalhamos como foi representada a vizinhancga dos elos horizontais de
tamanho 1, denotados por hy, no Modelo de Percolagao de Elos com Multiplos Alcances
(Figura 9 e Tabela 2). Detalhamos a seguir a representacao dos elos verticais de tamanho
1, denotados por vy, e dos elos horizontais e verticais de tamanhos k, denotados por h; e

Vg, respectivamente.

A topologia da vizinhanga dos elos é apresentada através das figuras: Figura 29 (elos vy),
Figura 30 (elos hy) e Figura 31 (elos vy). A identificagdo dos ntimeros de cada elo vizinho,
considerando a rede quadrada de comprimento L, é mostrada nas tabelas: Tabela 12 (elo

v1), Tabela 13 (elo hy) e Tabela 14 (elo vy). Nas tabelas, as letras ¢ e j sdo dadas por:

i:{ﬁJ e j:{%J (B.1)

em que 7 ¢ o numero associado ao elo.

Por questao de organizacao do texto, iniciamos a apresentacao da vizinhanca dos elos do
tipo v; na proxima pagina. Dessa forma, cada pagina serd dedicada a apenas um tipo de

elo.
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Figura 29 — Representagdo da vizinhanca dos elos do tipo v1. Segmentos de reta e linhas curvas
correspondem a elos de tamanhos 1 e k, respectivamente.

Tabela 12 — Identificagdo do niimero de cada vizinho dos elos do tipo v;.

nr (vi)
ALi 4 4j
AL[(i —1+ L) (mod L)] +4j + 1
ALi+4[(j — 1+ L) (mod L)
AL[(1 +1) (mod L)] +4[(j — 1+ L) (mod L)]
AL[(i +1) (mod L)] +4j+1
AL[(i +1) (mod L)] + 4j
ALi 4 4j +2
AL[(i —k+ L) (mod L)] +45 + 3
ALi44[(j — k+ L) (mod L)] +2
4L[(i +1) (mod L)] +4[(j — k+ L) (mod L)] +2
AL[(i+1) (mod L)] +4j +3
AL[(i+1) (mod L)] +4j + 2
ALi 445 +3
AL[(i — k+1+ L) (mod L)] +4j + 3
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Figura 30 — Representagio da vizinhanga dos elos do tipo hg. Segmentos de reta e linhas curvas
correspondem a elos de tamanhos 1 e k, respectivamente.

Tabela 13 — Identificacdo do niimero de cada vizinho dos elos do tipo hg.

ny (hi)
ALi +4j +3
4Li+4(j + k) (mod 4L) +3
ALi+4(j + k) (mod 4L) + 2
AL[(i —k+ L) (mod L)] +4(j + k) (mod 4L) +3
AL[(i — k + L) (mod L)] +4j + 3
ALi+ [4(L =k + j) + 2] (mod 4L)
ALi + [A(j + k — 1)] (mod 4L)
ALi+4(j + k) (mod 4L) +1
ALi+4(j + k) (mod 4L)
4L[(i—1+ L) (mod L)] +4(j + k) (mod 4L) +1
ALi+4(j —1+ L) (mod 4L)
ALi+4j + 1
ALi+ 45
AL[(1 —1+ L) (mod L)] +4j+ 1
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Figura 31 — Representacdo da vizinhanga dos elos do tipo vg. Segmentos de reta e linhas curvas
correspondem a elos de tamanhos 1 e k, respectivamente.

Tabela 14 — Identificacdo do ntimero de cada vizinho dos elos do tipo vy.

ny (vg)
ALi +4j +2
AL[(i+ L — k) (mod L)] +45 + 3
ALi+4[(j — k + L) (mod L)] + 2
AL[(i + k) (mod L)] 4+ 4[(j — k+ L) (mod L)] + 2
AL[(i + k) (mod L)] + 45 + 3
AL[(i + k) (mod L)] +4j + 2
ALi4+4{(j —1+ L) (mod L)]
ALi+4j +1
ALi + 4j
AL[(1 —1+ L) (mod L)] +4j+ 1
AL[(i + k) (mod L)] +4[(j —1+ L) (mod L)]
AL[(i + k) (mod L)] +4j +1
AL[(i + k) (mod L)] + 4j
AL[(i+k—1) (mod L)] +4j +1
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