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Resumo

Esta tese aborda o Problema Capacitado de Localizacao de Facilidades com Fonte
(SSCFLP) e sua variante robusta (RSSCFLP). O SSCFLP consiste em determinar
locais para a abertura de facilidades capacitadas para atender as demandas dos clien-
tes, de modo que cada cliente seja atendido por uma tnica facilidade. J4 o RSSCFLP
estende o SSCFLP ao considerar incertezas nos custos de alocagao e abertura, nas
demandas e nas capacidades. Para formular o RSSCFLP, adota-se a abordagem ro-
busta de Bertsimas e Sim. Para resolver os problemas, sao propostos trés algoritmos:
HILS e NCS, para o SSCFLP, e o B&B-GVNS, para o RSSCFLP. O HILS combina
a resolugao de subproblemas com procedimentos baseados em ILS para obter solu-
¢oes de qualidade. O NCS combina um método de planos de corte, uma heuristica
baseada em busca local e um procedimento cut-and-solve para encontrar a solugao
6tima do problema. O B&B-GVNS combina um procedimento de planos de corte,
uma heuristica baseada em GVNS e um algoritmo branch-and-bound aprimorado
com heuristicas. Experimentos computacionais indicam que o HILS é competitivo
em relacao aos algoritmos do estado da arte, produzindo solu¢oes com valores de gap
ligeiramente menores em conjuntos mais desafiadores. Os resultados obtidos com o
NCS mostraram que ele encontrou mais solugoes 6timas ou reduziu o tempo necessario
para obté-las em 85% dos subconjuntos analisados, quando comparado ao algoritmo
do estado da arte, e em 73% dos subconjuntos, quando comparado ao CPLEX. Além
disso, em varios subconjuntos, o NCS foi mais de 100 vezes mais rapido do que o
CPLEX e mais de 10 vezes mais rapido do que o algoritmo do estado da arte para
encontrar um numero maior ou igual de solugoes 6timas. Por fim, o B&B-GVNS
apresentou desempenho superior ao do CPLEX em todos os conjuntos testados, com
redugoes no gap superiores a 20% e 25% nos dois conjuntos mais desafiadores. Esses
resultados evidenciam que os algoritmos desenvolvidos nesta tese constituem con-
tribui¢oes metodologicas relevantes para a resolugao de problemas capacitados de
localizacao de facilidades e de sua variante robusta.

Palavras-chave: Problema Capacitado de Localizacao de Facilidades com Fonte
Unica, Otimizacao Robusta, Cut-and-Solve, Método de planos de corte, Iterated Local
Search.



Abstract

This thesis addresses the Single-Source Capacitated Facility Location Problem
(SSCFLP) and its robust variant (RSSCFLP). The SSCFLP involves determining
locations for opening capacitated facilities to meet customer demands, ensuring that
each customer is assigned to exactly one facility. The RSSCFLP extends the SSCFLP
by considering uncertainty in allocation and opening costs, demands, and capacities.
To formulate the RSSCFLP, the robust optimization approach proposed by Dimitris
Bertsimas and Melvyn Sim is adopted. To solve these problems, three algorithms
are proposed: HILS and NCS for the SSCFLP, and B&B-GVNS for the RSSCFLP.
HILS combines the solution of subproblems with procedures based on Iterated Local
Search to obtain high-quality solutions. NCS combines a cutting-plane method, a
local-search-based heuristic, and a cut-and-solve procedure to find optimal solutions
for the problem. B&B-GVNS combines a cutting-plane procedure, a heuristic ba-
sed on General Variable Neighborhood Search, and a branch-and-bound algorithm
enhanced with heuristics. Computational experiments indicate that HILS is compe-
titive with state-of-the-art algorithms, producing solutions with slightly smaller gap
values on more challenging instances. The results obtained with NCS showed that
it found more optimal solutions or reduced the time required to obtain them in 85%
of the analyzed subsets when compared with the state-of-the-art algorithm, and in
73% of the subsets when compared with CPLEX. Moreover, in several subsets, NCS
was more than 100 times faster than CPLEX and more than 10 times faster than
the state-of-the-art algorithm in obtaining an equal or greater number of optimal
solutions. Finally, B&B-GVNS outperformed CPLEX on all tested sets, achieving
reductions in gap greater than 20% and 25% on the two most challenging sets. These
results demonstrate that the algorithms developed in this thesis constitute relevant
methodological contributions to the solution of capacitated facility location problems
and its robust variant.

Keywords: Single source capacitated facility location problem, Robust optimization,
Cut-and-solve, Cutting-plane method, Iterated Local Search.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao geral

Problemas de localizagdo de facilidades (PLFs) consistem em determinar locais
para a instalacdo (abertura) de facilidades, visando atender as demandas de um
conjunto de clientes. Na literatura, o termo “facilidades” engloba instalacoes fisicas,
como fabricas, centros de distribuicao, hospitais e escolas, bem como equipamentos
e unidades de servico, como antenas, ambulancias, viaturas e torres de transmissao.
Por sua vez, o termo “clientes” abrange individuos, regioes, empresas ou pontos de
demanda que necessitam ser atendidos pelas facilidades estabelecidas.

As aplicagoes dos PLFs abrangem diversas areas. Na logistica de transportes,
destacam-se aplicagoes como a localizacao de garagens em sistemas de trafego urbano
(Ball et al., 1984). No planejamento de redes logisticas, incluem-se, por exemplo, a
localizacao de armazéns (Beasley, 1988) e o planejamento de cadeias de suprimentos
(Melo et al., 2006). Na &area da satde, hé aplicagdes relacionadas a localizagao de
servigos de emergéncia (Pirkul & Schilling, 1988), enquanto, na seguranga publica,
destacam-se aplicagoes como a alocagao de unidades do corpo de bombeiros (Plane
& Hendrick, 1977). Os PLFs também s@o aplicados em redes de telecomunicagoes
(Gollowitzer & Ljubi¢, 2011), cadeias humanitéarias (Boonmee et al., 2017), problemas
de distritamento (Novaes et al., 2009), gestao de residuos urbanos (Tirkolaee et al.,
2020) e no planejamento de infraestrutura para novas tecnologias (Kchaou-Boujelben,
2021).

Na literatura, diversos modelos de PLFs consideram a condicao de fonte tinica.
Essa condicao impoe que a demanda de cada cliente seja integralmente atendida
por uma unica facilidade. Por exemplo, Geoffrion & Graves (1974) propuseram um
modelo para um sistema de distribuicao de produtos no qual a demanda de cada regiao

por um determinado produto deve ser totalmente satisfeita por um tnico centro de

13



1.2 Apresentacao geral 14

distribui¢ao. Outro exemplo pode ser encontrado em Kong (2021), que abordaram um
problema de alocacao de estudantes em escolas priméarias, impondo que os estudantes
de uma mesma microrregiao fossem alocados & mesma escola. Embora a divisao dos
estudantes entre diferentes escolas seja possivel na pratica, a condi¢ao de fonte tnica
pode ser adequada quando a demanda é agregada em microrregioes, especialmente por
favorecer a organizacao do transporte escolar e a definicao das areas de atendimento,
que podem envolver aspectos administrativos e politicos.

Decisoes de localizacao de facilidades geralmente envolvem altos custos e sao di-
ficeis de reverter. Além disso, em aplicacoes reais, os valores dos parametros do
problema frequentemente sofrem a variagoes e imprecisoes, o que pode resultar em
custos superiores aos previstos ou até mesmo na inviabilidade operacional. Diante
disso, tem crescido o interesse em modelos de PLFs que incorporam incertezas em
seus parametros (Snyder, 2006).

Esta tese aborda o Problema Capacitado de Localizagao de Facilidades com Fonte
Unica (Single Source Capacitated Facility Location Problem - SSCFLP) e sua variante
robusta (Robust Single Source Capacitated Facility Location Problem - RSSCFLP).
O SSCFLP ¢ um PLF cléssico que considera: (i) custos de abertura de facilidades;
(i) limites de capacidade das facilidades; e (iii) a condi¢do de fonte tnica para a
alocacao de clientes. Ja 0 RSSCFLP incorpora incertezas nos parametros do SSCFLP:
demandas, custos de alocagao, custos de abertura e capacidades.

O objetivo desta tese é desenvolver métodos de solucao para esses problemas. Para
isso, sao desenvolvidos trés algoritmos. O primeiro é um algoritmo heuristico para
o SSCFLP, denominado HILS, acréonimo de Hybrid Iterated Local Search. O HILS
combina procedimentos baseados na meta-heuristica Iterated Local Search (ILS) com
a resolugao de subproblemas. O segundo, denominado New Cut-and-Solve (NCS), é
um algoritmo exato para o SSCFLP que aprimora abordagens baseadas no framework
cut-and-solve, incorporando novos procedimentos heuristicos e de planos de corte. O
terceiro ¢ o B&B-GVNS. O B&B-GVNS é um algoritmo exato para o RSSCFLP,
estruturado em trés fases: na primeira, aplica-se um procedimento de planos de corte;
na segunda, empregam-se procedimentos baseados em General Variable Neighborhood
Search (GVNS); e, na terceira, utiliza-se um procedimento baseado em branch-and-
bound (B&B) aprimorado por procedimentos heuristicos.

O restante desta introdugao esté organizado da seguinte forma. As Segoes 1.2,
1.3, 1.4, 1.5, 1.6 e 1.7 apresentam, respectivamente, a justificativa, os objetivos, a

metodologia, as contribuicoes, os trabalhos derivados e a organizagao desta tese.
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1.2 Justificativa

O SSCFLP tem aplicagoes em diversos problemas do mundo real. Por se tratar
de um problema NP-dificil (Delmaire et al., 1999), a literatura geralmente propoe
resolvé-lo por meio de métodos heuristicos. Os algoritmos heuristicos do estado da
arte sao capazes de encontrar solucoes de boa qualidade para instancias com até 1000
clientes e 1000 locais potenciais. No entanto, experimentos realizados em instan-
cias mais desafiadoras indicam que esses métodos demandam tempo computacional
elevado e, ainda assim, nem sempre produzem solucoes de alta qualidade.

Ao mesmo tempo, as aplicagoes do SSCFLP estao frequentemente associadas a
decisoes estratégicas, que dificilmente podem ser revertidas. Por isso, se mal plane-
jadas, podem acarretar prejuizos elevados. Nesse contexto, a obtencao de solugoes
o6timas por métodos exatos torna-se relevante, mesmo que tais métodos demandem
alto custo computacional. Experimentos com algoritmos exatos do estado da arte
mostram que esses algoritmos encontram solucoes 6timas para instancias com até
400 clientes e 80 locais. Entretanto, eles nao foram capazes de encontrar solugoes
6timas para vérias instancias com 300 clientes e 60 locais dentro do limite de tempo
de 50000 segundos.

Paralelamente, em aplicagoes reais, os parametros do SSCFLP estao sujeitos a
variagoes e imprecisoes, o que pode resultar em custos acima do previsto ou até
mesmo na inviabilidade das solugoes, caso as incertezas nos parametros nao sejam
consideradas. Na literatura, quando a incerteza é abordada, ela costuma restringir-se
as demandas dos clientes. Até onde se sabe, nao ha modelos nem algoritmos que
considerem incertezas simultaneas em todos os tipos de parametros do problema.

O cenério exposto evidencia uma ampla margem para contribuicoes relativas a
métodos de solugao do SSCFLP e do RSSCFLP, o que motiva o desenvolvimento

desta tese.

1.3 Objetivos

O objetivo geral desta tese é desenvolver métodos de solu¢ao para o SSCFLP e o
RSSCFLP.

1.3.1 Objetivos especificos

Para atingir o objetivo geral, estabelecem-se os seguintes objetivos especificos:

e Revisar e analisar a literatura sobre métodos de solucao para o SSCFLP e o
RSSCFLP;
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e Formular o RSSCFLP com base na abordagem de otimizagao robusta de Bert-
simas & Sim (2003);

e Desenvolver heuristicas capazes de obter solugoes viaveis de alta qualidade para
o SSCFLP e o RSSCFLP;

e Desenvolver métodos de planos de corte para fortalecer as formulacoes do SSC-
FLP e do RSSCFLP;

e Desenvolver um algoritmo hibrido para o SSCFLP, combinando meta-

heuristicas com a resolucao de modelos matematicos;

e Desenvolver um algoritmo exato para o SSCFLP baseado no framework cut-

and-solve, incorporando novos procedimentos de planos de corte e heuristicas;

e Desenvolver um algoritmo para resolugao do RSSCFLP que integre técnicas de

fortalecimento de formulacao, meta-heuristicas e métodos exatos;

e Avaliar computacionalmente os algoritmos propostos em conjuntos de instancias

benchmark da literatura;

e Comparar o desempenho dos métodos desenvolvidos com os de algoritmos es-

tado da arte e os de solvers;

1.4 Metodologia

Para atingir os objetivos propostos, foram definidas as seguintes etapas metodo-

logicas:

e Revisao da literatura: realiza-se uma revisao sistematica de trabalhos re-
lacionados ao SSCFLP e suas variantes que consideram incerteza. Essa etapa
inclui a classificacao dos métodos existentes e a analise critica dos algoritmos

considerados estado da arte;

e Formulagao dos problemas: sao desenvolvidas formula¢oes matemaéticas
para o SSCFLP e o RSSCFLP, definindo-se conjuntos, parametros, variaveis de
decisao, fungao objetivo e restri¢oes. Para o RSSCFLP, a modelagem ¢é baseada
na abordagem de otimizagao robusta de Bertsimas & Sim (2003), permitindo

sua formulagao como um problema de programacao inteira mista;

e Desenvolvimento de métodos de solugao: sao propostos algoritmos heu-

risticos e exatos para o SSCFLP e o RSSCFLP, combinando diferentes técnicas
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1.5

de otimizacao, como meta-heuristicas, matheuristicas, procedimentos de planos

de corte e busca baseada em arvores binarias.

Experimentagao computacional: sao realizados experimentos computacio-
nais em conjuntos de instancias benchmark, com o objetivo de avaliar o desem-
penho dos algoritmos propostos em termos de qualidade de solucao e tempo

computacional;

Analise de resultados: os resultados obtidos sao comparados com os reporta-
dos na literatura, incluindo métodos do estado da arte e solvers de programagao
matematica. Sao conduzidas anélises quantitativas para identificar as principais

contribui¢oes dos métodos propostos;

Divulgacao dos resultados: os resultados da pesquisa sao consolidados nesta

tese e submetidos a publicacao em periddicos cientificos qualificados.

Contribuigoes

As principais contribuicoes desta tese sao apresentadas a seguir:

Desenvolvimento de dois procedimentos baseados na meta-heuristica ILS para
a solucao do SSCFLP;

Proposicao de uma matheuristica para a solucao do SSCFLP, denominada

HILS, que integra procedimentos ILS com a resolugao de modelos matematicos;

Desenvolvimento de uma nova heuristica gulosa para a geragao de cortes de

cobertura associados as restrigoes de capacidade do SSCFLP;

Utilizacao de dois tipos de planos de corte para problemas da mochila dispo-
niveis na literatura, mas que, até entao, nao foram explorados no contexto do
SSCFLP. Eles sao: Lifted Pack Inequalities (LPIs), gerados por uma fungao su-
peraditiva apresentada em Atamturk (2005), e Lifted Cover Inequalities (LCIs),

gerados por uma fun¢ao superaditiva apresentada em Letchford & Souli (2019);

Condugao de uma avaliacao sistematica do impacto de diferentes familias de
planos de corte sobre a qualidade dos limitantes inferiores produzidos por um
procedimento que combina planos de corte com a resolucao de uma relaxacao
linear parcial do SSCFLP;

Desenvolvimento de um novo procedimento de busca local deterministica para

o SSCFLP baseada em técnicas de clusterizagao;
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e Desenvolvimento de um procedimento de planos de corte para o RSSCFLP por

meio da adaptacao de procedimentos originalmente propostos para o SSCFLP;

e Desenvolvimento de uma heuristica deterministica baseada em GVNS para a

obtencao de solugoes para o RSSCFLP;

e Proposicao de um algoritmo para a solu¢ao do RSSCFLP, que integra procedi-
mentos de planos de corte, heuristicas e um procedimento baseado em Branch-

and-Bound, aprimorado com a incorporacao de heuristicas;

e Disponibilizacao publica dos codigos-fontes dos métodos de solucao desenvolvi-
dos.

1.6 Trabalhos derivados desta tese

O estudo realizado ao longo do desenvolvimento desta tese deu origem aos seguin-

tes trabalhos cientificos:

e de Almeida, G. B., de S4, E. M., de Souza, S. R., & Souza, M. J. F. (2021). Um
algoritmo ILS para o problema de localizagao de pontos de consolida¢ao. Anais
do LIIT Simpodsio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO), Joao Pessoa,
Brasil. doi: 10.59254 /sbpo-2021-131653.

e de Almeida, G. B., de Sa, E. M., de Souza, S. R., & Souza, M. J. F. (2023). A
hybrid iterated local search matheuristic for large-scale single source capacitated
facility location problems. Journal of Heuristics, 30, 1-28. doi: 10.1007/s10732-
023-09524-9.

e de Almeida, G. B., de Sa, E. M., de Souza, S. R., & Souza, M. J. F. (2025). A
new cut-and-solve-based approach for the single-source capacitated facility loca-
tion problem. Artigo submetido ao periédico European Journal of Operational

Research.

e de Almeida, G. B., de S4, E. M., de Souza, S. R., & Souza, M. J. F. (2025). A
Hybrid Algorithm for the Robust Single Source Capacitated Facility Location

Problem. Artigo a ser submetido apds a defesa da tese.

1.7 Organizacao do trabalho

Além desta introducao, esta tese conta com mais seis capitulos. O Capitulo 2

apresenta a fundamentagao teérica necessaria ao desenvolvimento deste trabalho.
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O Capitulo 3 apresenta as descrigoes do SSCFLP e do RSSCFLP, incluindo suas
formulacoes mateméticas. No Capitulo 4, apresenta-se a revisao bibliogréafica, com
énfase nos principais métodos de solugao que fundamentam os algoritmos propostos.
O Capitulo 5 é dedicado a descrigao detalhada dos métodos desenvolvidos nesta tese.
No Capitulo 6, sao apresentados os experimentos computacionais realizados, bem
como a analise dos resultados obtidos. Por fim, no Capitulo 7, sao apresentadas as

conclusoes do trabalho e as sugestoes para pesquisas futuras.



Capitulo 2
Fundamentacao Teoérica

Os principais fundamentos tedricos que embasam esta tese sao apresentados neste
capitulo, que esta organizado em cinco segoes. A Secao 2.1, apresenta a teoria rela-
cionada aos procedimentos heuristicos propostos nesta tese. Ja a Secao 2.3 aborda
os fundamentos dos algoritmos exatos. Na Secao 2.4, sao apresentados os conceitos
teoricos associados ao método de planos de corte. A Se¢ao 2.5 apresenta os principais
resultados acerca da teoria da dualidade para problemas de programacao linear. Por
fim, a Secao 2.6 apresenta conceitos relacionados a otimizagao robusta a abordagem

robusta de Bertsimas & Sim (2003) para problemas de otimizagao discreta.

2.1 Heuristicas

Segundo Silver et al. (1980), um método heuristico ¢ um procedimento para resol-
ver um problema matematico bem definido por meio de uma abordagem intuitiva, na
qual a estrutura do problema pode ser interpretada e explorada de forma inteligente
para obter uma solugao de qualidade. Em um contexto mais moderno e relacionado
a Pesquisa Operacional, Talbi (2009) define heuristicas como técnicas que buscam
boas solucoes para problemas com custo computacional razoavel.

Segundo Hansen & Mladenovi¢ (2003), diversas instancias de problemas de oti-
mizagao que surgem em Pesquisa Operacional e em outras areas sao grandes demais
para que uma solucdo exata seja encontrada em tempo razoavel. E bem conhecido
que muitos problemas de otimizacao sao NP-dificeis. Para essa classe de problemas
que nao se conhece um algoritmo com ntmero de passos polinomial no tamanho das
instancias e que encontrar tal algoritmo para qualquer um desses problemas impli-
caria encontra-lo para todos os demais. Além disso, em casos em que um problema
admite um algoritmo polinomial, o grau desse polindomio pode ser tao elevado que

instancias de tamanho realista nao podem ser resolvidas em tempo razoavel no pior

20
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caso, e, as vezes, também no caso médio ou na maioria das vezes.
Diante desse cenério, frequentemente é necessario recorrer a heuristicas, que pro-
duzem rapidamente uma solugao aproximada ou, as vezes, uma solugao 6tima, porém

sem prova de sua otimalidade.

2.1.1 Heuristicas baseadas em busca local

Vérios procedimentos heuristicos desenvolvidos nesta tese baseiam-se na busca
local. A ideia basica da busca local consiste em partir de uma solucao inicial e
buscar melhorias sucessivas por meio da exploracao de solugoes vizinhas definidas
por estruturas de vizinhanga (Vaessens et al., 1998). Uma estrutura de vizinhanga
N associa a cada solugdo s € S um conjunto N(s) C S de solugoes vizinhas. Uma
solugao s € S é denominada um 6timo local em relagao a N em um problema de
minimizagao se nao existir solugdo t € N(s) tal que f(t) < f(s).

Para explorar uma estrutura de vizinhanca N em um procedimento de busca local,
as estratégias geralmente empregadas sao best improvement e first improvement. A
estratégia best improvement consiste em explorar completamente a vizinhanca e sele-
cionar o melhor vizinho que melhora o valor da fun¢ao objetivo. Caso nao exista tal
vizinho, o procedimento é interrompido; caso contrario, a solugao corrente ¢ atuali-
zada. A exploragao completa dessa vizinhanca pode ser computacionalmente custosa.
Nesse contexto, uma alternativa consiste na estratégia first improvement, na qual os
vizinhos sao explorados sequencialmente e o primeiro a apresentar melhoria é imedi-
atamente aceito.

Na proxima subsecao, apresenta-se o procedimento Variable Neighborhood Descent
(VND), utilizado como busca local nos procedimentos ILS e GVNS desenvolvidos

nesta tese.

2.1.1.1 Variable Neighborhood Descent

O VND baseia-se no fato de que um 6timo local em relagdo a uma determinada
estrutura de vizinhanga nao é necessariamente um 6timo local em relacao a outras.
Assim, o método explora diferentes estruturas de vizinhanca com o objetivo de obter
uma solucao que seja um 6timo local em relacao a todas elas. O esquema basico do
VND ¢é apresentado no Algoritmo 1.

A aplicagao do VND envolve algumas decisdes importantes. Primeiramente, deve-
se considerar a complexidade dos movimentos associados a cada estrutura de vizi-
nhanca, uma vez que movimentos mais complexos podem aumentar significativa-
mente o tempo computacional. Além disso, a ordem de exploracao das vizinhancas

pode influenciar tanto a qualidade das solucoes obtidas quanto o tempo de execu-
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Algoritmo 1 Esquema bésico do VND (Hansen & Mladenovié, 2003)

1:

10:
11:

Inicializagao: selecione o conjunto de estruturas de vizinhanca N;, para ¢ =
1,...,imax, a serem utilizadas na descida; encontre uma soluc¢ao inicial s (ou
aplique o procedimento a uma solugao s fornecida);
Defina 7 + 1;
enquanto i < i,,,, faca
Exploragao da vizinhanga: encontre o melhor vizinho s’ de s tal que s € N;(s);
se f(s') < f(s) entao
Atualize s < s';
Defina ¢ + 1;
senao
Defina 7 7 + 1;
fim se
fim enquanto

¢ao do algoritmo. Em geral, as vizinhancas sao ordenadas de modo que estruturas

associadas a pequenas modificagoes na solugao corrente sejam exploradas antes de

estruturas que promovem alteragoes mais significativas.

Definida a ordem de exploracao das vizinhangas, Hansen et al. (2017) apresen-

tam trés critérios para alteracao das estruturas de vizinhanga ao longo do processo

iterativo do VND:

e Mudanca sequencial de vizinhanga (Sequential neighborhood change step):
se uma melhoria da solugao incumbente for obtida em alguma estrutura de
vizinhanga, a busca é reiniciada a partir da primeira estrutura de vizinhanca
da lista, de acordo com a ordem previamente estabelecida. Caso contrério, a

busca prossegue para a proxima estrutura de vizinhanca;

e Mudanga ciclica de vizinhanga (Cyclic neighborhood change step): indepen-
dentemente da ocorréncia de melhoria na solugao incumbente, a busca continua

na proxima estrutura de vizinhanca da lista;

e Mudanga do tipo pipe (Pipe neighborhood change step): quando uma me-
lhoria da solugao corrente é encontrada em alguma estrutura de vizinhanca, a

busca continua explorando essa mesma vizinhanca.

Outra possibilidade consiste em, a cada iteracao, formar uma tnica vizinhanga a

partir da uniao das solugoes vizinhas geradas por todas as estruturas de vizinhanga.

Caso nenhuma solucao melhoradora seja encontrada nessa vizinhanca unificada, o

procedimento é encerrado. Caso contréario, a melhor solugao encontrada torna-se a

nova solucao incumbente, e o processo é retomado.
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2.1.2 Meta-heuristicas

O termo “meta-heuristica” foi introduzido na literatura por Glover (1986), ao
caracterizar a heuristica de Busca Tabu como uma “meta-heuristica” que “sobrepoe”
procedimentos a outra heuristica. Sorensen & Glover (2013) definem meta-heuristicas
como frameworks de alto nivel que fornecem estratégias independentes do problema a
ser resolvido para desenvolver algoritmos heuristicos de otimizacao. Segundo os auto-
res, algoritmos heuristicos desenvolvidos seguindo os frameworks de meta-heuristicas
também sao referidos na literatura como meta-heuristicas. A maioria dos frameworks
meta-heuristicos tem origem na década de 1980 e foi proposta como alternativa ou
complemento aos métodos classicos de otimizagao anteriores, como o método B&B e
as técnicas baseadas em programacao dinamica.

Desde entao, essas abordagens tém se popularizado como estratégias promissoras
para resolver problemas de otimizagao considerados intrataveis computacionalmente.
Ao propor um estudo sobre a histéria das meta-heuristicas, Sorensen et al. (2018)
atesta que elas ja eram utilizadas antes da década de 1940, embora nao fossem for-
malmente estudadas.

As meta-heuristicas foram caracterizadas por Blum & Roli (2003) pelas seguintes

propriedades fundamentais:

e Meta-heuristicas sao estratégias que orientam o processo de busca;

e Seu objetivo é explorar o espaco de solugoes de forma eficiente, visando encon-

trar solugoes 6timas ou quase Otimas;

e As técnicas que compoem algoritmos meta-heuristicos variam desde procedi-

mentos simples de busca local até mecanismos mais complexos de aprendizado;

e Algoritmos meta-heuristicos sao, em geral, aproximados e geralmente nao de-

terministicos;

e Podem incorporar mecanismos destinados a evitar que a busca fique restrita a

regioes limitadas do espaco de solugoes;
e Seus conceitos fundamentais permitem uma descrigao em nivel abstrato;
e Meta-heuristicas nao sao especificas de um tinico problema;

e Podem utilizar conhecimento especifico do dominio, incorporado na forma de

heuristicas controladas por uma estratégia de nivel superior;
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e Meta-heuristicas mais avancadas utilizam a experiéncia acumulada durante a
busca, geralmente representada por algum tipo de memoria, para orientar o

processo de exploracao.

Conforme Sorensen & Glover (2013), as meta-heuristicas podem ser baseadas em
busca local, em heuristicas construtivas ou em heuristicas baseadas em populacao.
As meta-heuristicas baseadas em estruturas de vizinhanga incluem o ILS, que utiliza
um tipo de perturbagao para evitar que busca fique presa em 6timos locais (Lourenco
et al., 2003); Busca em Vizinhanga Variavel (Variable Neighborhood Search- VNS),
que explora diferentes estruturas de vizinhangas de perturbacao (Hansen & Mladeno-
vi¢, 2003); Busca Tabu, que explora estruturas de memoria para adotar mecanismos
para proibir movimentos para solucoes ou para conjuntos de solugoes que possuam
certos atributos (Glover, 1986); Busca Local Guiada, que introduz penalidades para
atributos de solugoes para que a busca nao fique presa em 6timos locais (Voudouris &
Tsang, 1999); e Recozimento Simulado (Simulated Annealing), que usa uma estraté-
gia de movimento aleatério e probabilistico baseado em um processo de recozimento
de um solido cristalino (Kirkpatrick et al., 1983).

Dentre as meta-heuristicas baseadas em populacao, a mais conhecida é o Algo-
ritmo Genético, que iterativamente atualiza um conjunto de solugoes, chamado de
populagao, utilizando operadores baseados em alteracoes genéticas no processo evo-
lutivo, visando gerar populagoes cujas solugdes sao de melhor qualidade (Goldberg,
1988). Ha também a Busca Dispersa (Glover, 1998), que mantém um conjunto de
solucoes de referéncia, selecionadas com base em critérios de qualidade e diversidade.
Novas solugoes sao geradas por meio de combinagoes estruturadas dessas solugoes,
com o objetivo de explorar regioes promissoras do espago de busca e atualizar o
conjunto de referéncia.

No campo das meta-heuristicas construtivas, destaca-se o Procedimento de Busca
Gulosa Randomizada Adaptativa (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure -
GRASP). Ele incorpora aleatoriedade em heuristicas construtivas gulosas para diver-
sificar o processo de construgao (Resende & Ribeiro, 2019). Destaca-se também a
familia de algoritmos de Colénia de Formigas, em que multiplos agentes, chamados
de formigas, constroem iterativamente solugoes, considerando parametros chamados
de feromonios, que sao utilizados para aumentar a probabilidade de que as solugoes
construidas tenham atributos de boas solugoes (Dorigo et al., 1996; Dorigo & Stiitzle,
2019).

Blum & Roli (2003) também propuseram classificar meta-heuristicas sob diferen-

tes pontos de vista. A seguir, resumem-se algumas delas.

a) Inspiradas na natureza vs. nao inspiradas na natureza.
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Uma forma bastante intuitiva de classificar meta-heuristicas baseia-se na origem
dos algoritmos. Nesse contexto, héa algoritmos inspirados na natureza, como os
Algoritmos Genéticos e os Algoritmos de Colénia de Formigas, e algoritmos
nao inspirados na natureza, como a Busca Tabu e o ILS. No entanto, essa
classificagao apresenta limitagoes. Primeiramente, muitos algoritmos hibridos
recentes nao se enquadram claramente em apenas uma dessas categorias e, em
certo sentido, podem pertencer a ambas. Além disso, em alguns casos, é dificil
atribuir um algoritmo de forma inequivoca a uma dessas classes, como, por
exemplo, ao considerar o uso de memoria na Busca Tabu, que também pode

ser interpretado como uma caracteristica inspirada na natureza.

(b) Baseadas em populagao vs. baseadas em solugao tnica.

Outra forma relevante de classificacao considera o niimero de solugoes manipu-
ladas simultaneamente durante o processo de busca. Algoritmos que operam
sobre uma tinica solu¢ao sao denominados métodos de trajetoria e incluem meta-
heuristicas baseadas em busca local, como a Busca Tabu, o ILS e o VNS. Esses
métodos tém em comum a descricao de uma trajetéria no espaco de solucgoes
ao longo do processo de busca. Por outro lado, meta-heuristicas baseadas em
populagao realizam a busca por meio da evolugao de um conjunto de solugoes

no espago de busca.

(c) Funcgao objetivo estatica vs. dinamica.

Meta-heuristicas também podem ser classificadas de acordo com a forma como
utilizam a funcao objetivo. Enquanto alguns algoritmos mantém a funcao ob-
jetivo original do problema inalterada, outros, como a Busca Local Guiada,
modificam essa funcao ao longo do processo de busca. A ideia central dessa es-
tratégia é evitar que a busca fique presa em 6timos locais, modificando a forma

de avaliar as solugoes ao longo da busca.

(d) Uso de uma ou de miultiplas estruturas de vizinhanga.

A maioria das meta-heuristicas opera com uma tnica estrutura de vizinhanca.
Entretanto, algumas abordagens, como o VNS, utilizam multiplas estruturas de

vizinhanga, permitindo diversificar a busca por meio da alternéncia entre elas.

(e) Uso de memoria vs. métodos sem memoria.

Outra caracteristica importante para a classificacao de meta-heuristicas é o uso
da informacao acumulada ao longo do processo de busca. Algoritmos sem uso de
memoria baseiam suas decisoes apenas no estado atual. Por outro lado, meta-

heuristicas que utilizam memoria exploram informagoes historicas da busca. Em
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geral, distingue-se entre a memoria de curto prazo, que armazena informagoes
recentes, como movimentos realizados ou solugoes exploradas, e a memoria de
longo prazo, que acumula informacoes mais gerais sobre o processo de busca. O
uso de memoria é atualmente reconhecido como um dos elementos fundamentais

para o desenvolvimento de meta-heuristicas eficazes.

Como tratado acima, ha uma grande variedade de frameworks de meta-heuristicas
disponiveis na literatura que podem ser classificados de vérias maneiras. E comum a
todas essas abordagens a presenca de mecanismos de intensificagao e de diversificagao.
Devido ao destaque dado aos algoritmos propostos nesta tese, as fundamentagoes das
meta-heuristicas VNS e ILS serao abordadas com maior profundidade nas proximas

duas subsecoes.

2.1.3 Variable Neighborhood Search

Esta secao baseia-se no tutorial sobre o método VNS apresentado em Hansen &
Mladenovié¢ (2005).

O VNS é uma meta-heuristica que explora sistematicamente diferentes estruturas
de vizinhanca de perturbacao para evitar a parada prematura em 6timos locais. Uma
das principais vantagens do VNS é sua simplicidade conceitual e o nimero reduzido
de parametros envolvidos. Além disso, procedimentos baseados em VNS frequente-
mente produzem solucoes de alta qualidade e permitem compreender claramente os
mecanismos responsaveis por seu desempenho, o que favorece o desenvolvimento de
implementagoes eficientes.

O esquema bésico do VNS é apresentado no Algoritmo 2. Inicialmente, define-se
um conjunto de estruturas de vizinhanca de perturbacao. A partir de uma solugao
corrente s, gera-se uma nova solucao s’ por meio de um procedimento de shaking,
seguido da aplicacao de uma busca local, que conduz a um 6timo local s”.

Trés situagoes podem ocorrer:
: no__ . A4 .
(i) s” = s: a busca retorna ao mesmo 6timo local;
(i) 8" # s e f(s") > f(s): uma nova solucdo é encontrada, mas sem melhoria;

(ili) s” # s e f(s") < f(s): uma solugdo melhor ¢ obtida, e a busca ¢ reiniciada a

partir dela.

Caso nenhuma melhoria seja encontrada apos a exploracao de todas as vizinhan-

gas, o processo é repetido até que uma condicao de parada seja satisfeita.



2.1 Meta-heuristicas 27

Algoritmo 2 Esquema do Basic VNS (Hansen & Mladenovié¢, 2005)

1: Inicializagao: selecione o conjunto de estruturas de vizinhanga de perturbacgao
Ny, para k = 1,..., kynax, @ serem utilizadas na busca; encontre uma solucao
inicial s; defina uma condicao de parada;

2: enquanto a condi¢ao de parada nao for satisfeita faga

3: Defina k < 1

4: enquanto k£ < k., faca

5: Perturbacgao: gere aleatoriamente uma solugao s’ na k-ésima vizinhanca
de s (s € Ni(s))

6: Busca local: aplique um método de busca local utilizando s’ como solugao
inicial

7: Denote por s” o 6timo local obtido

8: se f(s") < f(s) entao

9: Atualize s < s”

10: Defina k <1

11: senao

12: Defina k < k+ 1

13: fim se

14: fim enquanto

15: fim enquanto

Essa estratégia permite equilibrar intensificagao e diversificagao, concentrando o
esforco de busca em regides promissoras, sem deixar de explorar regioes mais distantes
do espago de solugoes quando necessério.

A escolha das estruturas de vizinhanga desempenha um papel fundamental no
desempenho do VNS. Idealmente, a uniao das vizinhangas deve ser suficientemente

rica para permitir a exploracao de todo o espago viavel:

kmax

X C | Niu(s), VseX.
k=1

Uma forma préatica de obter essa propriedade é por meio de vizinhancas encaixa-
das, isto é,
Nl(s) g NQ(S) g e g Nkmax(s)’

o que facilita a implementacao e permite controlar o grau de intensificacao e diversi-
ficacao da busca.

Por fim, em alguns problemas, pode ser vantajoso permitir a exploracao de so-
lugoes inviaveis por meio da introducao de penalizacoes na funcao objetivo. Essa
estratégia amplia o espago de busca e pode contribuir para evitar que a busca fique
presa em 6timos locais de baixa qualidade.

Nesta tese, sao propostos procedimentos heuristicos no B&B-GVNS baseados em
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GVNS. O GVNS é uma variante do VNS que utiliza um procedimento VND como

método de busca local na linha 6.

2.1.4 Iterated local search

A descricao do ILS apresentada a seguir baseia-se no trabalho de Lourenco et al.
(2003).

Dado um problema de minimizacao e um procedimento de busca local
LocalSearch() que fornece minimos locais, seja S* o conjunto de todos os mini-
mos locais obtidos ao aplicar LocalSearch() a uma solu¢ao do espago de solugoes.
O ILS permite explorar o espago S* por meio de um percurso no qual se desloca de
um minimo local para outro, sem a restricao de utilizar apenas movimentos de me-
lhora. O procedimento ocorre da seguinte forma. Dado um minimo local corrente s*,
aplica-se inicialmente uma modificacao ou perturbacao que leva a uma solugao inter-
mediaria s. Em seguida, aplica-se um procedimento de busca local LocalSearch(s’),
obtendo-se um minimo local s”. Se §” satisfizer um critério de aceitacao, ele se torna

o proximo elemento do percurso; caso contrario, mantém-se a solugao corrente s*.

Perturbation

Cost

Solution space S

Figura 2.1: Tlustragao de uma iteragao do ILS
Retirado de: Lourenco et al. (2003).

O percurso resultante constitui uma busca estocastica no conjunto S* em que as
vizinhangas nao sao explicitamente definidas, mas sim implicitamente por meio de
uma perturbacao seguida de um busca local. Esse procedimento de busca tende a
produzir uma amostragem diversificada de S* desde que as perturbagoes nao sejam
excessivamente pequenas nem excessivamente grandes. Se elas forem muito pequenas,
frequentemente ocorrera um retorno a solugao s*, e poucas novas solucoes de S* serao

exploradas. Por outro lado, se as perturbacoes forem muito grandes, as solugoes
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Algoritmo 3 ILS (Lourenco et al., 2003)
So +— Solugdo Imnicial
s* <~ Busca Local(sy)
enquanto critério de parada nao é satisfeito faga
s’ <= Perturbago(s*, historico)
s < Busca Local(s')
s* < Critério de Aceitag&o(s*,s”, historico)
fim enquanto
retorne s*

geradas serao essencialmente aleatorias e o procedimento se reduzira a um algoritmo
que reinicia aleatoriamente a cada iteracao.

O procedimento geral do ILS é ilustrado esquematicamente na Figura 2.1. Lou-
rengo et al. (2003) explicam que, como as perturbagoes deterministicas podem levar
a ciclos de repeticao curtos, é recomendével randomizar as perturbacoes ou torna-las
adaptativas, de modo a evitar a ciclagem. Se as perturbac¢oes dependerem de alguma
das solugoes s* previamente visitadas, o método passa a explorar o historico da busca.

O esquema geral do ILS é apresentado no Algoritmo 3.

2.2 Matheuristicas

Segundo Fischetti & Fischetti (2018), uma primeira abordagem para resolver pro-
blemas de otimizagao, mesmo os considerados dificeis, consiste em, apos a analise
do problema e das simplificacoes aceitaveis, estabelecer um modelo de Programagao
Matematica (PM) eficaz e resolvé-lo por meio de um software, geralmente um solver
de programacao linear inteira mista. Devido aos avangos nos métodos de resolucao
empregados por solvers nos ultimos anos, essa abordagem pode, de fato, resolver
instancias de interesse ou fornecer, em um periodo de tempo razoavel, solugoes de
boa qualidade.

Quando isso nao ocorre, pode-se insistir na abordagem baseada em PM, bus-
cando melhores resultados por meio de alteragoes no modelo e/ou do aprimoramento
das configuracdes do solver. Alternativamente, pode-se recorrer a heuristicas nao
baseadas em modelos matematicos. Nesse caso, o modelo de PM é completamente
desconsiderado ou utilizado apenas para ilustrar o problema. Entretanto, ainda existe
uma terceira abordagem, que consiste em utilizar modelos de PM como ferramenta
central em uma estrutura heuristica. Essa hibridizagao entre modelos de Programa-
¢ao Matematica e meta-heuristicas conduz a abordagem denominada matheuristica,
que tem se tornado cada vez mais popular nos tltimos anos.

Boschetti & Maniezzo (2022) definem matheuristicas como algoritmos heuristicos
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baseados em ferramentas matemaéaticas, como as fornecidas por modelos de Progra-
macao Matemaética, que sao estruturalmente gerais o suficiente para serem aplicadas
a diferentes problemas, com poucas adaptacoes em sua estrutura abstrata. Os re-
sultados podem ser meta-heuristicas hibridas, contendo componentes derivados de
modelos mateméaticos dos problemas de interesse, mas as préprias técnicas matema-
ticas também podem definir estruturas gerais para solugoes heuristicas.

Conforme as definigdes de Fischetti & Fischetti (2018) e Boschetti & Maniezzo
(2022) descritas anteriormente, métodos heuristicos que exploram relaxagdes lagran-
geanas (RLGs) combinadas com o método do subgradiente sdo exemplos classicos de
matheuristicas amplamente empregadas para resolver o SSCFLP. Outros exemplos
incluem o Local Branching (Fischetti & Lodi, 2003), que consiste em um procedi-
mento de busca local no qual as vizinhancas sao definidas pela adi¢ao de restrigoes
ao modelo de PM; e o Relazation-Induced Neighborhood Search (Danna, 2004), que
explora vizinhancas obtidas pela fixacao de varidveis no modelo de PM.

Um dos algoritmos mais relevantes da literatura para a resolucao do SSCFLP
baseia-se na matheuristica Kernel Search (KS) (Angelelli et al., 2010). O KS é
composto por duas fases: inicializacao e expansao. Na fase de inicializagao, um pro-
cedimento que tipicamente utiliza valores de custo reduzido provenientes da solucgao
da relaxagao linear (RLI) é empregado para identificar um subconjunto de variaveis
promissoras, denominado kernel. As varidveis que nao pertencem ao kernel sao par-
ticionadas em subconjuntos chamados buckets. Em seguida, um solver é utilizado
para resolver o subproblema restrito as variaveis do kernel, possivelmente impondo
limites computacionais, como tempo ou memoéria, a fim de obter uma solugao inicial
viavel.

A fase de expansao consiste em um processo iterativo de construcao e resolugao
de subproblemas. Cada subproblema é composto pelas variaveis do kernel corrente e
pelas varidaveis de um bucket. Além disso, duas restrigoes sao adicionadas: uma para
garantir que a solug¢ao do subproblema contenha pelo menos uma variavel do bucket
com valor nao nulo, e outra para garantir que o subproblema produza uma solugao
melhor do que a solucao incumbente. Caso tal solugao seja encontrada, ela passa a
ser a nova solucao incumbente, e as variaveis com valor nao nulo nessa solugao sao
incorporadas ao kernel. O procedimento continua até que todos os buckets sejam

explorados.

2.3 Meétodos exatos

Os métodos exatos sao procedimentos de resolucao que buscam encontrar uma

solugao 6tima de um problema de otimizagao inteiro, quando ela existe, ou demonstrar
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que o problema é infactivel. Os principais métodos exatos que fundamentam esta
tese sao os métodos branch-and-bound, branch-and-cut e cut-and-solve, descritos nas

subsecoes a seguir.

2.3.1 Branch-and-bound e branch-and-cut

O algoritmo branch-and-bound é um método sistematico de enumeragao implicita
no espaco de solugoes factiveis. Ele é estruturado como uma arvore de busca, na qual
o espago de solugoes ¢é particionado recursivamente em subconjuntos menores, que
definem os subproblemas associados aos nos da arvore de busca. A exploragao da
arvore ¢ guiada pelos limitantes inferiores (LI) e superiores (LS), obtidos a partir das
relaxagoes lineares dos subproblemas (Lawler & Wood, 1966; Balas & Toth, 1983).

Para descrever o método B&B, considere que o problema a ser resolvido é um
problema de minimizacao P° e a seguinte notacao é utilizada: P’ é o subproblema
associado ao n6 i e PL! sua relaxacao linear; s(PLY) e opt(PL?) representam, respec-
tivamente, uma solucao 6tima e o valor 6timo de PL’; e [ representa a lista de nos
ativos da arvore de busca. Inicialmente, [ = {0}, LS = +00 e LI = —o0.

Em cada iteracao, um né ativo i é selecionado, PL¢ é resolvido e quatro possibili-

dades podem ocorrer:
1. PL? ¢ infactivel;
2. opt(PLY) > LS;
3. opt(PLY) < LS e s(PL) ¢ inteira;
4. opt(PL) < LS e s(PLY) ¢ fracionaria.

Se ocorre 1, o n6 i é podado por infactibilidade, tornando-se inativo. Se ocorrer
2, 0 n6 1 é podado por qualidade, pois nem ele nem seus descendentes podem conter
solucoes melhores do que a incumbente, tornando-se inativo. Se ocorrer 3, a solugao
incumbente e LS sao atualizadas. Além disso, todos os nos ativos j tais que opt(PL7)>
LS sao podados por qualidade e tornam-se inativos. Nesse caso, o n6 ¢ é podado por
integralidade.

Se ocorrer 4, a arvore é ramificada no no i. O espaco de solucoes de P! é par-
ticionado em dois subconjuntos, da seguinte forma: seleciona-se uma variavel x que
assume valor fracionério x* em s(PL?); em seguida, adiciona-se a restrigao r < |z*| a
P? para gerar um dos nos filhos e a restricaio # > [2*] a P? para gerar o outro. Dessa
forma, a solucao fracionaria atual é eliminada, enquanto todas as solugoes inteiras

vidaveis permanecem em algum dos noés-filho gerados.
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Algoritmo 4 Algoritmo branch-and-bound para minimizacao

1: Passo 0 (inicializagdo). Faga LS < 400, LI + —o00, s < 0 e [ + {0}.

2: Passo 1 (selegdo de no). Selecione o n6 ativo i, associado ao problema P?, da
lista de nos ativos [. Se a lista estiver vazia, va para o Passo 6.

3: Passo 2 (teste de poda por infactibilidade). Resolva PL’. Se PL’ for
infactivel, remova o n6 ¢ da lista [ e v4 para o Passo 1.

4: Passo 3 (teste de poda por qualidade). Se opt(PL‘)> LS, remova o n6 i da
lista [ e v4 para o Passo 1.

5. Passo 4 (teste de poda por integralidade). Se s(PL?) for inteira e opt(PL")<
LS, atualize s e LS. Remova da lista [ todos os nos ativos j tais que opt(PL7)>
LS. Remova o n6 7 da lista [ e volte para o Passo 1.

6: Passo 5 (ramificagao). Selecione uma variavel z com valor fracionéario z* em
s(PLY) e divida P* em dois subproblemas. Adicione os nos filhos a lista [, remova
o no6 ¢ da lista [ e va para o Passo 1.

7. Passo 6 (fim). Se LS = +00, nao existe solugao factivel; caso contrério, s é a
solucao 6tima.

O algoritmo termina quando nao hé mais nos ativos. Nesse caso, a solu¢ao in-
cumbente é 6tima. Caso nenhuma solucao factivel tenha sido encontrada, conclui-se
que o problema é infactivel.

O Algoritmo 4 apresenta um pseudocodigo do método branch-and-bound para
problemas de minimizagao. Ele é uma adaptacao do algoritmo apresentado em Are-
nales et al. (2007). No Algoritmo 4, PL¢ representa a relaxagao linear do problema
associado ao n6 i, enquanto s(PLY) e opt(PL") representam, respectivamente, uma
solucao 6tima e o valor 6timo de PL?.

O método branch-and-cut é uma extensao do método branch-and-bound que in-
corpora planos de corte ao longo da arvore de busca. Esses cortes fortalecem as
formulagoes dos subproblemas resolvidos nos nés da arvore, possibilitando a obten-
¢ao de limitantes inferiores mais apertados, o que pode reduzir o nimero de noés

explorados na arvore de B&B.

2.3.2 Cut-and-solve

A estratégia CS é um framework para a resolucao exata de problemas combina-
torios, introduzido por Climer & Zhang (2006). O método baseia-se em uma arvore
de busca em profundidade, na qual cada iteracao é guiada por um corte perfurante
(piercing cut), obtido a partir da solu¢do de uma relaxagao.

A cada iteracao, o corte perfurante define dois subproblemas: o problema esparso
(PE) e o problema denso (PD). O problema esparso restringe o espago de solugdes ao
conjunto de solucoes que violam o corte perfurante, sendo tipicamente resolvido como

um problema inteiro, com o objetivo de encontrar boas solugoes factiveis (limitantes
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Algoritmo 5 Esquema cut-and-solve

1: Inicializagao: PDy + P, LS < +o0, s + 0
2: LI < opt(RPDy)
3 k+1
4: enquanto LS > LI faga
Selecione o C'P,,
Resolva o PE},
se opt(PE)) < LS entao
Atualize s' e LS
fim se
10: PD,; + PD;_; com a adicao de C'P;
11: LI < opt(RPDy)
12: k+—k+1
13: fim enquanto
14: Retorne s’ e LS

superiores). J& o problema denso incorpora o corte a formulagao, reduzindo o espago
de solucoes vidveis e sendo utilizado para obter limitantes inferiores por meio de sua
relaxacao.

Algoritmo 5 apresenta o pseudocddigo do esquema CS. O primeiro limitante in-
ferior é dado pela solucao da relaxacao de PDy. Em cada iteracao, seleciona-se um
corte perfurante com base na solu¢ao do problema denso anterior (linha 5). O pro-
blema esparso correspondente ¢ entao resolvido (linha 6). Caso uma solu¢ao melhor
seja encontrada, a solu¢ao incumbente e o limitante superior sdo atualizados (linha
8). Em seguida, na linha 10 o corte é incorporado ao problema denso, gerando o
proximo subproblema da sequéncia. O processo se repete até que LS < LI, condicao
em que a solucao incumbente é 6tima.

O método cut-and-solve requer a definicdo de trés componentes principais: (i)
a escolha de uma relaxacdo adequada para problemas densos; (ii) um procedimento
para a geragao de cortes perfurantes; e (iii) métodos eficientes para resolver problemas
esparsos e relaxacoes de problemas densos. Essas escolhas dependem fortemente das
caracteristicas especificas do problema (Climer & Zhang, 2006).

Uma vantagem importante do método é que a arvore de busca cresce essencial-
mente em profundidade, o que reduz significativamente a necessidade de armazena-
mento de nds e, consequentemente, o uso de memoria. Além disso, nao é necessario
definir estratégias de selecao de noés, como ocorre em métodos tradicionais baseados
em arvores de busca amplas. Uma desvantagem é que o método exige a resolugao de
subproblemas inteiros, que podem ser tao desafiadores computacionalmente quanto
o proprio problema original. Assim como o B&B, procedimentos de planos de corte

podem ser incorporados ao CS para tornar a estratégia mais eficiente. Exemplos de
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aplicagoes do CS podem ser encontrados em Fang et al. (2014), Luo et al. (2022), Hu
et al. (2022) e Yang et al. (2019).

2.4 Meétodo de planos de corte

O método de planos de corte constitui uma das principais estratégias emprega-
das nesta tese para fortalecer formulagoes de problemas de otimizacao inteira. Nesta
se¢ao, sao apresentados os fundamentos tedricos desse método, com base na teoria
de desigualdades validas desenvolvida por Nemhauser & Wolsey (1988b). As de-
monstragoes das proposigoes apresentadas nesta se¢cao podem ser encontradas nessa
referéncia.

Nesta se¢ao e no restante deste capitulo, considere que ¢ é um vetor de dimensao
n, A uma matriz m x n e b um vetor de dimensao m. Além disso, considere que P
¢ o poliedro {x € R" : Ax < b} e que a i-é¢sima linha de Ax < b ¢ a] <¥,.

2.4.1 Caracterizacao de poliedros por suas facetas

Esta subsecao apresenta defini¢oes e resultados fundamentais para caracterizar

poliedros por suas facetas.

Definigao 2.4.1 (Desigualdade valida) A desigualdade w'x < my (ou (mw,m)) €

chamada de desigualdade vdlida para P se for satisfeita por todos os pontos de P. B

Definigao 2.4.2 (Face) Se (w,m) € uma desigualdade vdlida para P e
FZ{XEPiﬂ'TXZﬂ'U},

entio F' € chamada de face de P, e diz-se que (7, my) define F'. Uma face F é dita
propria se F #0 e F # P. [ |

Definigao 2.4.3 (Hiperplano suporte) Uma face F' definida por (7,mg) € nao va-
zia se, e somente se,

max{7m'x :x € P} = .

Nesse caso, diz-se que (7, my) suporta P. [ |
Defini¢ao 2.4.4 (Faceta) Uma face F' de P € dita faceta se

dim(F) = dim(P) — 1.
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Equivalentemente, F' € uma face propria maximal, isto €, nao existe face F' tal que
FCF CP. [ |

Definigao 2.4.5 (Desigualdades equivalentes) Duas desigualdades vdlidas

m'x < 1y

sao ditas equivalentes se

para algum X\ > 0. [ |

Definigao 2.4.6 (Desigualdade dominante) Diz-se que a desigualdade v'x < vy

domina a desiqualdade 7'x < 1y se as desiqualdades ndo forem equivalentes e
{xER”:’yTxgw} C {XER”:WTXSWO}. [ |

Nesse caso, diz-se também que v 'x < 7y ¢ mais forte do que w'x < 7, ou que
7 'x < 7y é mais fraca.

Uma desigualdade valida maximal é aquela que nao ¢ dominada por nenhuma
outra desigualdade valida. Toda desigualdade valida maximal para P define uma
face nao vazia, e o conjunto de desigualdades validas maximais contém todas as

desigualdades que definem facetas de P.

Proposicao 2.4.7 Se F' é uma faceta de P, entao existe uma desigualdade da forma
al-TX < b;
que define F. |

Teorema 2.4.8 Seja P C R™ um poliedro de dimensdao n. FEntio, P admite uma

representacao irredundante finita da forma
P = {XER" : ajxgbi,izl,...,t},

na qual cada desigualdade a] x < b; define uma faceta de P.
Além disso, para cada faceta F; de P, existe uma unica desigualdade vdlida, a

menos de multiplicagao por um escalar positivo, que define Fj;. |
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2.4.2 Caracterizagao poliédrica de problemas inteiros

Nesta subsegao, apresenta-se a caracterizacao poliédrica de problemas inteiros.
Considere
S=7"Nn7P.

Um problema inteiro (PI) é definido como:
max {c'x:x € S}.

Definigao 2.4.9 (Casca convexa) A casca convera de S, denotada por conv(S), € o

menor conjunto convexo que contém S.

Um resultado fundamental da programacao inteira estabelece que um problema
inteiro pode ser resolvido por meio da otimizagao linear sobre a casca convexa de suas

solugoes viaveis.
Teorema 2.4.10 conv(S) € um poliedro e
max{c'x:x € S} = max{c'x: x € conv(S)}.

Este teorema, juntamente com o Teorema 2.4.8, mostra que a resolucao de pro-
blemas inteiros pode ser tratada por meio da caracteriza¢ao completa de conv(S) por
desigualdades lineares que definem suas facetas. Entretanto, obter essa caracterizacao
completa é, em geral, computacionalmente dificil na pratica.

Uma alternativa consiste em identificar desigualdades vélidas para conv(S) que
nao sao validas para P. A adicao dessas desigualdades ao modelo original permite

construir poliedros intermediarios Q tais que
conv(S) C Q CP.

Geometricamente, isso corresponde a aproximar externamente conv(S), ou seja,
“por fora”, removendo regioes fracionarias de P que nao contém solucoes inteiras
viaveis.

Esse principio fundamenta os métodos de planos de corte, que buscam fortalecer
formulagoes lineares por meio da adigao de desigualdades vélidas. Nesta tese, tais

métodos sao explorados no desenvolvimento de algoritmos para resolver o SSCFLP e
o RSSCFLP.
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Algoritmo 6 Algoritmo de planos de corte
1: Inicializacao: defina t «— 1, LS <~ 400 e LI + —o0; §; = {z € R": Az < b}.
2: enquanto verdadeiro faga
3: Resolva a relaxacao z; = min{cz : © € §;} e considere z; a solugao obtida;
se r; € S entao
retorne x; como solucao 6tima do problema;
fim se
Atualize o limitante inferior: LI < z;
Definat < t+1;
Siv1 =8 N{x e R": 'z < m} onde (7', 1) ¢ uma desigualdade valida para
S tal que ©lzy > m. ;
10: fim enquanto

2.4.3 Algoritmo de planos de corte

O algoritmo de planos de corte desempenha um papel importante nesta tese. A
fundamentagao tedrica sobre este tema esté descrita em Nemhauser & Wolsey (1988a,
Cap. I1.4). Nela, os autores introduzem a estratégia de planos de corte como um caso
particular da estratégia de relaxacao geral para resolver problemas inteiros. Em
um algoritmo de relaxacao geral, em cada iteragao t, uma relaxagao S; do espaco
de solucoes é considerada e o problema relaxado correspondente é resolvido. Se a
solugao 6tima da relaxacao nao for 6tima para o PI, ela fornece um limitante inferior
e a relaxagao S; é refinada.

O algoritmo de planos de corte é um caso particular de um algoritmo de relaxagao
geral. Ele utiliza relaxacao linear para definir S; na inicializacao e, ao iterar, atualiza
S; adicionando uma desigualdade valida para o PI que elimina a solugao fracionaria
da relaxacao corrente. O Algoritmo 6 apresenta o pseudocodigo do esquema de planos

de corte.

2.4.4 Fortalecendo desigualdades validas em problemas bina-
rios

No caso especifico em que o PI é binério, isto ¢, S C B" = {0,1}", um principio
geral chamado de lifting permite estender para S uma desigualdade valida para S° =

SN{x € B":x1 =46}, com § € {0,1}, conforme as seguintes proposi¢oes:

Proposicao 2.4.11 Suponha que:
Zﬂ'jxj S 0 (21)
j=2

¢ vdlida para S°. Se 8' = 0, entdo x; < 0 € valida para S. Se, por outro lado,
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St £ 0, entdo:
Z 11 + Z?le’j S 0 (22)
j=2

€ vdlida para S para qualquer oy < my — €, sendo € = maX{Z?ZQ Tix; T € Sl}.
Mais ainda, se oy = my — € e a expressao (2.1) fornece uma face de dimensao k de
conv (8°), entio a expressio (2.2) fornece uma face de dimensao pelo menos k+1 de
conv(S). Além disso, se a expressio (2.1) fornece uma faceta de conv(S°), entio a

expressao (2.2) fornece uma faceta de conv(S). [ |

Proposigao 2.4.12 Suponha que a expressio (2.1) seja vdlida para S*; Se 8° = 0,
entio x > 1 € vdlida para S. Se S° # 0, entdo

Y121 + Z Fjl'j S o + Y1 (23)
j=2

¢ valida para S para qualquer v > & — mg, sendo € = maX{Z?ZQ iz c x € S
Mais ainda, se vy = € — my e a expressao (2.1) fornece uma face de dimensao k de

conv (S!), entio a expressio (2.3) fornece uma face de dimensao pelo menos k+1 de
conv (S ). |

As duas proposi¢oes podem ser utilizadas sequencialmente. Dado N; C N =
{1,--- ,n} e seja uma desigualdade ) jen; ™% < o uma desigualdade valida para
SN{x e B":x; =0para j € N\ Ni}. Pode-se, entdo, aplicar o lifting de uma

varidvel de cada vez para obter a desigualdade valida

Z ;T + Z UNES § 0 (24)

JEN\Ny JEN,

para S. Os coeficientes «; dependem da ordem de aplicacao do [lifting. Entao,
considerando diferentes ordens nos elementos de N \ Ny, obtém-se uma familia de
desigualdades vélidas para S. Os procedimentos de lifting das Proposicoes 2.4.11 e
2.4.12 sao referidos na literatura, por exemplo, em Gu et al. (2000), como up-lifting
e down-lifting, respectivamente. A aplicacao desses procedimentos para obtencao de

LCIs é referida nesta tese como [lifting sequencial.

2.4.5 Lifted cover inequalities

Nesta subse¢ao, mostra-se como o principio de lifting pode ser utilizado para gerar

facetas para problemas da mochila binaria.
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Considere o conjunto restricao do problema da mochila binéria:

SI{XGBTLIZ&]{L']'SI)},

JEN

sendo N = {1,...,n}, a; € Z,. Como a; > b implica que z; = 0 para todo x € S,
assume-se, sem perda de generalidade, que a; < b para todo 7 € N. Conveniente-
mente, supoe-se que os coeficientes satisfazem a; > as > a3 --- > a, e representam-se
os elementos de B™ por vetores caracteristicos, de modo que, para R C N, o vetor
x® tem componentes xf =lsejeRe xf = 0, caso contrario.

Com essa notacdo, define-se que C' C N é uma cobertura para S se x¢ ¢ S, isto &,
Zje(} a; > b. Uma cobertura C' ¢ dita minimal se, para todo k € C, Zjec\{k} a; <b..
Ou seja, a remocao de qualquer elemento de C' faz com que o conjunto deixe de ser

uma cobertura.

Proposicao 2.4.13 Se C' € uma cobertura para S, entao

> oz <|C-1 (2.5)

jeC
¢ uma desigualdade vdlida para S. |

A desigualdade (2.5) ¢ chamada de corte de cobertura para S.

Proposicao 2.4.14 Se C' é uma cobertura minimal para S e (Cy,Cs) € uma particao

de C' com Cy # (), entdo conv(S) possui uma faceta dada por:

Z ajlllj—f—Z’YjQJj‘i‘ijS|Cl|_1+zf}/j7 (26)

JEN\C j€Cy jeCy j€Co
sendo a; > 0 para todo j € N\ C e ~; >0 para todo j € Cs. |

A desigualdade (2.6) é pelo menos tao forte quanto a desigualdade (2.5). Ela também
¢ conhecida como Lifted Cover Inequality (LCI). O LCI da sentenga (2.6) depende
da escolha de C e (s, bem como da ordem de aplicagao do up-lifting das variaveis

em N\ C e do down-lifting das variaveis de Cs.

Exemplo 2.4.15 Considere S = {x € B : 3x1 + 2o + 13 + 14 + 15 < 4}, C =
{1,4,5},C1 = {4,5} e Cy = {1}. Defina a ordem de lifting: x3 (up-lifting), x;
(down-lifting) e xo (up-lifting).

Pela Proposi¢ao 2.4.13, se xt1 = 1, x4 + x5 < 1 € uma faceta de conv{(xy4,s5) €

B? x4+ 25 <4—3=1}. Aplicando a Proposi¢io 2.4.11, temos que o coeficiente
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de x3 € dado por
az=1—max{zs+ a5 : x4+25 <4—301 —2x3, v1 =25 = 1}.

Como az = 1, seque que x3+x4+x5 < 1 € uma faceta de conv{x € B : x3+x4+15 <
1}. Aplicando, em sequida, a Proposi¢ao 2.4.12 temos que o coeficiente de xy € dado
por

vy =max{zs+x4+2x5 @ x3+ayt+as<4}—1=2.

Logo, 2x1 + x5+ x4 + x5 < 3 € uma faceta de conv{x € B* : 3xy + x3 + 14 + 15 < 4},
Por fim, aplicando a Proposi¢ao 2.4.11, obtém-se
ay =3 —max{2ry +x3+ x4+ x5 : 3r1+ 23+ 14+ 25 < 5}

Entao, as =0 € 2x1 + 23 + x4 + 5 < 3 € uma faceta de conv(S). [ |

2.5 Dualidade em programacao linear

Esta se¢ao baseia-se em Bazaraa et al. (2005, Capitulo 6). Considere o seguinte

problema de programacao linear na forma de minimizacao:

min  ¢’x (2.7)
sujeito a Ax < b,

x > 0.

Denominamos esse problema de Problema Primal. Associado ao problema primal,

define-se o Problema Dual:

max b’y (2.8)
sujeito a ATy > c,
y <0.

A teoria da dualidade estabelece relagoes entre os problemas primal e dual. A
propriedade da dualidade fraca garante que, para quaisquer solugoes viaveis X e y

dos problemas primal e dual, respectivamente, vale:
b’y < c’x. (2.9)

Assim, toda solucao do problema dual fornece um limite inferior para o problema
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primal de minimizagao.
Um dos principais resultados da programacao linear é o Teorema da Dualidade
Forte, o qual estabelece que, se um dos problemas (primal ou dual) é viavel e limitado,

o outro também é, e seus valores 6timos coincidem. Isto é,
c'x* =bly", (2.10)

em que xX* e y* sao solugoes 6timas dos problemas primal e dual, respectivamente.
As variaveis duais tém uma interpretacao econémica importante. Cada varidvel
dual esta associada a uma restrigao do problema primal e pode ser interpretada como
o custo marginal associado a relaxacao do respectivo recurso. Mais especificamente,
o valor de uma variavel dual representa a taxa de variacao do valor 6timo da funcao
objetivo em relacao a pequenas variagoes no lado direito da restricao correspondente.

Por esse motivo, variaveis duais também sao conhecidas como precos sombra.

2.6 Otimizacao robusta

Esta secao trata de fundamentos tedricos relacionados & Otimizagao Robusta com
foco na formulacao e linearizagao de problemas lineares discretos. Ela é baseada na
teoria presente em Bertsimas & Sim (2003), Bertsimas & Sim (2004) e Bertsimas
et al. (2011).

2.6.1 Ideias gerais

O paradigma classico em programagao matemética consiste no desenvolvimento
de modelos sob a premissa de que os dados de entrada sao completamente conhecidos
e iguais a valores nominais. Entretanto, essa abordagem nao considera a influéncia
das incertezas nos dados sobre a qualidade e a viabilidade das solucdes obtidas. A
medida que os dados assumem valores nao nominais, restricoes do modelo podem ser
violadas, e a solucao 6tima correspondente aos dados nominais pode deixar de ser
6tima ou até mesmo viavel. Essa observagao evidencia a necessidade de desenvolver
abordagens capazes de lidar com a incerteza dos dados, isto é, abordagens robustas.

O tratamento da incerteza em modelos de programacao matemaética é reconhe-
cido como um problema central na otimizacao. Duas abordagens principais tém sido
propostas na literatura: (i) programagao estocastica e (ii) otimizacao robusta. A pro-
gramacao estocéstica modela a incerteza por meio de cenarios associados a diferentes
probabilidades. Entretanto, essa abordagem apresenta limitagoes importantes: (i) a

determinacao exata da distribui¢ao dos dados e, consequentemente, a construcao de
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cenérios representativos raramente sao viaveis na pratica; e (ii) o tamanho do modelo
resultante cresce significativamente com o niimero de cenarios, o que impoe desafios
computacionais relevantes.

Considere um problema de otimizac¢ao com fungao objetivo fy(x) e restri¢oes da
forma f;(x,u;) < 0, em que os parametros u; sao incertos. A formulagao geral da

otimizagao robusta é dada por

min X
fo(x) -
sujeito a  fi(x,u;) <0, Yu, eU;,1=1,...,m.

Nessa formulagao, x € R" representa o vetor de variaveis de decisao, enquanto fy,f; :
R™ — R sao funcoes reais. Os parametros incertos u; € R¥ podem assumir quaisquer
valores pertencentes aos conjuntos de incerteza U; C R¥. os quais, sdo assumidos
fechados.

O objetivo do problema (2.11) é determinar uma solugdo de custo minimo en-
tre todas aquelas que permanecem vidveis para qualquer realizagao dos parametros
incertos pertencentes aos respectivos conjuntos de incerteza. Assim, quando algum
dos conjuntos U; é continuo, a formulagao possui um ntmero infinito de restrigoes.
Intuitivamente, essa abordagem fornece um mecanismo de protecao da viabilidade
para problemas de otimizacao cujos parametros nao sao conhecidos exatamente.

O fato de a fungao objetivo nao depender explicitamente de parametros incertos
nao implica perda de generalidade. Para considerar esse caso, basta introduzir uma
variavel auxiliar ¢ e minimizar ¢ sujeito a restri¢ao adicional maxy,ey, fo(x,ug) < t.
Também nao ha perda de generalidade ao assumir que o conjunto de incerteza possui

a forma

U=U; X - XU,

Caso exista um tnico conjunto de incerteza Y impondo que (uy,...,u,) € U, o
requisito de viabilidade restricao a restricao conduz a um problema equivalente ao
da formulagao (2.11), em que cada conjunto U; corresponde a projecao de U sobre as
dimensoes apropriadas.

A otimizacao robusta difere significativamente da analise de sensibilidade. En-
quanto esta dltima é normalmente utilizada apoés a obtencao da solugao 6tima para
avaliar o impacto de pequenas perturbacoes nos dados do problema, a otimizacao
robusta busca determinar solugoes fixas cuja viabilidade seja garantida independen-
temente da realizacao dos parametros incertos. Em outras palavras, a solucao robusta
assegura, a priori, a satisfacdo das restrigoes para qualquer cenéario pertencente ao
conjunto de incerteza, ainda que esse conjunto represente variacoes significativas dos

parametros.
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Nao é evidente, entretanto, quando o problema (2.11) pode ser resolvido efici-
entemente. Em principio, pode-se imaginar que a incorporacao de robustez a um
problema de otimizacao implique um aumento substancial da complexidade compu-

tacional. Definindo o conjunto viavel robusto como
XU)={x: filxw) <0,Vu, €el;,i=1,...,m}, (2.12)

a tratabilidade do problema esté, em grande parte, associada & convexidade de
X (U) em relagdo as variaveis de decisao, bem como a existéncia de um procedimento

eficiente para verificar a separacgao.

2.6.2 Otimizacao linear robusta

No contexto de otimizacao linear, a contraparte robusta pode ser escrita, sem

perda de generalidade, como

min ¢'x

(2.13)
sujeito a  Ax < b, Va, € Uy,...,a, € U,.

em que a; representa a i-ésima linha da matriz incerta A e assume valores pertencentes

ao conjunto de incerteza U; C R™. Assim, a restricao
a/x<b, Va €U
1 — Y1 1 (2]

é equivalente a

maxa; x < b, Vi.
a; EU;

Esse problema interno é denominado subproblema de otimizacao. A seguir, s@o

apresentados alguns exemplos de conjuntos de incerteza amplamente utilizados.
Incerteza elipsoidal

Em conjuntos de incerteza elipsoidais a incerteza é modelada por um elipsoide
centrado no vetor nominal dos parametros, permitindo representar situagoes em que
desvios de grande magnitude em todos os coeficientes simultaneamente sao consi-
derados pouco provaveis. O tamanho do elipsoide é controlado por um parametro
que atua como um orcamento de incerteza, possibilitando ao tomador de decisao

estabelecer um compromisso entre robustez e desempenho.

Teorema 2.6.1 (Ben-Tal & Nemirovski, 1998) Considere o conjunto de incerteza

elipsoidal



2.6 Método de planos de corte 44

U=U(LQ) = {II(u) | [Qu]| < p},

em que II(u) é uma transformagio afim de R em R™"™ e Q € RM*L. Entao,
o problema robusto (2.13) € equivalente a um problema de programagdao coénica de
sequnda ordem.

Em particular, considere o problema

min ¢'x

sujeito o a; x < by, Va,elU,1=1,...,m,
com conjunto de incerteza

U={(an,....an) a;=a + Ay, i =1,....m, [lull, < p},

0

em que a; representa o vetor nominal dos coeficientes da i-ésima restricao. Entao, a

contraparte robusta € dada por

min ¢'x

sujeito o (a?)Tx < by — p||Aix||2, i=1,....,m.
A ideia central é que, na incerteza elipsoidal, o subproblema

max a;rX
a;eU;

corresponde & maximizagao sobre um conjunto definido por uma restrigao
quadratica. Como consequéncia, o problema dual também envolve funcoes qua-
draticas, resultando em uma contraparte robusta formulada como um problema de

programagcao conica de segunda ordem.
Incerteza poliédrica

A incerteza poliédrica pode ser vista como um caso particular da incerteza
elipsoidal. Quando o conjunto de incerteza é poliédrico, o subproblema torna-se
linear e, consequentemente, a contraparte robusta também pode ser formulada como
um problema de programacao linear.

Considere o problema

min c¢'x
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sujeito a  max aZ-Txﬁ b;, i=1,....m.
D;a;<d;

O dual do subproblema (observando que x nao é variavel de decisao no problema

interno) é

- min p, d;
max a; X o .
<~ sujeito a p, D; = x,
sujeito a  D;a; < d;

pi >0
Assim, a contraparte robusta pode ser formulada como
min ¢'x
sujeito a  p; d; < b;, 1=1,...,m,

T .
p; D; = x, 1=1,...,m,

p; >0, i=1,...m.

Portanto, o tamanho desse problema cresce apenas de forma polinomial em

relagao ao tamanho do problema nominal e as dimensoes do conjunto de incerteza.
Incerteza com restricao de cardinalidade

Bertsimas & Sim (2003) propuseram uma familia de conjuntos de incerteza
poliédricos baseada em restri¢coes de cardinalidade. A principal ideia consiste em
limitar o niimero de coeficientes que podem assumir simultaneamente seus desvios
méaximos em relagao aos valores nominais, em vez de considerar que todos possam
variar simultaneamente.

Considere uma matriz de coeficientes incertos A = (a;;), em que cada coeficiente
satisfaz a;; € [a;; — @45, a;; + @;;]. Diferentemente do modelo proposto por Soyster
Soyster (1973), que protege contra o cenario em que todos os coeficientes podem
sofrer simultaneamente seus desvios méaximos, admite-se que, em cada restricao i,
no maximo I'; coeficientes possam desviar de seus valores nominais. O parametro
I';, denominado or¢amento de incerteza, controla o compromisso entre a robustez
da solucao e sua qualidade em termos da funcao objetivo. Quanto maior o valor
de I';, maior é o nivel de protecao contra a incerteza, porém maior tende a ser o
conservadorismo da solugao obtida. Na Subsegao 2.6.3 é apresentada com detalhes a
formulacao robusta bem como a linearizacao de problemas de otimizacao discretos que

consideram conjuntos de incerteza poliédricos baseada em restri¢oes de cardinalidade.
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Incerteza baseada em normas

Bertsimas et al. (2011) demonstram que problemas de otimiza¢do linear ro-
busta cujos conjuntos de incerteza sao definidos por normas gerais podem ser
reformulados como problemas convexos, em que as restricoes envolvem a norma dual
correspondente. Essa abordagem generaliza diversos modelos de incerteza existentes
na literatura e permite representar diferentes formas de medir a magnitude das
perturbagoes nos parametros do problema.

Considere o conjunto de incerteza
U={A:|M(vec(A) — vec(A))|| < A},

em que M é uma matriz inversivel, A representa a matriz nominal, A define o nivel
de incerteza e vec(A) denota o vetor obtido pela concatenagao das linhas de A.

Nesse caso, o problema robusto é equivalente a

min c¢'x

sujeito a A x + A H(MT)_lxi”* < b, i=1,....m,

em que x; ¢ um vetor que contém os componentes de x nas posigoes correspondentes
a i-ésima restrigdo e zeros nas demais posigoes, enquanto || - ||. representa a norma
dual da norma empregada na definicao do conjunto de incerteza.

O resultado mostra que a escolha da norma utilizada para definir o conjunto de
incerteza determina diretamente a estrutura da contraparte robusta. Em particular,
quando sao utilizadas as normas [; ou [, obtém-se um problema de programacao
linear. Por outro lado, quando é utilizada a norma [y, a contraparte robusta corres-
ponde a um problema de programacao conica de segunda ordem.

Em sintese, para uma ampla classe de conjuntos de incerteza, os problemas de
otimizagao linear robusta permanecem tratéveis computacionalmente. A natureza do
problema equivalente depende da geometria do conjunto de incerteza adotado, sendo

possivel obter formulacoes lineares ou conicas sem perda de exatidao.

2.6.3 Formulacao robusta de problemas de otimizacao discre-
tos
Esta secao apresenta os fundamentos teoricos da formulagao robusta de problemas

discretos que ¢é aplicada nesta tese para formular o RSSCFLP. Ela se baseia nos
trabalhos de Bertsimas & Sim (2003, 2004).
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A abordagem de otimizagao robusta proposta por Bertsimas & Sim (2003) para

problemas de otimizacao discreta apresenta duas caracteristicas principais:
(a) permite controlar o grau de conservadorismo da solugao;

(b) é computacionalmente tratavel, tanto do ponto de vista teorico quanto do pra-

tico.

Quando coeficientes de custo e dados das restrigoes estao sujeitos & incerteza de
valores, a abordagem proposta conduz a um problema de programagao inteira robusta
de tamanho moderadamente maior, no qual é possivel controlar o nivel de conserva-
dorismo da solugao por meio de limites probabilisticos de violacao das restrigoes.

A construgao proposta por Bertsimas & Sim (2003) é descrita a seguir. Sejam 1 e
u vetores de dimensao n. Considera-se o seguinte problema nominal de programagao

inteira mista (MIP), com n variaveis, sendo as k primeiras inteiras:

min c¢'x (2.14)

sujeitoa Ax<b

Sem perda de generalidade, assume-se que a incerteza afeta apenas os coeficientes
da matriz A e do vetor ¢, e nao o vetor b. Caso contrario, pode-se introduzir uma
variavel adicional x,, 1 e reescrever o modelo de forma equivalente.

Em aplicacoes praticas, geralmente estao disponiveis estimativas dos valores nomi-
nais dos coeficientes a;; e de seus desvios maximos @;;. Nao se assume conhecimento
sobre a distribuicao probabilistica desses coeficientes. De forma anéloga, considera-se
que os coeficientes de custo ¢; pertencem ao intervalo [c;, ¢;+d;], em que d; representa
o desvio maximo.

O modelo de incerteza adotado é descrito a seguir:

(a) (Incerteza na matriz A): Seja N = {1,2,...,n}. Cada elemento a;;, j € N,

assume valores no intervalo de incerteza [a;; — @5, a;j + Qij).

(b) (Incerteza no vetor de custos c): Cada elemento ¢;, j € N, assume valores
no intervalo [¢;, ¢;+d;], em que d; representa o desvio em relagao ao coeficiente

de custo nominal c;.

Admite-se que a;; = 0 ou d; = 0 sejam possiveis. A tnica hipdtese imposta aos

coeficientes a;; ¢ a simetria de suas distribuigoes.
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Para cada restri¢ao ¢, introduz-se um parametro I';, ¢ = 0,1,...,m, com valores
no intervalo [0, |J;|], no qual J; = {j | a;; > 0}. O parametro I'y é inteiro, enquanto
I';, © > 1 podem assumir valores nao inteiros.

O parametro I'; controla o nivel de protecao contra incertezas na i-ésima restri-
cdo. Considera-se a restricao a; x < b;. Assume-se que apenas um subconjunto dos
coeficientes pode assumir simultaneamente seus piores valores. Especificamente, até
|T'; | coeficientes podem variar completamente, e um coeficiente adicional pode variar
parcialmente.

Essa modelagem restringe o comportamento adverso dos dados e garante que
a solucao obtida permaneca viavel nesse nivel de protecao. Devido a simetria das
distribuicoes, mesmo quando mais coeficientes variam, a violagao ocorre com baixa
probabilidade. Assim, I'; é interpretado como o nivel de protecao da restricao .

De forma analoga, o parametro I'g controla o nivel de robustez da fungao objetivo.
Valores maiores de Iy aumentam a protegao contra variagoes adversas nos custos, a
custo de um aumento no valor nominal da fungao objetivo.

A contraparte robusta do problema nominal é dada por:

min ¢ x+ Imax {Zdﬁxﬂ} (2.15)

|So‘§r‘0 jESO

S. a Z Q357 5 + maX {Z (AIZ]|[E]| + (Fz - LFZJ)dZt1|It1|} S bi; VZ7 (216)

J 1S;i|<[T] \JES:
ti€Ji\S;
1<x<u, 2.17)
v €L, Yi=1,....k (2.18)

Teorema 2.6.2 O Problema (2.15)-(2.18) possui uma formulagdo linearizada equi-
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valente dada por:

min ¢’ x + 2y + E Poj
J€Jo

S. a Zaijxj + erz + Zp” S bi, VZ,
J

J€J;
20 +poj = djy;, Vi € Jo,
2 +pij > Gijy;, ViF#0, j € J;,

pij >0, Vi, j€J;, (2.19)
Yj >0, Vj,
Zi > 0, Vi,

l; <x; <wy, Vj,
IZ'GZ, Z:]_,,k?

Prova. Primeiramente, mostra-se como modelar as restri¢oes (2.16) como restrigoes

lineares. Assim, dado um vetor x*, define-se:

51()(*) = SIiILIJE{L;(} {Z dz]'-x;’ + (Fi — LFZJ)(}”Z x;"z‘} .
SiCJy, |Sil<|Dy) \IESE
t,€J;\S;

Essa expressao é equivalente a:

ﬁz(X*) = max Z &U\x;‘ ’Zij

JE€Ji

sujeito a Yz < T, (2.20)
Jj€Ji

OSZUSL VZ,]EJZ

O valor 6timo do Problema (2.20) consiste em |I';| variaveis iguais a 1 e uma variavel

igual a I'; — |T';]. Isso é equivalente a sele¢ao do subconjunto:

{Siu{tsy | Si € Ji |Si| < (1), ti € i\ Si}

com fungao de custo correspondente dada por: Z aijloi] + (Ui — [Ti]) @, |27 |-

JES;
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Considere agora o dual do problema (2.20):

min Zpij + Tz

Jj€d;

sujeito a  z; + pi; > aglril, Vi€ Ji, (2.21)
pi; =0, VjeJ,
z; >0, Vi

Pelo Teorema da Dualidade Forte, como o Problema (2.20) é viavel e limitado para
todo I'; € [0,]J;]], o problema dual (2.21) também ¢é viavel e limitado, e seus valores
otimos coincidem. Assim, (;(x*) é igual ao valor da funcdo objetivo do Problema
(2.21).

De modo anéalogo, a fungao objetivo (2.15) pode ser convertida em uma formulagao

linear da seguinte maneira:

By(x") = max {Z d;l7] | [So| < T, S C Jo}

JE€So
= max{z dj|:17’;|20j | Zzoj <Ty, 0<% <1,Vj € Jo}
Jj€Jdo Jj€Jo

= min{poj + Tz | 20+ poj > dj|I;|> 20 >0, po; > 0,Vj € Jo}-

j€Jdo

Substituindo as maximizagoes internas do problema (2.15)-(2.18) pelas fungoes
objetivo referentes aos seus respectivos duais e incorporando as restri¢coes duais ao
problema, obtemos o modelo equivalente (2.19). [ |

A abordagem apresentada nesta Secao 2.6.3 é adotada nesta tese para formular o
RSSCFLP (Capitulo 3).



Capitulo 3
Formulacoes matematicas

Este capitulo apresenta a descricao matematica dos problemas abordados nesta
tese. Esta subdividido em duas segoes. A Secao 3.1 apresenta a descri¢ao e a formu-
lacao do SSCFLP. Ja a Secao 3.2 apresenta a descri¢ao e a formulagao do RSSCFLP.

3.1 Descricao e formulagao do SSCFLP

O SSCFLP consiste em determinar, dentre um conjunto de locais, em quais locais
abrir facilidades para satisfazer as demandas dos clientes, considerando que cada
facilidade possui capacidade de atendimento limitada e que a demanda de cada cliente
deve ser atendida integralmente por uma unica facilidade (condig¢ao de fonte tnica).

Para formular o SSCFLP, introduz-se a seguinte notacao. Seja J = {1,2,--- ,m}
o conjunto de locais disponiveis para a abertura de facilidades. Para cada local j € J,
uma facilidade com capacidade b; pode ser aberta a um custo de abertura f;. Seja
também [ = {1,2,--- n} o conjunto de clientes. Cada cliente ¢ € I tem demanda
d;. O custo de alocar um cliente ¢ em uma facilidade aberta no local j ¢ dado por ¢;;.
Denote D a demanda total e considere as varidveis de decisao de alocagao x;;, para

i€lejeJ, e as variaveis de decisao de localizacao y;, para j € J, definidas como:

1, se o cliente i é alocado a uma facilidade no local j;

0, caso contrario.

1, se uma facilidade é aberta no local j;
Yj = (3.2)

0, caso contrario.

Usando a notacao apresentada acima, o SSCFLP é formulado como o seguinte

ol
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problema de programacao linear binaria:

min Z ijj + Z Z Cij T4 (33)

jedJ el jeJ

sty @y =1 Viel (3.4)
jedJ
iel
ZL‘iijj ViGI,jGJ (36)
> bjy; =D (3.7)
JjedJ
z;; € {0,1} Viel,jeld (3.8)
y; € {0,1} Vel (3.9)

A expressao (3.3) apresenta o objetivo de minimizar os custos totais de abertura
de facilidades (primeira componente) e de alocagao de clientes a facilidades (segunda
componente). As restrigoes (3.4) sdo chamadas de restrigoes de alocagao. Elas ga-
rantem o respeito a condigao de fonte tunica. Ja as restrigdes (3.5), chamadas de
restricoes de capacidade, asseguram que os clientes s6 podem ser alocados em locais
com facilidades abertas e que a demanda total atendida por cada facilidade nao ex-
ceda sua capacidade. As restri¢oes (3.6) também asseguram que os clientes s6 podem
ser alocados em locais com facilidades abertas. Essas restrigoes, apesar de redundan-
tes, fortalecem o limitante inferior obtido pela relaxagao linear do problema, porém
aumentam o nimero total de restricbes de m + n para m + n + mn. A restricdo
(3.7) garante que a capacidade total de facilidades abertas é suficiente para suprir
a demanda total. Ela é redundante para o problema, mas é explorada nesta tese
para obter desigualdades vélidas que fortalecem sua formulagao. As expressoes (3.8)
e (3.9) definem as variaveis de decisdo como binarias.

O SSCFLP pode ser visto como uma variante do Problema Capacitado de Loca-
lizagdo de Facilidades (Capacitated Facility Location Problem - CFLP). A diferenga
entre o CFLP e o SSCFLP ¢ auséncia da condi¢ao do fonte tinica no CFLP. A for-
mulagao do CFLP é dada por:

min Z ijj + Z Z Cijxij

JjeJ el jeJ
sa: (3.4)—(3.7)
z;; € [0,1] Viel,jeld

y; € {0,1} Vjed
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O SSCFLP é considerado mais desafiador de resolver do que o CFLP, uma vez que,
quando a localizacao das facilidades abertas é conhecida, o subproblema de alocar
demandas de clientes a facilidades abertas no CFLP é um problema de programagao
linear, que pode ser resolvido com eficiéncia por solvers. Por outro lado, no SSCFLP,
o subproblema resultante ¢ um Problema de Atribuicdo Generalizada (Generalized
Assignment Problem - GAP), que é um problema NP-dificil (Fisher et al., 1986). Se
J' C J é o conjunto dos locais com facilidades abertas, o GAP é formulado pelas

sentencas:

min E E CijTij

icl jeJ’
StZZL'Wzl Viel
jeJ’
Zdll’mgb] VjGJ’
icl
.%‘ijE{O,l} \V/iGI,jEJ,.

A relaxacao linear do SSCFLP consiste no problema obtido considerando as va-

ridveis de decisao como continuas, e pode ser formulada pelas sentencgas:

min Z ijj + Z Z CijTij

jeJ el jeJ

s.t. (3.4) — (3.7)
z;; € [0,1] Viel, jeld
y; € [0,1] Vjed

No estudo de métodos para resolucao do SSCFLP, a relaxacao linear, o CFLP
e 0 GAP desempenham papéis importantes. A solucao da relaxacao linear, apesar
de fornecer um limitante inferior considerado como fraco para o problema, fornece
custos reduzidos de cada variavel, que podem ser utilizados para a identificacao de
varidveis promissoras. Ja a solucao do CFLP produz um limitante inferior mais forte
do que a relaxacao linear e pode ser utilizada para identificar locais promissores. O
GAP, por sua vez, pode ser utilizado para encontrar bons limitantes superiores ou
a solugao 6tima, quando se fixam como abertas facilidades em um subconjunto de

locais disponiveis do problema.

Exemplo 3.1.1 (Diferenca entre o CFLP e o SSCFLP) Para ilustrar a dife-
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Solugao sem a condicao de fonte inica Solugao com a condicao de fonte dnica
Y C €
~
5™ 5
o D )/,-. D
. 5 __—
o \ 5 i /}/
~ P2 e F2
A - 3 A
20 14 20 14
5

E ! E
|~

Valor objetivo : 107,21 Valor objetivo: 113,55

Figura 3.1: Comparacao da solucao sem e com a condic¢ao de fonte tnica.

renca entre o CFLP e o SSCFLP, considere uma instancia em que os clientes sao os
pontos do plano cartesiano A = (2,2), B = (6,1), C = (2,7), D = (6,6) e E = (1,4),
todos com demanda igual a 5. Os locais disponiveis sao os pontos F1 = (3,5),
F2 = (55) e F3 = (4,3), com capacidades de 20, 14 e 14, respectivamente, e custos
de abertura de 30, 20 e 20, respectivamente. Os custos de alocagcao de clientes em
facilidades foram considerados iguais as distdncias euclidianas entre esses pontos no
plano cartesiano.

A Figura 3.1 apresenta geometricamente as solugoes dtimas do problema para
esta instancia, sem considerar a condi¢ao de fonte unica (CFLP) e considerando a
condi¢ao de fonte inica (SSCFLP). Nela, os clientes sao representados por circulos
e o0s locais potenciais por regioes triangulares. Uma aresta que liga um cliente a
uma facilidade indica que uma quantidade de demanda do cliente, representada pelo
numero prorimo ao ponto médio da aresta, € atendida por uma facilidade aberta
naquele local. Os nimeros abaixo das regioes triangulares indicam a capacidade das
facilidades correspondentes

Observa-se que, na solucao que nao considera a condi¢dao de fonte unica, a de-
manda do cliente E foi dividida e atendida pelas facilidades abertas em F2 e F3,
afim de reduzir custos. Com a condi¢ao de fonte unica, esta divisao € proibida. Isto
alterou consideravelmente a solu¢ao, modificando inclusive os conjuntos de locais com

facilidades abertas.

O exemplo ilustra que a adogao da condicao de fonte tinica aumenta o custo da
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solugao em relacao a modelos que permitem a divisao da demanda. Entretanto, sua
adogao nao busca necessariamente minimizar o custo operacional, mas representar
situagoes nas quais a divisao da demanda entre diferentes facilidades é indesejavel ou
nas quais sua restricao favorece a redugao de custos associados a problemas secun-
déarios. Por exemplo, no problema de alocagao de estudantes em escolas primérias
abordado em Kong (2021), a demanda por atendimento escolar é agregada em micror-
regioes e é considerada indivisivel. Nesse contexto, a atribuicao de cada microrregiao
a uma Unica escola priméaria pode reduzir custos associados ao transporte escolar.
Além disso, pode simplificar aspectos administrativos e politicos relacionados a de-
finicao das areas de atendimento de cada escola priméria. Esse exemplo evidencia
que a adocao da condi¢cao de fonte unica deve ser avaliada de acordo com o con-
texto da aplicagao, ponderando-se o aumento de custo decorrente dessa condicao e

as vantagens por ela proporcionadas.

3.2 Descricao e formulacao do RSSCFLP

O RSSCFLP é uma variante do SSCFLP em que os parametros do problema
estao sujeitos a incertezas. Nesta tese, o RSSCFLP é modelado com base na aborda-
gem de otimizacao robusta para problemas discretos proposta por Bertsimas & Sim
(2003, 2004), que permite controlar o grau de protegao contra incertezas por meio de
parametros de robustez.

Considere a seguinte notacao. Sejam I o conjunto de clientes e J o conjunto de
locais para a abertura de facilidades. Em cada local j, pode-se abrir uma facilidade
com capacidade no intervalo [b; — l;j,bj + l;j], por um custo fixo de abertura no
intervalo [f;, f;+ fj] Além disso, cada cliente 7 € I possui uma demanda no intervalo
d; —(fli, di—l—czi] e um custo de alocaca@o no intervalo [¢;;, ¢;; +¢;;] para cada facilidade j.
Os valores de b;, f;, Vj € J, sao chamados de valores nominais da capacidade e do
custo fixo de abertura de uma facilidade aberta em j, respectivamente, e l;j e fj seus
respectivos desvios maximos. O valor de d;, Vi € I, é chamado de valor nominal da
demanda de cada cliente i e d; o seu respectivo desvio maximo. Por fim, o valor de
cij, Vi € 1,5 € J, ¢ chamado de valor nominal do custo de alocacao do cliente i na
facilidade j, e ¢;; € o respectivo desvio méaximo.

Os niveis de robustez I'® e I'/ sdo estabelecidos para controlar o grau de prote-
¢ao contra incerteza nos custos de alocacao de clientes e de abertura de facilidades,
respectivamente. Os valores de I'® e I'f sdo inteiros ndo negativos que podem ser,
no méximo, iguais as quantidades positivas de ¢;;, 1 € I, j € J, e de fj, Jj € J,
respectivamente. Além disso, para cada j € J, os niveis de robustez F;l el g’ Sa0

usados para controlar o grau de protegao contra incerteza nas demandas dos clientes
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e na capacidade da facilidade j. Para cada j € J, F;-l é¢ um valor nao negativo que
pode ser, no méaximo, igual as quantidades positivas de d;. J& b; ¢ um nimero nao
negativo menor ou igual a 1.

Com esta notagao, uma solugao do RSSCFLP deve estar protegida contra o pior

caso possivel para variagoes de até:
(i) T'° parametros de custos de alocagao em relagao aos valores nominais ¢;;;
(ii) T/ parametros de custos fixos de abertura em relagao aos valores nominais f;;

(iii) LI‘?J parametros de demanda em relagao aos valores nominais d; e de um para-
metro de demanda variando no méaximo (F;l — LF?J )cft, para t € I, em relagao

ao valor nominal d;, para cada facilidade j € J;
(iv) I é a fracao do desvio méaximo da capacidade b; de cada facilidade j € J.

Considere as variaveis de decisao de localizacao y; € {0,1}, V j € J, de modo
que y; = 1 se uma facilidade ¢ aberta no local j e y; = 0, caso contrério; e variaveis
de decisao de alocagao x;; € {0,1}, Vi € I, j € J, tais que z;; = 1 se o cliente ¢ é
alocado a facilidade j e z;; = 0, caso contréario. Adicionalmente, considere a matriz
X = (Tij)ierjes € 08 vetores Xj = (zj)ier, VJ € J, e y = (y;)jes de variaveis de

decisao. Entao, o RSSCFLP pode ser formulado pelas sentencas:

miny Y eyry+ Y fiy+ BT + 5 (y, 1Y) (3.10)
el jeJ JjeJ
suj.aZdixij + ﬁj‘-i(xj,l“?) < bjy; — ﬁ;’(yj,l“z’-) Vijed (3.11)
el
» ay=1 Viel (3.12)
JjeJ
z;; € {0,1} Viel,jeldJ (3.13)
y; € {01} Vjed (3.14)
em que:
B(x,T¢) = max Z CijTij P (3.15)

S|SCIxJ;|S|<De
{5 ilS|<re} (ij)es

By, )= amex {Z fgyg} (3.16)

B(x;, %) = max {Zd% Lr;ﬂ)cztxtj} VjelJ; (3.17)

{Su{t}|SCr;|S|<I{|tel\S}
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Bo(y;, %) = Ibyy; (3.18)

A funcao objetivo (3.10) minimiza o custo garantido total, definido como a soma
dos custos nominais de alocacao e de abertura de facilidades, com as respectivas varia-
¢oes adversas maximas associadas as incertezas e aos niveis de robustez considerados.
As restrigoes (3.11) asseguram que, para cada facilidade, a capacidade subtraida do
valor maximo possivel de sua variacao deve ser suficiente para suprir a demanda total
dos clientes atendidos, mais o valor maximo possivel da variacao total das deman-
das. Ao mesmo tempo, essas restricoes garantem que apenas locais com facilidades
abertas podem atender aos clientes. As restri¢oes (3.12) asseguram que cada cliente
deve ser alocado exatamente a uma facilidade. Se a incerteza nos parametros nao
for considerada, os valores de 3¢, /37, ﬁf (jelJ)e 6;-’ (j € J) sao todos nulos, e a
formulacao acima reduz-se & formulacao classica do SSCFLP, referida como problema
nominal.

A linearizacao de (3¢, B;l e 37 & obtida seguindo os mesmos passos da demonstracao
do Teorema 1 de Bertsimas & Sim (2003). Os principais passos sao descritos a
seguir. Considere que ;; e y; assumem valores zj; (Vi € [ e j € J) ey; (Vj € J),

respectivamente, e xX* = (z};)icr jes, X; = (2];)icr, Vj € J, e y* = (y})jes. Entdo:

[¢(x*,T°) = max {Zz%mzzm : ZZZW <I%z;el0l]Viel,je J}

iel jeJ iel jeJ

(3.19)

Bl (y*, T1) = max{z ij;zj : sz <T/ 2 €01 V)€ J} (3.20)
jeJ jed

B(x;,T9) = max {Z d,mszz : Zzz <TYze€l01]Vie I} Vied (3.21)

i€l el

Os problemas duais dos trés problemas de maximizacao acima sao dados, respectiva-

mente, por:
min {)\CFC EY N g X > Gy, X >0, >0,V € € J} (3.22)
el jeJ

min {/\fFf + > pl Ml > fyr, M >0l >0,V € J} (3.23)

jeJ

min {A;?F;hr > pdh e M > dixl, X >0, 6, >0, Vi € 1} VjieJ (324

el

Por conta da dualidade forte, o valor 6timo da fung¢ao objetivo dos problemas de
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minimizagao das sentengas (3.22), (3.23) e (3.24) ¢ equivalente ao dos problemas de
maximizagao das sentencas (3.19), (3.20) e (3.21). Portanto, o problema (3.10)-(3.14)
para o RSSCFLP pode ser reformulado pelo seguinte problema:

min Y Y e+ Y iy AT Y ph+ AT+ p]

el jeJ jeJ i€l jed jeJ

suj.aZdia:ij —I—A?F?%—Zu?j < b,y; —F?l;jyj Vjeld
el el
» ay=1 Viel
jeJ
A°+ gy > Gy Viel,jelJ
Mt ul > fiy; VjieJ
Xt s > di Viel,jelJ
A°>0,pu; >0 Viel,jeld
A > 0,040 >0 VjiedJ
>0, >0 Viel,jelJ
x;; € {0,1} Viel,jelJ
y; € {0,1} VjeJ

Enquanto a formula¢do do SSCFLP dada pelas sentencas (3.3)-(3.9), desconside-
rando as restri¢oes redundantes das sentencas (3.6) e (3.7), possui m x n+m variaveis
e m + n restri¢oes, a formulagao linearizada do RSSCFLP possui m +m x n+2(m x
n+m+ 1) varidveis e m +n + 2(m x n) + m restrigoes. Portanto, a incorporagao da
robustez e sua consequente linearizacao aumentam significativamente o ntimero de
variaveis e de restricoes. Em contrapartida, por se tratar de um problema de progra-
macao linear inteira mista, técnicas exatas e heuristicas amplamente utilizadas nessa

classe de problemas podem ser empregadas para a resolucao do modelo do RSSCFLP.



Capitulo 4
Trabalhos Relacionados

Este capitulo apresenta os trabalhos relacionados aos problemas abordados nesta
tese. As Secoes 4.1 e 4.2 apresentam as revisoes da literatura relacionadas ao SSC-
FLP e ao RSSCFLP. A Secao 4.3 apresenta a descricao de algoritmos existentes na

literatura que inspiraram os métodos propostos nesta tese.

4.1 Trabalhos relacionados ao SSCFLP

O SSCFLP é um problema amplamente estudado na literatura. A maior parte das
abordagens para a sua resolucao é heuristica, com prevaléncia de matheuristicas. Boa
parte das abordagens heuristicas utiliza procedimentos baseados em meta-heuristicas.
Em menor quantidade, também foram propostos métodos exatos para resolver o
SSCFLP. A maior parte deles combina a construgao de arvores de busca binaria com
heuristicas.

Dentre as matheuristicas propostas, a maior parte explora relaxagoes lagrangea-
nas. Barcelo & Casanovas (1984), Sridharan (1991), Hindi & Pienkosz (1999), Cor-
tinhal & Captivo (2003), Chen & Ting (2008) e Oliveira et al. (2021) propuseram
relaxar as restrigoes de alocacao (3.12) da formulagao do SSCFLP apresentada na
Sec¢ao 3.1 do Capitulo 3. Barcel6 & Casanovas (1984) propuseram uma heuristica
que primeiro seleciona locais para a abertura de facilidades e, depois, aloca os cli-
entes. Nela, aplica-se uma busca local para refinar os procedimentos em ambas as
fases. Sridharan (1991) explorou iterativamente subproblemas de alocagao de cli-
entes a locais com facilidades abertas, selecionados a partir de relaxacoes. Hindi
& Pienkosz (1999) propuseram uma busca local para a alocagao de clientes, utili-
zando um procedimento de Busca em Vizinhanca Restrita. Cortinhal & Captivo
(2003) utilizaram heuristicas baseadas em buscas locais e um procedimento baseado

na meta-heuristica Busca Tabu para encontrar boas solugoes. Ja Chen & Ting (2008)

99



4.1 Trabalhos relacionados ao SSCFLP 60

propuseram explorar solugoes por meio de relaxagoes, utilizando um procedimento
baseado na meta-heuristica Colonia de Formigas. Por outro lado, Klincewicz & Luss
(1986) e Caserta & Vof (2020) propuseram relaxar as restrigoes de capacidade (3.5)
da formulagdo do SSCFLP. Klincewicz & Luss (1986) propuseram resolver as relaxa-
¢oes utilizando um procedimento de ascensao dual e aplicaram uma busca local para
encontrar solugoes. Ja Caserta & Vof (2020) propuseram utilizar uma heuristica
baseada no framework Método do Corredor.

Por sua vez, outras matheuristicas existentes exploram solugoes de relaxagoes li-
neares ao invés de relaxagoes lagrangeanas. Daskin & Jones (1993) desenvolveram
um algoritmo que identifica aloca¢oes promissoras a partir da solucao da relaxacao
linear e utiliza busca local para construir solucoes de boa qualidade. Guastaroba
& Speranza (2014) propuseram um algoritmo baseado no framework Kernel Search,
que também explora relaxagoes lineares para identificar localizacoes e alocagoes pro-
missoras. Kong (2021) desenvolveram uma busca local para o SSCFLP que resolve,
iterativamente, subproblemas menores que o problema original. Cada subproblema é
composto por um subconjunto de clientes e de locais que é resolvido por um solver.
Nessa abordagem, a relaxacao linear ¢ utilizada para gerar uma solucao inicial. Por
ultimo, Bakker et al. (2025) combinaram uma técnica de reconhecimento de padroes
para identificar regioes promissores com uma heuristica baseada em Kernel Search.

H& também abordagens heuristicas que nao recorrem a técnicas de programagao
matematica. A maior parte delas aplica frameworks de meta-heuristicas. Delmaire
et al. (1999) desenvolveram e compararam duas abordagens hibridas. A primeira ¢ um
procedimento Busca Tabu que utiliza um procedimento GRASP para diversificar a
busca por solucoes. A segunda é um procedimento GRASP Reativo, que utiliza meta-
heuristica Busca Tabu para refinar solu¢oes. Cortinhal & Captivo (2004) propuseram
procedimentos baseados em Algoritmos Genéticos para o SSCFLP. Ho (2015) também
utilizou um procedimento Busca Tabu para refinar solu¢oes em um algoritmo Busca
Tabu Iterada. Qin et al. (2012) combinaram, iterativamente, dois procedimentos
de Recozimento Simulado (Simulated Annealing): um para determinar os locais de
abertura de facilidades e outro para alocar clientes ao conjunto de facilidades abertas.
Contreras & Diaz (2008) apresentaram um procedimento de Busca Dispersa (Scatter
Search) que utiliza meta-heuristica Busca Tabu para refinar solugoes. Por fim, Xu
et al. (2025) propuseram um algoritmo que combina um procedimento baseado na
meta-heuristica Crow Search Algorithm com resolucao de modelos para explorar o
espaco de solucoes.

Outras duas abordagens heuristicas revisadas sao buscas locais que exploram a
teoria de grafos. Ahuja et al. (2004) propuseram um algoritmo Very Large-Scale

Neighborhood Search, em que grafos sao utilizados para detectar vizinhancas de me-
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lhora. Tran et al. (2017) propuseram aprimorar esse algoritmo adotando novos pro-
cedimentos baseados em hipergrafos.

Dentre os métodos exatos, Neebe & Rao (1983) reformularam o SSCFLP como
um problema de particao de conjuntos e propuseram um procedimento B&B para
resolvé-lo. Ja Holmberg et al. (1999) propuseram um procedimento B&B em que
relaxacoes lagrangeanas, combinadas com o método subgradiente, sao utilizadas para
obter limitantes inferiores. Além disso, procedimentos heuristicos Repeat Matching
sao utilizados para obter limitantes superiores. A estratégia Branch-and-Price (B&P)
também ja foi utilizada para a resolu¢ao do SSCFLP no algoritmo proposto por Diaz
& Fernandez (2002). Nele, em cada iteragao, sao considerados dois niveis de otimi-
zacao. O primeiro nivel gera locais para a abertura de facilidades, e o segundo nivel
consiste no subproblema de alocar clientes as facilidades abertas, que é resolvido por
meio de um procedimento de geragdo de colunas. Yang et al. (2012) propuseram um
algoritmo baseado no framework cut-and-solve. Nele, uma arvore binaria de busca é
construida explorando dois tipos de subproblemas: um para fornecer limitantes supe-
riores e outro para fornecer limitantes inferiores e selecionar variaveis para ramificar a
arvore. Procedimentos de planos de corte sao incorporados para fortalecer as formu-
lacoes dos subproblemas. Além disso, um procedimento Busca Tabu é aplicado para
fornecer limites superiores. Gadegaard et al. (2018) propuseram um algoritmo em
trés fases que aprimora o de Yang et al. (2012). Na primeira fase, um procedimento
de planos de corte é utilizado para fortalecer a formulacao do SSCFLP; na segunda
fase, um procedimento de Local Branching fornece um limite superior. A terceira
fase aplica o esquema cut-and-solve.

A Tabela 4.1 resume as principais abordagens para a resolu¢ao do SSCFLP.
Cada estudo é classificado como heuristico (H) ou exato (E). Os métodos heuristicos
ainda sao classificados como matheuristicas (MATH) ou meta-heuristicas (META),
enquanto os métodos exatos sao categorizados de acordo com sua estratégia principal.
Os estudos sao apresentados em ordem cronolégica de publicagao.

De acordo com a Tabela 4.1, a maioria das abordagens propostas para o SSCFLP
é heuristica, com predominancia de matheuristicas. Métodos exatos aparecem com
menor frequéncia e, desde o trabalho de Yang et al. (2012), observa-se a predomi-
nancia do uso do esquema cut-and-solve em seu desenvolvimento. As duas tltimas
linhas da tabela apresentam os algoritmos HILS e NCS propostos nesta tese. O HILS
é classificado de forma semelhante & maior parte dos trabalhos revisados, enquanto
o NCS segue a tendéncia recente de empregar a estratégia cut-and-solve em métodos

exatos.
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Tabela 4.1: Visao geral da revisao da literatura: principais abordagens para a reso-

lugao do SSCFLP.

Trabalho E H MATH META B&B B&P CS Estratégias
Neebe & Rao (1983) Vo= - - v - - Geragao de colunas
Barcel6 & Casanovas (1984) -V v - - - - RLG, Busca local
Klincewicz & Luss (1986) -V v - - - - RLG, Busca local
Sridharan (1991) -V v - - - - RLG
Daskin & Jones (1993) - v v - - - - RLI, Busca local
RLG,
(Holmberg et al., 1999) v - - - v - - Repeat matching
Hindi & Pienkosz (1999) -V v - - - - RLG, Busca local
. Busca Tabu
Delmaire et al. (1999) -V - v - - - CRASP Reativo
Diaz & Fernandez (2002) v oo - - - v - Geragéo de colunas
Cortinhal & Captivo (2003) -V v v - - - RLG, Busca Tabu
Cortinhal & Captivo (2004) -V - v - - - Algoritmo Genético
Contreras & Diaz (2008) -V - v - - - Busca Dispersa
. RLG,
Chen & Ting (2008) -V v v - - " Colénia de Formigas
. Recozimento
Qin et al. (2012) -V - v - - - Simulado
Busca Tabu,
Yang et al. (2012) v oo - v - - v Planos de Corte
Ahuja et al. (2004) -V - - - - - Busca local
Guastaroba & Speranza (2014) - v v - - - - Kernel Search
Ho (2015) -V v - - - Busca Tabu Iterada
Tran et al. (2017) -V - - - - - Busca local
Local branching
Gadegaard et al. (2018) v v - - - v Planos de Corte
RLG,
Caserta & Vof (2020) -V v - - - - Método do Corredor
Oliveira et al. (2021) -V v v - - - RLG, Busca Tabu
Kong (2021) -V v - - - - RLI, Busca local
Xu et al. (2025) -V - v - - - Crow Search Algorithm
Bakker et al. (2025) -V v - - - - Kernel Search
HILS - v v - - - - ILS
NCS v - ) ) } ) v Busca local

Planos de corte

4.2 Trabalhos relacionados ao RSSCFLP

A revisao realizada nesta tese identificou apenas os trabalhos de Ryu & Park
(2022) e Lin (2009) que tratam especificamente de variantes do SSCFLP com da-
dos incertos. Em contrapartida, verifica-se que, de modo geral, a literatura sobre
problemas de localizacao com incerteza é bastante ampla. Diante desse cenario, a
presente revisao considera, além desses dois trabalhos, estudos relacionados a outros
problemas de localizacao sob incerteza, priorizando publicacoes recentes.

Os trabalhos de Lin (2009) e Ryu & Park (2022) consideram incertezas apenas nas
demandas dos clientes. Em Lin (2009), o problema é modelado por meio de restri-
¢oes probabilisticas, que incorporam requisitos de nivel de servigo para as facilidades.

Nesse modelo, cada facilidade deve atender & demanda com uma probabilidade espe-
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cifica. Para resolver o problema, os autores utilizaram o algoritmo de Holmberg et al.
(1999) para distribui¢oes de Poisson e combinaram uma heuristica lagrangeana com
branch-and-bound para distribui¢oes normais. Ja Ryu & Park (2022) modelaram o
problema utilizando a abordagem de otimizagao robusta de Bertsimas & Sim (2003).
Em vez de resolver diretamente o modelo de programacao inteira mista obtido, os
autores reformularam o problema por meio da decomposicao de Dantzig-Wolfe e
aplicaram um procedimento branch-and-price.

Dentre os problemas de localizagao mais gerais sujeitos a incertezas, a maioria
considera que eles estao presentes apenas nas demandas. Daskin et al. (1997) propu-
seram um modelo baseado em cenéarios para o problema das p-medianas, considerando
incerteza nas demandas. Nele, o objetivo é minimizar o arrependimento (regret). Ba-
ron et al. (2011) estudaram o problema de localiza¢do multiperiodo com incerteza na
demanda, utilizando uma abordagem robusta com diferentes conjuntos de incerteza,
incluindo regides do tipo caixa e elipsoides. Albareda-Sambola et al. (2011) estuda-
ram o problema de localizacao capacitado, considerando demandas modeladas como
varidveis aleatorias de Bernoulli. Nesse modelo, é permitido exceder a capacidade das
facilidades mediante o pagamento dos custos de terceirizacao. Os autores propuse-
ram um modelo estocastico em dois estagios para minimizar os custos totais. Bieniek
(2015) propuseram um modelo estocastico para o problema de localiza¢do nao ca-
pacitado com demandas incertas. Eles desenvolveram expressoes analiticas para as
fungoes de recursos. Saif & Delage (2021) estudaram versoes de um e dois esta-
gios do problema de localizacao capacitado com incerteza nas demandas, utilizando
a abordagem de otimizac¢ao robusta sob incerteza na distribuigao (distributionally
robust optimization). Para resolver os modelos, os autores propuseram procedimen-
tos baseados em geragao de colunas. Campos et al. (2025) estudaram uma variante
robusta do problema das p-medianas capacitado, considerando incerteza nas deman-
das. Os autores utilizaram a abordagem de Bertsimas & Sim (2003) e introduziram
um framework geral para modelar conjuntos poliédricos de incerteza. Para resolver
o problema, foram desenvolvidos algoritmos baseados em B&C, branch-and-price e
VNS.

H& também trabalhos que consideram incertezas em parametros distintos da de-
manda. Louveaux & Peeters (1992) propuseram um modelo estocéstico em dois
estagios, com recursos, para um problema de localizagao com incertezas nas deman-
das, nos custos e nas receitas. O modelo foi resolvido por meio de um procedimento
que explora a formula¢do do dual. Armas et al. (2016) abordaram o problema nao
capacitado com fonte tnica, considerando incerteza nos custos de alocacao. Os auto-
res propuseram uma abordagem que combina simulacao e heuristicas (simheuristic),

aplicando um procedimento ILS. Afify et al. (2021) trataram de um problema capaci-
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tado que considera facilidades que podem falhar, perdendo parte de suas capacidades
e facilidades fortificadas (que nao estao sujeitas a falhas). Nesse modelo, cada cliente
deve ser alocado a uma facilidade principal e a uma de backup. Os autores propuse-
ram uma formulacao linearizada e um método iterativo para alocacao do or¢camento
destinado a facilidades fortificadas. Koca (2023) consideraram um problema de loca-
lizagao capacitado com incertezas nas demandas, nos custos de alocacao e nas taxas
de falha das facilidades. O modelo foi formulado como um problema de programagao
estocastica em dois estagios e resolvido pelo método L-shaped. Cheng et al. (2024)
abordaram um problema de localizacao capacitado em dois estdgios com incertezas
nas demandas e nas capacidades das facilidades. O modelo foi formulado utilizando
otimizacao robusta sob incerteza na distribui¢ao. Foi considerado um conjunto de
ambiguidade por cendrio (scenario-wise ambiguity set), capaz de capturar correlagdes
entre incertezas de diferentes tipos de parametros. A formulagao resultante corres-
ponde a um problema de programagao inteira misto, que foi resolvido por um solver
comercial. Por fim, em Pantuso (2025), é proposto um modelo geral de programacao
estocastica em dois estagios para problemas de localizacao, considerando incerteza
dependente das decisoes. Nele, as distribui¢oes de probabilidade dos parametros de-
pendem diretamente das decisoes de localizacao. Para resolver o modelo, foi proposto
um algoritmo de decomposicao exato baseado no método L-shaped.

De maneira geral, essa revisao evidencia que sao escassos os estudos que tratam
simultaneamente de multiplas fontes de incerteza em problemas de localizacao. Essa
lacuna é particularmente relevante, uma vez que, em aplicagoes reais, a incerteza é

inerente aos dados de entrada.

4.3 Trabalhos que inspiraram os métodos propostos

Os algoritmos KS, Three-Phase Algorithm (TP-ALG) e MH propostos em Guas-
taroba & Speranza (2014), Gadegaard et al. (2018) e Kong (2021) foram revistos com
mais profundidade, pois eles serviram de inspiragao para os algoritmos desenvolvidos

neste trabalho.

4.3.1 Algoritmo KS

O algoritmo KS utiliza os custos reduzidos das variaveis na solugao da relaxagao
linear do problema original para identificar locais e alocacoes promissores. Inici-
almente, forma-se um kernel, composto por um conjunto de variéveis promissoras.
Parte das varidveis nao promissoras é subdividida em uma sequéncia de buckets, e a

outra é eliminada da busca. Definidos o kernel e a sequéncia de buckets, o subpro-
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blema que inclui apenas variaveis do kernel é resolvido para fornecer um limitante
superior para o SSCFLP. Inicia-se, entao, o processo iterativo. Em cada iteracgao, o
kernel é perturbado, for¢ando a inclusao de variaveis do bucket corrente. Se houver
melhora na solucao, o kernel é atualizado. O processo é repetido até que todos os
buckets sejam explorados. Os resultados mostraram que o algoritmo é muito eficiente
para instancias de pequeno e médio porte. Porém, em instancias mais desafiadoras, o
algoritmo obteve solugoes de qualidade razoavel, mas com alto custo computacional.
O principal gargalo do método é que variaveis podem ser eliminadas precocemente
da busca, sem chance de retorno antes do processo iterativo. Em instancias mais di-
ficeis, varidveis sumariamente eliminadas podem permanecer ativas na solugao 6tima

do problema.

4.3.2 Algoritmo MH

O algoritmo MH inicialmente constréi uma solugao explorando a solugao da rela-
xacao linear parcial do problema original. Essa relaxacao apenas relaxa as condigoes
de integralidade das varidveis z;;. Resolvida a relaxacao linear parcial, a solucao
inicial é construida, alocando cada cliente 7 a facilidade j para a qual z;; assume o
maior valor. Essa solugao geralmente é infactivel, por desconsiderar as capacidades no
processo de alocagao. O algoritmo MH permite a exploragao de solucoes infactiveis,
penalizando a infactibilidade na avaliacao das solucoes.

Construida a solugao inicial, inicia-se o processo iterativo do MH. Em cada itera-
¢ao, um subproblema, que é um SSCFLP de dimensao bem menor que o original, é
resolvido. Em seguida, constréi-se uma nova solugao, mesclando a solugao corrente
com a do subproblema. A construcao dos subproblemas baseia-se em clusterizacao,
isto ¢, no agrupamento de objetos semelhantes, chamados de clusters. No MH, os
clusters sao subconjuntos de clientes I* C I e de locais J* C .J, supostamente pro-
ximos entre si. A formagao dos clusters explora a configuragao de clientes alocados
em facilidades na solucao corrente e os valores de ¢;;. Mais precisamente, em cada
iteragao, é selecionado aleatoriamente um cliente ¢* € [ e é construido um cluster
centralizado em i*. A construgdo compreende trés passos: (i) adicione o local j que
atende i* a J* e mais () locais j com menores valores de ¢;.;; (47) adicione a I* todos
os clientes alocados nas facilidades de J*; (iii) por dltimo, para cada cliente i € I*,
adicione a J* o local j sem facilidade aberta com menor valor de ¢;;. Resolve-se,
entao, o subproblema, que € um SSCFLP restrito ao conjunto de clientes I* e ao con-
junto de locais J*. Uma nova solugao ¢ construida da seguinte maneira: preservam-se
as alocacoes de clientes que nao pertencem ao cluster e alocam-se os clientes que per-

tencem ao cluster de acordo com as alocagoes da solucao do subproblema. Caso a
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solugao construida seja melhor do que a solugao corrente, esta ¢ atualizada.

Os resultados de Kong (2021) mostraram que o algoritmo é competitivo para
instancias de pequeno, médio e grande porte quando comparado ao algoritmo KS.
Porém, em conjuntos muito desafiadores, o MH mostrou-se muito mais eficiente.
O ponto forte do algoritmo é permitir multiplas realocacoes de clientes de forma
localmente 6tima. A exploracao de solugoes infactiveis também é um diferencial,

visto que elas podem servir de ponte para alcancar solugoes de alta qualidade.

4.3.3 Algoritmo TP-ALG

O TP-ALG é um algoritmo em trés fases. A primeira aplica um procedimento de
planos de corte para fortalecer a formulacao do SSCFLP e, posteriormente, resolve
a relaxagao linear parcial do problema para obter um limitante inferior forte. Esta
relaxacgao ¢ obtida ao relaxar as condigoes de integralidade apenas das variaveis x;;.
No procedimento de planos de corte proposto, os autores utilizaram trés tipos de
cortes: Variable Upper Bounds (VUBs) que s@o as restri¢oes (3.6) da formulacao
apresentada na Segao 3.1, e LCIs e cortes de Fenchel (CFs) obtidos explorando as
restrigoes (3.5) e a restrigao (3.7).

Se a solugao obtida na primeira fase for inteira, ela é 6tima e o algoritmo ter-
mina. Caso contrério, passa-se a fase seguinte. Na segunda fase, o TP-ALG utiliza
um procedimento local branching que primeiro explora vizinhancas definidas pelas
variaveis de localizacao e, depois, vizinhancas definidas pelas varidveis de alocacao,
para gerar um bom limitante superior. Se a solucao da segunda fase for 6tima, o
algoritmo termina. Senao, passa-se para a terceira fase.

A terceira fase aplica o esquema cut-and-solve descrito na Subsecao 2.3.2. O
problema original é o problema denso inicial que ocupa o topo da arvore de busca.
Em cada iteracao, o problema esparso é SSCFLP restrito aos locais promissores, isto
é, locais com facilidades abertas na solucao da relaxacao parcial do problema denso
da iteragao anterior. J& o problema denso é o problema denso da iteragao anterior
atualizado com a adi¢ao de uma restricao que garante que pelo menos uma facilidade
deve ser aberta em um local nao promissor da iteracao corrente.

Os resultados apresentados em Gadegaard et al. (2018) mostram que o TP-ALG
¢ mais eficiente do que o algoritmo de Yang et al. (2012) na maioria das instancias
testadas. Além disso, o procedimento cut-and-solve da fase III é comparavel ao
CPLEX, versao 12.3, em instancias de pequeno porte e mais eficiente em instancias
de grande porte. Apesar disso, o TP-ALG nao conseguiu encontrar a solu¢ao 6tima
em varias instancias testadas, mesmo com um tempo limite de 50000 segundos. Em

suas analises de resultados os autores em Gadegaard et al. (2018) revelam que a
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principal dificuldade do TP-ALG é resolver na otimalidade os subproblemas esparsos

gerados pelo esquema cut-and-solve.



Capitulo 5
Métodos de solucao

Este capitulo apresenta os algoritmos propostos nesta tese. A Secao 5.1 apresenta
o algoritmo HILS. O algoritmo NCS ¢é apresentado na Sec¢ao 5.2. Por fim, o algoritmo
B&B-GVNS é apresentado na Secao 5.3.

5.1 Algoritmo HILS

O algoritmo HILS alterna iterativamente entre a resolu¢ao de subproblemas com
um solver de programagao matematica e a aplicagao de procedimentos ILS. O Algo-

ritmo 7 apresenta o seu pseudocoddigo.

Algoritmo 7 HILS

Identifique locais potenciais promissores

Gere uma solugao inicial

Aplique o procedimento de abertura de facilidades

Refine a solugao aplicando o procedimento VND

enquanto o critério de parada nao for satisfeito faca > Fase |
Utilize o solver para resolver o SSCFLP Reduzido com tempo limite tilim1
Refine a solugao aplicando o procedimento ILS-I
Refine a solugao aplicando o procedimento ILS-II

fim enquanto

enquanto o critério de parada nao for satisfeito faga > Fase 11
Utilize o solver para resolver o GAP corrente com limite de tempo tilim2
Refine a solugao aplicando o procedimento ILS-II

: fim enquanto

— = e
AR > S

Inicialmente, obtém-se a solucao 6tima da relaxacao linear do SSCFLP e aplica-
se um procedimento de identificagao de locais promissores (linha 1). O subproblema
resultante é um SSCFLP restrito aos locais promissores. Ele é denominado SSCFLP

Reduzido. Na linha 2, uma heuristica construtiva gera uma solugao inicial. Em

68
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seguida, nas linhas 3-4, aplica-se um procedimento de abertura e um procedimento
de busca local VND para refinar a solugao.

O restante do algoritmo contém duas fases. A primeira fase consiste no lago das
linhas 5 a 9, cujo objetivo é encontrar a solugao 6tima do SSCFLP Reduzido. Na
linha 6, um solver é utilizado para resolver o SSCFLP Reduzido, com um limite de
tempo definido pelo parametro tiliml. Nas linhas 7 e 8, aplicam-se dois procedi-
mentos ILS, denominados ILS—I e ILS—II. O primeiro perturba a solucao corrente,
modificando os locais com facilidades abertas. Caso seja aceita uma abertura de fa-
cilidade em um local j’ ndo promissor, j' é incluido no conjunto de locais promissores
do algoritmo, e o SSCFLP Reduzido é atualizado. No ILS-II, as perturbagoes alte-
ram apenas a alocagao dos clientes, preservando os locais com facilidades abertas. A
primeira fase termina quando ocorre uma iteracao sem melhoria ou quando a solucao
6tima do SSCFLP Reduzido é obtida na linha 6 e nao é melhorada na linha 7.

A segunda fase corresponde ao lago definido nas linhas 10 a 13. Ela é executada
apenas se a solucao 6tima do SSCFLP Reduzido nao tiver sido encontrada na fase
anterior. Nessa fase, busca-se a solucao 6tima do problema de atribuicao genera-
lizada corrente (GAP), obtida ao se manter fixas as facilidades abertas na solugao
da primeira fase. Na linha 11, um solver é utilizado para resolver o subproblema
resultante, com um limite de tempo definido pelo pardmetro tilim2. Na linha 12,
aplica-se o procedimento ILS-II. De maneira analoga & primeira fase, a segunda fase
termina quando ocorre uma iteracao sem melhoria ou quando a solucao 6tima do
GAP é encontrada.

Espera-se que a solugao 6tima do SSCFLP Reduzido também seja a solugao 6tima
do SSCFLP ou, ao menos, uma boa solu¢ao. Entretanto, os procedimentos da pri-
meira fase podem nao ser suficientes para encontréa-la. Quando isso ocorre, espera-se
que a solugao 6tima do GAP obtida na primeira fase seja uma boa solu¢ao para o
SSCFLP. A estratégia de combinar, em cada fase, a resolu¢ao de subproblemas por
solvers e procedimentos heuristicos que exploram vizinhancas baseia-se nas seguintes

premissas:

e A busca por solugoes por meio da exploracao de vizinhancas pode melhorar
limitantes superiores em problemas de minimizacao, mas pode ficar presa em

um 6timo local, que pode nao ser o 6timo global;

e A resolucao de subproblemas por solvers pode ser utilizada para a busca nao
ficar presa em 6timos locais em relacao as vizinhancas estabelecidas e, simulta-

neamente, refinar as solugoes.

Nas subsegoes seguintes, detalham-se os procedimentos do algoritmo proposto.

A Subsecao 5.1.1 descreve o procedimento de identificacao de locais promissores.
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A Subsec¢ao 5.1.2 descreve os procedimentos de construcao da solucao inicial e de

abertura de facilidades. Por fim, a Subsecao 5.1.3 detalha os procedimentos ILS.

5.1.1 Identificacao de locais promissores

Considere g, e ¢(y;), j € J, como os valores assumidos pelas variaveis de decisao de
localizacao e seus respectivos custos reduzidos na solucao 6tima da relaxagao linear do
SSCFLP, e 0 a média dos valores positivos de ¢(y;). O conjunto de locais promissores
é definido como o subconjunto J° C J de locais j € J tais que é(y;) < do, em que
0 > 0 é um parametro do HILS. Esse subconjunto inclui os locais j € J tais que
g; = 1, pois, para eles, ¢(y;) < 0. Entdo, o parametro § determina os locais j € J

tais que g; < 1, que também sdo incluidos em J°.

5.1.2 Construgao da solugao inicial e procedimento de aber-

tura de facilidades

Apos a identificacao de J, os locais promissores sao ordenados do mais promissor
ao menos promissor. No HILS, considera-se que locais com maiores valores de 7; sao
mais promissores. Se dois locais possuem o mesmo valor de y;, o local com menor
custo reduzido ¢(y;) é considerado mais promissor. Se, para dois locais, ambos os
valores de g, e ¢(y;) sdo iguais, entao o local com o menor valor de f;/b; (razao entre
o custo de abertura e a capacidade) é considerado mais promissor.

Para gerar a solucao inicial, seleciona-se inicialmente um conjunto J' C J° de
facilidades a serem abertas. Para isso, adicionam-se locais a J’, na ordem definida
no paragrafo anterior, até que a capacidade total das facilidades selecionadas seja
maior ou igual a demanda total dos clientes. Definido o conjunto J', os clientes
sao ordenados em ordem nao crescente de demanda e alocados sequencialmente de
acordo com a seguinte regra: para cada cliente ¢, verifica-se inicialmente se existe
alguma facilidade j € J' tal que zj; = 1, em que xj; representa o valor assumido
por z;; na solucao da relaxacao linear, e cuja capacidade residual seja suficiente para
atender o cliente i. Nesse caso, o cliente é alocado a facilidade j. Caso contrario,
o cliente é alocado a facilidade de J’ com capacidade disponivel e que minimize
o custo de alocagao ¢;;. Se, para algum cliente, ndo existir facilidade em J' com
capacidade residual suficiente para atendé-lo, todas as alocagoes realizadas até entao
sao desfeitas, o proximo local da ordenacao é adicionado a J' e o procedimento de
alocagao € reiniciado a partir do primeiro cliente. O processo é repetido até que todos
os clientes sejam alocados com sucesso.

A impossibilidade de obtencao de uma solugao factivel pelo procedimento de ge-



5.1 Algoritmo HILS 71

ragao descrito acima somente pode ocorrer em instancias altamente degeneradas, nas
quais o procedimento nao consegue alocar todos os clientes mesmo apos a abertura
de facilidades em todos os locais disponiveis. Se isso ocorrer, o HILS falha e nao
retorna uma solugao heuristica para o problema.

Apobs gerar a solucao inicial, aplica-se uma busca local, explorando solugoes que
possuem mais facilidades abertas do que a solugao inicial. O procedimento consiste em
abrir uma facilidade em um determinado local, desalocar todos os clientes e aplicar
a mesma regra de alocagao de clientes descrita anteriormente. Para a exploracao
da vizinhanca nesse procedimento, adota-se a estratégia Best Improvement. Caso
facilidades sejam abertas em locais nao promissores, esses locais passam a integrar o

conjunto de locais promissores e o SSCFLP Reduzido é atualizado.

5.1.3 Procedimentos ILS

Nesta subsegao, sao detalhados os procedimentos ILS-I e ILS-II do algoritmo
HILS. Ambos aplicam procedimentos VND como componente de busca local. Os
procedimentos VND e ILS foram apresentados na fundamentacao tedrica desta tese
(Capitulo 2, nas segoes 2.1.3 e 2.1.4, respectivamente). Por isso, a teoria acerca desses
procedimentos sera omitida nesta Segao.

Primeiro, apresentam-se os procedimentos VND. Para isso, considere os seguintes

movimentos:

(i) Realoca um cliente: consiste em realocar um cliente de uma facilidade que possui

mais de um cliente alocado para outra facilidade aberta;
(ii) Troca de dois clientes: consiste em trocar a alocagao de dois clientes;

(iii) Fecha uma facilidade: consiste em fechar uma facilidade, realocando todos os

clientes atendidos por ela para outra facilidade.

O procedimento VND do ILS-I utiliza as estruturas de vizinhanga definidas pelos
trés movimentos acima, enquanto o procedimento VND do ILS-II utiliza apenas as
definidas pelos dois primeiros movimentos. Em ambos os VND, movimentos que resul-
tam na violacao de capacidades nao sao considerados. O critério Pipe Neighborhood
Change Step é empregado para alterar as estruturas de vizinhanca, e a estratégia
Best Improvement é adotada para explorar as vizinhangas. Além disso, as estrutu-
ras foram ordenadas segundo o critério de que movimentos que modificam menos as
solucoes devem ser realizados antes dos que modificam mais. Com esse critério, a
ordem adotada é a mesma em que os movimentos foram apresentados acima.

Para descrever os procedimentos ILS, considere as perturbagoes:



5.1 Algoritmo HILS 72

Algoritmo 8 Algoritmo ILS para os procedimentos ILS-I e ILS-IT

Entrada: solugao corrente, procedimento VND, movimento de perturbacao ,
[LSmax
1: s < solucao corrente
2: Iter <0
31+ 1
4: enquanto Iter < ILSmax faga

5: Iter < Iter + 1

6: s’ < solucao obtida modificando s pelo movimento de perturbacao no nivel [
7: s” < solucao obtida refinando s’ através do procedimento VND

8: se s” for melhor do que s entao

9: 5« 5"
10: Iter <0
11: [+ 1
12: senao
13: [+—1+1 > apenas para [LS-II
14: fim se

15: fim enquanto
16: Return Solucao refinada s

(i) Perturbagao 1 (Abre facilidade): utilizada no procedimento ILS-I, abre uma
facilidade em um local escolhido aleatoriamente e realoca para ela clientes com
menores custos de alocagao ¢;; cujas demandas podem ser satisfeitas até que

nao seja mais possivel realocar clientes para ela;

(ii) Perturbagdo 2 (Troca de alocagao de clientes): utilizada no procedimento ILS-II,

consiste em realizar uma troca aleatoria na alocacao de dois clientes.

A Perturbacao 2 é aplicada no procedimento ILS-II considerando niveis [ € 7Z,
[ > 1. Cada nivel [ define um ntmero de trocas aleatérias igual a |y X I X n], em que
~ é um parametro do ILS-II e n é o ntimero total de clientes. A consideragao de niveis
ocorre da seguinte maneira: se nao ha melhora da solugao corrente, aumenta-se o nivel
de perturbagdo; caso contrario, retorna-se ao primeiro nivel (I = 1). Essa estratégia
possibilita que o ntimero de trocas aleatorias cresca a cada iteragao sem melhora e que
esse crescimento ocorra mais rapidamente em problemas de grande porte. Por outro
lado, como cada Perturbacao 1 modifica a solucao consideravelmente, ela é aplicada
no algoritmo ILS-I sem considerar o aumento de nivel de perturbagao. Observa-se que
o ILS-I pode alterar os locais de facilidades abertas e, ao mesmo tempo, a alocagao
de clientes, enquanto ILS-II pode alterar apenas a alocacao de clientes.

O Algoritmo 8 descreve o pseudocodigo dos procedimentos ILS-I e ILS-II. O pro-
cesso iterativo ocorre nas linhas 4 a 15. Na linha 6, o movimento de perturbacao

no nivel [ é aplicado na solugdo corrente s, gerando a solugao intermediaria s’. Em
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seguida, conforme linha 7, o procedimento VND é aplicado a solugao s’, obtendo-se
a solucao s”. Se s” for melhor do que a solucao corrente s, a solug¢ao corrente é atua-
lizada (linhas 8- 11). Caso contrario, na linha 13, aumenta-se o nivel da perturbagao
(apenas no procedimento ILS-II). A parada desses procedimentos (linha 4) ocorre
quando o nuimero de iteracoes sem melhora atinge os valores méximos permitidos,

definidos pelos parametros ILSmaxI para o ILS-1 e ILSmaxII para o ILS-II.

5.2 Algoritmo NCS

O algoritmo NCS é composto por duas fases. A primeira fase aplica um procedi-
mento de planos de corte para fortalecer a formulagao e resolve uma relaxacgao linear
parcial para obter um limitante inferior forte para o SSCFLP. A segunda fase aplica
o framework cut-and-solve para explorar o espaco de solugoes do problema. Um
procedimento heuristico é incorporado a segunda fase para torna-la mais eficiente.

O NCS difere dos algoritmos apresentados por Yang et al. (2012) e Gadegaard
et al. (2018) principalmente nos procedimentos de geragao de planos de corte propos-
tos e na heuristica empregada. A heuristica utilizada no NCS baseia-se em estratégias
de clustering que agrupam locais e clientes supostamente proximos para a constru-
¢ao de vizinhancas. Essas abordagens mostraram-se muito eficientes na resolucao de
problemas de localizacao, particularmente quando aplicadas a problemas de grande
porte (Kong, 2021; Gnégi & Baumann, 2021). Deve-se ressaltar que Yang et al.
(2012) propuseram um procedimento Busca Tabu, enquanto Gadegaard et al. (2018)
aplicaram uma matheuristica Local Branching.

No que se refere aos procedimentos de geracao de planos de corte, Yang et al.
(2012) e Gadegaard et al. (2018) utilizaram VUBs (definidos na Segao 4.3.3), LCIs
obtidos por lifting sequencial (conforme Segao 2.4.5), e cortes de Fenchel (CFs). Para
obter os cortes de cobertura necessérios a geragao de LCIs, Yang et al. (2012) pro-
puseram um procedimento de separagao exata, enquanto Gadegaard et al. (2018)
adotaram uma heuristica construtiva. A abordagem proposta nesta tese considera os
tipos de desigualdades utilizados por esses autores e incorpora dois tipos adicionais
de cortes: (i) LPIs e (ii) outros tipos de LCIs, ambos gerados por meio de fungoes
superaditivas. Além disso, é introduzida uma nova heuristica gulosa para a geracao
de cortes de cobertura. Diferentemente dos LCIs obtidos por lifting sequencial, dos
CFs e dos cortes de cobertura obtidos por separacao exata, os procedimentos adici-
onais propostos nesta tese nao requerem a resolucao de problemas da mochila para
obter desigualdades vélidas. Essa proposta pode aumentar a eficiéncia do procedi-
mento de planos de corte da primeira fase. Dado o grande ntimero de tipos de cortes

considerados, propoe-se uma avaliagao sistematica da eficacia de diferentes familias
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de planos de corte. Os resultados sao utilizados para identificar um conjunto eficaz
de cortes a serem empregados no NCS.

O restante desta segdo esta organizado da seguinte forma. A Subsegao 5.2.1
apresenta os procedimentos utilizados para obter uma relaxagao parcial forte para o

SSCFLP e a Subsec¢ao 5.2.2 descreve o algoritmo exato proposto.

5.2.1 Uma relaxacao parcial forte para o SSCFLP

Uma estratégia importante para resolver o SSCFLP consiste em obter uma rela-
xagao parcial forte, isto ¢, um modelo derivado do SSCFLP no qual as restrigoes de
integralidade de um subconjunto das varidveis de decisao sao relaxadas e que fornece
bons limitantes inferiores. Para isso, o NCS combina um procedimento de planos de
corte (PC) e a estratégia de integralidade parcial (partial integrality strategy — PIS)
(Yang et al., 2012). A abordagem PIS mantém a integralidade das variaveis de loca-
lizagao (y;), relaxando apenas as restri¢coes de integralidade das variaveis de alocacao
(w;;). Essa estratégia combinada é denominada procedimento PC+PIS.

Os planos de corte empregados na primeira fase podem ser divididos em trés
grupos. Seja, entdo, X; = (£1j,...,Znj) €y = (Y1,-..,Ym). O primeiro grupo consiste
em desigualdades da forma z;; < y; (VUBs). O segundo grupo é composto por planos

de corte obtidos explorando desigualdades validas para os m politopos da mochila:

J

XY = casca convexa de {Xj e {0,1}" : Zdﬂij < bjyj}, jeJ, (5.1)
i€l
que sao definidos pelas restricoes de capacidade do SSCFLP. O terceiro grupo é

formado por planos de corte obtidos explorando desigualdades validas para o politopo

da mochila:

Y = casca convexa de {y e {0,1}™ Z bjy; > D}. (5.2)
jeJ

O Algoritmo 9 descreve o procedimento PC+PIS. Nele, F ¢ a formulagao do
SSCFLP descrita na Sec¢ao 3.1, sem as restrigoes redundantes (3.6); PL(F) denota
a relaxacao linear de F, e F-parcialmente-relaxado denota o modelo da relaxagao
parcial forte retornado pelo procedimento.

Inicialmente, aplica-se o procedimento PC. Nesse procedimento, iterativamente,
planos de corte violados pela solu¢do 6tima de PL(JF) sao adicionados ao modelo F
até que a diferenca relativa entre dois limitantes inferiores consecutivos seja inferior
ao parametro TolerCuttingPlane. Ressalta-se que é necessario selecionar os proce-

dimentos de geracao de planos de corte para explorar os politopos da mochila. Além
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Algoritmo 9 Procedimento PC+PIS

1: Entrada: F, TolerPlanosCortantes

2: Saida: F-parcialmente-relaxado

3: Selecione procedimentos de geragao de planos cortantes para explorar os politopos da mochila
X;’ e)

4: Resolva o PL(F) e considere s* a sua solugdo 6tima

5: LI < valor 6timo de PL(F)

6: ParePC <« Falso

7

8

: enquanto ParePC = Falso faga

LI*« LI
9: Adicione ao modelo F todos os planos cortantes violados por s* obtidos explorando VUBs
10: para j € J faga
11: Adicione ao modelo F um plano cortante violado por s* obtido explorando X ]y
12: fim para
13: Adicione ao modelo F um plano cortante violado obtido explorando o politopo )

14: Resolva PL(F) e considere s* a solugdo de PL(F)

15: LI < valor 6timo de PL(F)

16: se (LI — LI*)/LI* > TolerPlanosCortantes entao

17: ParePC <« Verdadeiro

18: fim se

19: fim enquanto

20: F-parcialmente-relaxado < F fortalecido pela adigao de cortes

21: F-parcialmente-relaxado <— o modelo obtido de F-parcialmente-relaxado relaxando a integrali-
dade das variaveis x;;, Vi eI, je€ J

disso, multiplos cortes violados podem ser adicionados na mesma iteracao. Apos
a aplicacao do PC, emprega-se o PIS no modelo de F, fortalecido pela adicao de
cortes (linha 21).

Algumas consideragoes sobre a geragao de cortes que exploram X]y e Y sao impor-
tantes. Dado j € J, para obter desigualdades validas para X;” pode-se acrescentar a

variavel y; em desigualdades validas para o politopo:

p— n . . .. .
AX; = casca convexa de ¢ x; € {0,1}" : g d;xi; < b,
el
Mais precisamente, considere Ziel 0i;Tij < Kj, com 0,5 > 0, parat € I, e k; > 0,

a sentenca geral que representa um plano de corte para X;. Entao,
se Z oijxi; < Kk, € valida para &, entéoz 0ijri; < K;y; € valida para X, (5.3)
i€l el

Outra observacao ¢ que se pode substituir a restricao que define ) por outra equi-
valente (Yang et al., 2012), da seguinte forma. Considerando as variaveis auxiliares

y; = 1 —y;,7 € J, ao substituir y; por 1 — gy, na restrigao Z].GJ bjy; > D obtém-se a

> bG <) b - D, (5.4)

jeJ jeJ

restricao da mochila
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que tem a mesma estrutura da restricao que define X; e ¢ utilizada para gerar planos
cortantes para ).

As subsecoes 5.2.1.1, 5.2.1.2 e 5.2.1.3, a seguir, descrevem, respectivamente, como
LCIs, LPIs e CFs sao construidos para obter planos cortantes violados para X;"’. A
construcao desses tipos de planos cortantes para ) segue os mesmos passos. Nestas
subsegoes, denota-se por s* uma solugao fraciondria do SSCFLP e por zj; e y; os

valores assumidos pelas varidveis z;; e y; em s*.

5.2.1.1 Lifted Cover Inequalities

Se C' ¢ uma cobertura para j, a desigualdade

ieC

¢ valida para X;. Aplicando a implicacao (5.3), obtém-se a desigualdade mais forte:

Y @iy < (IC] = Dy, (5.5)

ieC

que é valida para X]y. As desigualdades (5.5) sao referidas nesta segdo como cortes
de cobertura (cover inequalities - CIs).

Considere que um LCI é uma desigualdade valida obtida fortalecendo um CI
pela aplicacao de um procedimento de lifting. Esta tese considera quatro tipos de
procedimentos para gerar Cls e dois tipos de procedimentos para construir LCIs a
partir de CIs. No procedimento PC+PIS, se um corte de cobertura violado é obtido,
ele é selecionado para gerar um LCI violado. Por outro lado, mesmo que nenhum
corte de cobertura violado seja obtido em um dos procedimentos, o mais proximo de
ser violado obtido nos procedimentos ¢ selecionado para gerar um LCI que pode ser

violado. Observa-se que um corte de cobertura violado satisfaz:

> @ > (|0 - Dy, (5.6)

icC

A condigdo (5.6) é equivalente a ), ~(yj —2};) < yj. Por isso, quanto menor o valor

de > ..o (y; — zj;), mais proximo de ser violado é o corte de cobertura.

Geragao de cortes de cobertura

Dois dos procedimentos propostos para gerar CI sao heuristicas gulosas extraidas
da literatura. Ambas ordenam os clientes seguindo um certo critério e incluem os

clientes em C até que a condigao ) .. d; > b; scja satisfeita. A heuristica gulosa
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Algoritmo 10 Separagao exata de Cls (Yang et al., 2012)

Entrada: X}, s*
Saida: CI violado ou
1: fj(k:r)ewparakfl mner=0,...,b;
2: f;(0,0) «

3:gj()<—ooparak:—1 ,n

4: parak=1,...,n fa(;a

5 parar:O,...,bj faga

6: se fj(k—1,r) < f;j(k,r) entao

7 filkr) < fi(k—1,r)

8: fim se

9: fim para

10: parar=0,...,b; —d; faca

11: se fi(k —1,7) + (y; — xx;) < fi(k,r + di;) entao
12: Filkar +di) < f3(k = Lr) + (5 — z1)
13: fim se

14: fim para
15: parar =b; —dip+1,...,b; faga

16: se fi(k —1,7) + (y; — x1;) < gj(k) entdo
17: 9 (k) = fi(k = 1,r) + (4 — 2x;)
18: fim se

19: fim para
20: se g;(k) < y; entao

21: retorne um CI violado
22: fim se
23: fim para

24: retorne ()

proposta por Gu et al. (2000) ordena os clientes em ordem nao crescente de 7,
enquanto a heuristica de Crowder et al. (1983) ordena os clientes em ordem nao
decrescente de (y; — x7;)/d;. Para quebrar empates na ordenacio de clientes, ambas
as heuristicas utilizam a ordem nao crescente de d;. Esses dois procedimentos sao
denotados por ClGulosaA e CIGulosaB, respectivamente.

O terceiro procedimento é uma heuristica gulosa introduzida nesta tese. Ela
¢é baseada na observacao de que a maior parte de cortes de cobertura violados é
gerada por coberturas C' compostas por clientes em K1 ={i €l :xj =1} e por
alguns clientes no conjunto K; = {z €l:0<zaj; < 1} Entao, a heuristica comeca
considerando C' = K ]1 e ordenando os clientes de K; em ordem nao-crescente de
valores de zj;. Em seguida, testa todas as possibilidades de inserir um, dois ou trés
clientes de K; em C e verifica se C' gera um corte de cobertura violado. Se sim,
o procedimento termina. A insercao de quatro ou mais clientes nao é considerada,
pois o aumento no custo computacional, devido ao risco de falha do procedimento,
geralmente nao compensa o beneficio de considera-los. Essa heuristica é referida como
CIGulosaNova.

O ultimo procedimento, denominado CIExato, consiste na separacao exata de

cortes do tipo (5.5) para X}, proposta por Yang et al. (2012). Ele ¢ uma adaptagao
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do procedimento de separacao exata de Cls para politopos da mochila proposto por
Kaparis & Letchford (2010).

Considere

k k
g;(k) = min { Dy — v > divi > b+ 1,0 € {0,1}’“}. (5.7)
i=1 i=1
Existe um CI violado se, e somente se, g;(k) < y; para algum valor de k. Se g;(k) <
yr, seja I=F = {i € I;i < k}. Entdo, a cobertura C' = {i € I=F;v; = 1}, em que v}
¢ o valor da variavel v; na solugdo 6tima do problema que define g;(k) na sentenca
(5.7) para i € I=F gera um CI violado.

Considere, também, para k =1,2,...,ner=20,1,...,b;:

k
fi(k,r) = min {Z Yy — xj;)v Zdvz r,v; € {O,l}k} .
i=1

Dado & e s*, o Algoritmo 10 resolve o problema de separacao exata de Cls, isto &,

retorna um CI violado ou (), caso nenhum CI violado exista.

Lifting Cls através de uma funcao superaditiva

Um dos procedimentos de lifting considerados no NCS constréi uma funcao g
superaditiva em Z,, isto é, g(dy) + g(da) < g(dy + dy) para todo dy, dy € Z,.
Essa fungao permite modificar os coeficientes do lado esquerdo da expressao (5.5),
incluindo nao apenas os coeficientes iguais a 1 de x;; para i € C, mas também os
coeficientes iguais a 0 de z;; para i ¢ C. Para isto, utiliza-se a funcao superaditiva
de Letchford & Souli (2019), apresentada a seguir.

Seja C' uma cobertura para a facilidade j, e seja d o tnico valor positivo tal
que Y., omin{d;,d} = b;. Defina di = min{d;,d}, C~ = {i € C : d; < d} e
C*+ ={i € C:d;>d}. Seja S™(r) a soma dos r maiores valores de d; para r > 1,

com S~(0) = 0. Também, considere as fungoes:

1) 0, sez=0
Z) =
h, seS7(h)<z<S (h+1), para algum h € {0,...,|C| — 1}

9(z) =

f(2)+1/2, se z = hd, para algum h € {1,...,|C*| — 1}
f(2), caso contréario.
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Entao,

Yoyt Y gld)zy < (10 =1y (5.8)

ieC— iel\C-
¢ uma desigualdade véalida para X;/ pelo menos tao forte quanto a desigual-

dade (5.5). Denominamos como LCIFungaoSuperaditiva ao procedimento para cons-

truir a LCI (5.8) a partir de um CI gerada por uma cobertura C'.

Lifting Cls através de lifting sequencial

Nesta tese, utiliza-se o lifting sequencial para derivar, a partir de Cls, LCIs da

Z Tij + Z 5ij$ij + Z QT < <’Cl‘ -1+ Z Bm')yj, (59)

ieC i€Cs 1€I\C i€Cy

forma:

em que C) e Cy formam uma partigao de C, com C; # 0. Os coeficientes f;; ¢ a;;
sao calculados por meio da resolucao de problemas da mochila, conforme detalhado
na Subsecao 2.4.5.

Para construir LCIs do tipo (5.9) utilizando lifting sequencial, é necessario definir
um dos conjuntos C'y e Cy para iniciar o processo, bem como uma ordem para o célculo
dos coeficientes «;; e 3;;. Nesta tese, essas definicoes sao feitas seguindo Hoffman &
Padberg (1991): (i) considera-se Cy = {i € C': x}; = 1} e, inicialmente, determinam-
se os coeficientes a;; para o conjunto Ty = {7 € I\C' : 0 < zj; < 1}; (ii) calculam-se
Bij para o conjunto Cb; (iii) determinam-se a;; para Ty = {i € I\C': xj; = 0}. Nesse
procedimento, os elementos de Cs e Ty sao ordenados em ordem nao crescente de d;,
enquanto os de T} sao ordenados em ordem nao crescente de ;.

Denomina-se o procedimento para construgao de LCIs do tipo (5.9), utilizando o

lifting sequencial descrito nesta subse¢ao, como LCILiftingSequencial.

5.2.1.2 Lifted pack inequalities

Um conjunto de clientes P C I é um pacote para uma facilidade j € J se P nao

é uma cobertura para a facilidade, isto é:

> di<b;

i€P

Seja p; = bj — >, p d; a capacidade residual da facilidade j. A desigualdade:

> (di = )y <0, (5.10)

icI\P
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em que (d; — p;)t = max(d; — p1;,0) € valida para X;N{x; € {0,1}";2;; =1V i€ P}
e é chamada de desigualdade de empacotamento (pack inequality - PI) (Atamturk,
2005). Para construir Pls, clientes sdo ordenados em ordem nao crescente de valores
de z}; e adicionados a P enquanto a condi¢io ) .. d; < b; seja satisfeita.

Como no caso de Cls, Pls sao fortalecidos para obter LPIs. Para isso, propoe-
se utilizar a fungdo superaditiva descrita em Atamturk (2005). Seja I’ = {i €
IN\P : d; > p;} e S(r) a soma das r maiores demandas de clientes em I’, com

r um ntmero inteiro maior ou igual a 1 e S(0) = 0. Considere:

huj+ z, se —S(h+1)+p; <z<-—=S(h), para algum h € {0,1, ..., |I'| — 1}
9(2) = < hp; — S(h), se — S(h) <z < —S(h)+ u;, para algum h € {0,1,...,|I'| — 1}
|y = S(I']), se 2 < =S(I']) + ;.

Entao, a desigualdade:

D g(=di) (1 —xi) + > (di — )Ty <0 (5.11)

1eP i€I\P

¢ valida para X. Aplicando a implicagao (5.3), obtém-se o LPI:

> —g(=di)ay + > (di— py) Ty < (Z —9(—dz‘)> Yj- (5.12)

ieP i€l\P ieP

O procedimento para construir LPIs descrito nesta subsecao é denominado LPIFun-

caoSuperaditiva.

5.2.1.3 Cortes de Fenchel

Os cortes de Fenchel (CFs) sao desigualdades obtidas ao se resolver o problema de
separacao exata de uma solugao fracionaria da casca convexa do conjunto de solugoes
viaveis de um problema de otimizagao inteira (Boyd, 1993). Nesta tese, para gerar
CFs para X]y, adota-se o procedimento proposto por Gadegaard et al. (2018), que
reduz o problema de separacao e utiliza um esquema de geragao de colunas para
resolvé-lo.

Dado j € J, o problema de separacao pode ser restringido as variaveis com valores
fracionarios, conforme descrito a seguir. Seja K; = {i € [ : 0 < xj; < 1}; Xg, =
(i)ier; € Xj, = (27;)iex; os vetores coluna das variéveis z;; e dos valores x

*

15
bj =b; — ZieK; di; e Xk, a casca convexa de {XK], c {0,1}51 ZieKj dizij < bj}.
Introduzindo o vetor coluna de variaveis de decisao A, = (Nij)ie k; ¢ utilizando o

sobrescrito T' para denotar a transposta de um vetor, o problema de separar X}j de
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Xk, ¢ dado por:
UK, = max{)\ﬂj Xk, )\% Xk, <1,V xg, € B(Xk,), Ak, € [O,l]'Kﬂ'|},

em que E(Xg;) ¢ o conjunto de pontos extremos de Xg,. Note que xg, € E(Xk,)
nao ¢ uma variavel de decisao nesse problema.

Se v, > 1, os valores de \jj, 1 € K, na solugao 6tima fornecem o corte de Fenchel

€K

que separa X}j de Xk,. Esse corte ¢, entao, estendido para o corte de Fenchel

> wp+ Y Aijry < 1+ K], (5.14)

i€K} i€K;

que separa s* de X;. Por outro lado, se vk, < 1, nao existe plano de corte violado.
Em vez de resolver o problema que define vg; diretamente, resolve-se sua formulagao
dual por meio de um procedimento de geragao de colunas. Para cada xg, € E(Xk;),
denote por fixs, & variavel dual associada a restricao )\?{j Xk, < 1. Entao, o problema

dual de vg; € dado por:

min Z Hoxpe. - Z :uXKj XK; = X;(ja ,UXK]- >0,V XK; € E(XKJ>

J
XKjEE(XKj) XK].EE(XKJ.)

O procedimento de geragao de colunas inicializa o problema mestre restrito com as

colunas da matriz identidade |K;| x |Kj|. Em seguida, de forma iterativa, os valores
gj?
desigualdade candidata . K, Njzij < 1. Se essa desigualdade nao for violada por

duais da solucao do problema mestre restrito, denotados por A;;, ¢ € K;, fornecem a
x}j, entao nao héa corte de Fenchel. Caso contrario, ela é selecionada para verificacao

de validade em X, que consiste em verificar se:

max Z )\gjxij . Z dlﬂffm S Ej, Tij S {0,1}, Vie Kj S 1. (515)

iGKj iEKj

Se a desigualdade candidata for violada, mas nao valida, a solu¢ao do problema de
maximizagao em (5.15) fornece uma nova coluna para o problema mestre restrito. Se
for violada por X}(j e véilida para Xy, obtém-se um corte de Fenchel. Para evitar
tempo de execucao excessivo, especialmente em casos de convergéncia lenta, introduz-

se o parametro MaxIterFc, que limita o niimero maximo de iteragoes.
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Uma limitagado importante desse procedimento é que os coeficientes da desigual-
dade candidata } . K, Az < 1 podem ser fracionarios. Isto pode causar erros de
arredondamento na verificagdo de validade na expressao (5.15). Para evitar que de-
sigualdades nao validas sejam incluidas na formulagao do SSCFLP, sao consideradas
trés estratégias. Suponha que a desigualdade candidata seja violada, mas possua
coeficientes fracionarios. A primeira estratégia, utilizada por Kaparis & Letchford
(2010), divide a desigualdade pelo menor coeficiente fracionério. Se os coeficientes da
nova desigualdade forem inteiros, ela é selecionada para verificagao de validade. Caso
contrario, aplica-se a segunda estratégia, proposta por Gadegaard et al. (2018). Essa
estratégia multiplica a desigualdade candidata por um niimero grande M e arredonda
os coeficientes resultantes para o inteiro mais proximo. Se a nova desigualdade nao
for violada, adiciona-se uma nova coluna ao problema mestre restrito e inicia-se uma
nova iteragao. Se for violada, mas nao vélida, utiliza-se a terceira estratégia, proposta
por Yang et al. (2012), que também multiplica a desigualdade candidata por M, mas
substitui cada coeficiente resultante pela sua parte inteira. Se a desigualdade obtida
nao for violada ou nao for valida, adiciona-se uma nova coluna ao problema mestre

restrito e inicia-se uma nova iteragao.

Exemplo 5.2.1 O exemplo a sequir ilustra a aplicacdo das trés estratégias apre-
sentadas no paragrafo anterior. Considere o politopo determinado pela restricao da
mochila 27x1 +5x9+31x3+ 31wy + 1205+ 516+ 3327+ Txgs + 1529 < 82, a desigualdade
candidata 0,3x1 + 0,625 + 0,3623 + 0,3624 + 0,1625 + 0,626 + 0,427 + 0,128 + 0,229 < 1
e M =10°. A primeira estratégia produz o corte 3x; + 6,6z + 3,625 + 3,624 + 1,625+
6,676 +4x7+1ws+229 < 10, que ndo possui coeficientes inteiros. A sequnda estratégia
fornece o corte 300000z, + 6666674 + 36666713 + 36666714 + 1666675 + 6666674 +
40000027 + 100000xg + 200000z9 < 1000000. FEssa desiqualdade nao € vdlida, pois o
valor dtimo do problema de verificagao de validade € 1000001. A aplicacao da terceira
estratégia produz o corte 300000z, + 66666625 + 36666613 + 366666, + 16666615 +
66666626 + 40000027 4+ 10000025 + 2000009 < 1000000, vdlido para o politopo, pois

o valor otimo do problema de verificacao de validade é 1000000.

Se o procedimento descrito acima gera um plano de corte violado, aplica-se lifting
sequencial para fortalecé-lo. Primeiro, aplica-se up-lifting nas variaveis x;; com ¢ €
K ]1, e, posteriormente, down-lifting nas variéveis z;; com ¢ € K;. Por fim, aplica-se
a implicacao (5.3) para obter um plano de corte violado ainda mais forte para X;’.
Denota-se por FCGeracaoColunas o procedimento de selecao de cortes de Fenchel

descrito nesta subsecao.
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5.2.2 Descricao do NCS

O NCS inicia aplicando o procedimento PC+PIS descrito na Subecao 5.2.1. A
relaxacao parcial resultante é resolvida para obter um limitante inferior forte. Se a
solucao for inteira, ela é 6tima e o algoritmo é encerrado. Caso contrario, o algoritmo
prossegue para o seu lago principal (segunda fase).

No lago principal, conjuntos de locais promissores e nao promissores sao definidos
iterativamente para gerar dois tipos de subproblemas: (i) o problema esparso (PE)
e o (ii) problema denso (PD). O modelo PD inicial corresponde ao SSCFLP fortale-
cido pelo procedimento de planos de corte. Em cada iteracao, o conjunto de locais
promissores é composto pelas facilidades abertas na solucao da relaxacao parcial do
PD da iteragao anterior. Essa relaxagao é obtida por meio da abordagem PIS. Ja o
conjunto de locais nao promissores é definido como o complemento do conjunto de
locais promissores.

Uma vez definidos os locais promissores e nao promissores, o PE é obtido ao
restringir os locais potenciais do SSCFLP ao conjunto de locais promissores. O PE
é, entao, resolvido e, se for viavel, seu valor 6timo fornece um limitante superior
(LS) para o SSCFLP, atualizando o LS incumbente, se aplicavel. Ja o PD é obtido
adicionando ao modelo do PD da iteracao anterior a condi¢ao de que pelo menos
uma facilidade deve ser aberta em um local nao promissor. O ponto-chave dessa
construcao é que, em cada iteragao, o espago de solugoes do PD consiste nas solugoes
do SSCFLP que ainda nao foram exploradas ao resolver PEs da iteracao corrente
ou de iteragoes anteriores. Tipicamente, o PD cobre um espaco de solugoes muito
grande. Assim, em vez de resolvé-lo diretamente, o NCS resolve sua relaxagao parcial,

o que pode levar a trés situacoes:

(i) Se a solugao for inteira, ela fornece um LS para o SSCFLP e atualiza o me-
lhor LS, se aplicavel. O algoritmo é encerrado com valor 6timo igual ao LS

incumbente;

(ii) Se a solugao nao for inteira e seu valor 6timo for menor que o LS incumbente,

entao esse valor fornece um LI para o SSCFLP, e uma nova iteragao é iniciada;

(iii) Se a solu¢ao nao for inteira e seu valor 6timo for maior ou igual ao LS in-
cumbente, entao o LS incumbente corresponde ao valor 6timo e o algoritmo é

encerrado.

Um mecanismo importante incorporado ao NCS consiste em utilizar, em cada
iteracao, o LS incumbente como cota superior no modelo do PE. Essa estratégia
exclui da regiao viavel de cada PE as solugoes com valores objetivos superiores ao

valor corrente de LS, o que pode acelerar a sua resolucao. No entanto, sua aplicacao
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Algoritmo 11 NCS

Entrada: SSCFLP, TLimNCS, NCSTolerGap, U
Saida: s’
1: PDy « SSCFLP, LS < +o0, 8' < 0, k + 0
2: Aplique o procedimento PC+PIS e resolva RP Dy
: se s(RPDy) ¢ inteira entao
s+
retorne

3
4
5:
6: fim se
7
8

: LI < opt(RPDy)
: enquanto tempo decorrido pelo NCS < TLimNCS e A(LLLS)% > NCSTolerGap faga
9: k+—k+1

10: Considere o conjunto locais promissores Q; = {j € J : y; = 1 em s(RPDy_1)}

11: Formule o PE}, considerando as expressoes do modelo SSCFLP e a restrigao ZjeJ\Qk y; <0
12: se LS = +00 e |Q| > U entao

13: Aplique o procedimento heuristico. Atualize LS e s’, se aplicavel

14: fim se

15: se LS < +o0 entao

16: Adicione LS como cota superior para PE},

17: fim se

18: Resolva PE}. Atualize LS e s’, se aplicavel

19: se (); =J entao

20: retorne

21: fim se

22: Formule PD);, adicionando Zje.]\ﬂk y; > 1 ao modelo de PDj,_; e resolva RPDy,
23: se s(RPDy,) é inteira entdo

24: se opt(RPDy) < LS entao

25: LS + opt(RPDy), s’ < s(RPDy)
26: retorne

27: fim se

28: fim se

29: fim enquanto

s6 é possivel quando ha uma cota superior disponivel, isto é, quando pelo menos
uma solucao viavel ja foi encontrada pelo algoritmo. Assim, adota-se o seguinte
procedimento: em cada iteracao, caso nao exista uma cota superior disponivel e o
PE tenda a ser dificil de resolver — isto é, quando o niimero de locais promissores é
maior que um parametro U, aplica-se o procedimento heuristico desenvolvido nesta
tese para encontrar uma solugao de boa qualidade para o PE, fornecendo uma boa
cota superior. Esse procedimento é detalhado na subsecao seguinte.

O pseudocodigo do algoritmo NCS é apresentado no Algoritmo 11. Nesse algo-
ritmo, k£ € Z, é um contador de iteragoes; PDy (k > 0) e PE; (kK > 1) denotam,
respectivamente, o PD e o PE da iteragao k; RPDy (k > 0) denota a relaxagao par-
cial de PDy; e s(P) e opt(P) denotam, respectivamente, a solugao e o valor 6timo do
problema P, com P = PE; ou P = RPDjy.

O algoritmo utiliza dois critérios de parada na linha 8. O primeiro critério para o
algoritmo quando o tempo de execucao excede o parametro TimLimNCS e o segundo

critério para quando uma solugdo 6tima é encontrada. Seja A(vy,v9)% o desvio
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percentual relativo entre dois valores v; e vy # 0, dado por A(vy,v)% = |v; —
va|/|ve| x 100%. Considera-se uma solugao 6tima quando A(LS, LI)% ¢é menor que o
parametro do algoritmo NCSTolerGap.

Suponha que todos os PEs e RPDs sejam resolvidos dentro do limite de
tempo TimLimNCS. Nesse caso, se o SSCFLP for viavel, a solucao s é otima; caso
contrario, s = (). Se o algoritmo for interrompido devido ao limite de tempo e s’ # (),
entao s’ corresponde a uma solucao heuristica para o SSCFLP.

A Figura 5.1 ilustra o processo de ramificacao da arvore de busca do algoritmo
NCS. O n6 raiz, denotado por PDy, corresponde ao SSCFLP. Inicialmente, a rela-
xagao parcial de PDg ¢é resolvida e, caso uma solugao inteira nao seja obtida, o no
é ramificado. Os locais com facilidades abertas na solucao da relaxagao parcial de
PDy definem o conjunto de locais promissores €2; da primeira iteracao (kK = 1). A
ramificagao gera os noés filhos PE; e PD;. O n6 PE; corresponde ao SSCFLP restrito
aos locais de ;. Ja o n6 PD; é obtido pela inclusao de uma restricao que impoe a
abertura de pelo menos uma facilidade em um local nao promissor, isto é, perten-
cente a J\ ;. Em seguida, resolvem-se o problema PE; e a relaxagao parcial de PD;.
Caso um critério de parada nao seja satisfeito, a arvore é ramificada a partir de PD;.
Nesse caso, os locais com facilidades abertas na solucao da relaxagao parcial de PD;
definem o conjunto de locais promissores da segunda iteragao (k = 2), denotado por
()5. Os dois novos nos filhos sao denotados por PE; e PDy. O né PE, corresponde
ao SSCFLP restrito aos locais de €2y, enquanto o n6 PDy é obtido pela adi¢ao, ao
modelo de PD, de uma restricao que exige a abertura de pelo menos uma facilidade
em um local que nao pertence a §25. O problema PE, e a relaxacao parcial de PDy
sao resolvidos. Caso um critério de parada continue nao sendo satisfeito, uma nova
ramificagao é realizada a partir de PD,. Esse processo é repetido sucessivamente até

que um critério de parada seja satisfeito.

5.2.2.1 Uma heuristica para resolver problemas esparsos

A heuristica proposta para resolver os PEs gera uma solugao inicial, possivelmente
infactivel, e aplica uma busca local em duas fases. Ela é baseada na heuristica
introduzida por Kong (2021).

Seja PEg, k > 1, um problema esparso no Algoritmo 11 (NCS). A solu¢ao inicial
¢ construida alocando cada cliente ¢ € I ao local 7 € ; com o maior valor de
x;; na solugdo s(RPDjy_;). Dessa forma, a condi¢ao de fonte tnica é garantida por
construcao; no entanto, a solugao gerada pode ser inviavel, uma vez que o processo de
alocacao nao considera as restricoes de capacidade. Para avaliar solugoes invidveis,

introduz-se o parametro p > 0, que representa o custo unitario associado a demanda
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Figura 5.1: Ramificagdao da arvore de busca do algoritmo NCS.

que excede a capacidade. O valor de p escolhido deve ser suficientemente grande,
de modo que qualquer solucao viavel tenha valor de funcao objetivo inferior ao de
qualquer solucao inviavel.

Dada uma solucao corrente s, na primeira fase seleciona-se iterativamente um
subconjunto de facilidades J* C Q, com |J*| = @, e resolve-se o SSCFLP restrito
a J* e ao subconjunto I* C I de clientes alocados as facilidades de J*. Em seguida,
obtém-se uma nova solugao, mesclando a solugao corrente com a solucao 6tima do
SSCFLP restrito, da seguinte forma: para cada cliente ¢ € I, se i ¢ I*, sua alocagao
em s é mantida; caso contrario, ¢ é alocado a facilidade j € J* que o atende na
solucao do SSCFLP restrito. A estratégia first improvement é adotada para atualizar
as solugoes na primeira fase.

Dado @, inicialmente igual ao parametro Qmin, os SSCFLPs restritos sao gerados

para cada j € Q, em ordem nao crescente de Y. ,; d; — b;, em que I ¢ o conjunto

il
de clientes alocados & facilidade j. Dado j, o conjunto J* é construido da seguinte
forma: (i) adiciona-se j a J* e seleciona-se o cliente ¢ € I com o menor valor de c;;;
(ii) adicionam-se a J* as ) — 1 facilidades com os menores valores de ¢;;. Caso todos
os SSCFLPs restritos sejam explorados sem melhoria na solucao corrente, o valor de
@ é incrementado em uma unidade (linha 15), e o processo iterativo é reiniciado.

Dois critérios de parada sao utilizados na primeira fase. Seja Q' o maior valor de
() para o qual a solugao corrente é melhorada. O algoritmo ¢ interrompido quando
Q@ > Q'+ R, em que R é um parametro da heuristica, ou quando o tempo de execugao
excede o parametro TLimHeur. O Algoritmo 12 apresenta o pseudocodigo da primeira
fase do procedimento de busca local.

Se a solugao obtida na primeira fase da busca local for inviavel, a segunda fase



5.2 Algoritmo NCS 87

Algoritmo 12 Busca Local — Fase |

Entrada: Solugao Inicial s, R, Qmin, TLimHeur

Saida: s refinada

1: Q «+ Qmin, Q' + Q

2: enquanto tempo decorrido pela Fase I < TLimHeur e Q < Q' + R faga
3: Ordene as facilidades de

4: para cada j €  faga

5: Selecione J* e resolva o SSCFLP restrito
6: Construa uma nova solugao s’

7 se s’ é melhor que s entao

8: s+ s, Q < Qmin

9: se Q > Q' entao

10: Q +~Q

11: fim se

12: Recomece na linha 2

13: fim se

14: fim para
15: Q+—Q+1
16: fim enquanto

¢é executada. Trata-se de uma adaptacao da primeira, que visa aumentar a possibi-
lidade de se obter uma solucao factivel. Mais precisamente, a segunda fase segue os
procedimentos descritos no algoritmo 12, porém com trés modificagoes: (i) os SSC-
FLPs restritos sao construidos para cada facilidade j € {2, com capacidade violada,
em vez de considerar todas as facilidades j € ; (ii) na selegao de J* e I*, realizam-se
0s mesmos passos da primeira fase, mas, apos isso, todas as facilidades com capa-
cidade residual positiva que ainda nao estejam incluidas também sao adicionadas a
J* e, consequentemente, todos os clientes alocados a elas sao incluidos em I*; (iii)
se todos os SSCFLPs restritos forem construidos e resolvidos para cada j € €2 com
capacidade violada, sem melhoria da solucao, a segunda fase é encerrada.

Se a segunda fase nao conseguir gerar uma solugao factivel, a aplicacao da heu-
ristica nao produz efeito e o PE}) é resolvido sem considerar uma cota superior. O

Algoritmo 13 apresenta o pseudocodigo da segunda fase da busca local.
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Algoritmo 13 Busca Local — Fase 11

Entrada: solucao s inviavel para PE}), Qmin

Saida: s refinada

1: Melhora < Verdadeiro

2: Q « Qmin

3: enquanto Melhora = Verdadeiro faga

4 Melhora < Falso

5 Selecione e ordene as facilidades de € com capacidade violada
6: para cada j € 0 com capacidade violada faga

7 Selecione I* e J*

8 Resolva o SSCFLP restrito a I* e J*

9: Construa uma nova solugao s’ mesclando a solugao do SSCFLP restrito com a solugao s
10: se s’ é melhor que s entao

11: s+ ¢

12: Melhora < Verdadeiro

13: Recomece na linha 3

14: fim se

15: fim para
16: fim enquanto
17: retorne s

5.3 Algoritmo B&B-GVNS

O B&B-GVNS é composto por trés fases. A fase I fortalece a formulacao por meio
de um procedimento de planos de corte. No melhor dos casos, a fase I fornece uma
solugao inteira e o algoritmo termina sem necessidade de executar as fases seguintes.

A fase IT comeca gerando uma solugao inicial, aplicando a heuristica construtiva
descrita a seguir. Sejam x7; e y; os valores fracionarios das variaveis z;; e y; da solugao
da relaxacao linear obtida na fase anterior. Para cada cliente ¢, seleciona-se o local
J' = argmaxjey rj;. Em seguida, abre-se uma facilidade em j', caso ainda nao haja
uma facilidade aberta nesse local, e aloca-se ¢ nessa facilidade. Ao final do processo,
obtém-se uma solucao que geralmente é infactivel, pois as restrigoes de capacidade
nao sao consideradas na alocagao dos clientes.

Apos a geragao da solucao inicial, a fase II aplica, em sequéncia, um procedimento
VND e dois procedimentos baseados na meta-heuristica GVNS, denominados GVNS-
I e GVNS-II. Ambos os GVNS utilizam a mesma componente VND, diferindo apenas
nas estruturas de perturbacgao: o GVNS-I altera os locais com facilidades, bem como
a alocacao de clientes, enquanto o GVNS-II modifica apenas a alocagao de clientes.
Esses trés procedimentos sao detalhados na Subsecao 5.3.0.2.

Na fase III do B&B-GVNS, seleciona-se um algoritmo baseado em Branch-and-
Bound para resolver problemas de otimizacao com variaveis inteiras. Esse algoritmo
pode ser, por exemplo, implementado em solvers como o CPLEX ou o Gurobi. Em
seguida, aprimora-se esse algoritmo da seguinte forma: a cada w iteragoes, aplica-se

a heuristica construtiva da linha 2 a solugao da relaxacao linear do né corrente e, em
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seguida, aplica-se o procedimento VND. Caso seja encontrada uma solugao melhor do
que a incumbente, aplica-se o GVNS-II para refina-la ainda mais. Esse procedimento
tem como objetivo acelerar a obtencao de limitantes superiores de boa qualidade
ao longo da arvore de busca, melhorando o desempenho global do algoritmo. O
GVNS-I nao é utilizado nessa fase, pois experimentos preliminares indicaram perda
de desempenho quando ele também ¢é incluido.

O Algoritmo 14 apresenta o pseudocoddigo do B&B-GVNS.

Algoritmo 14 Esquema do B&B-GVNS

Fase |
1: Fortaleca a formulagao do RSCCFLP, aplicando um procedimento de planos de
corte;

Fase II
2: Gere uma solucao inicial (possivelmente infactivel) aplicando a heuristica cons-
trutiva;
3: Refine a solucao inicial aplicando em sequéncia o VND, o GVNS-I e o GVNS-II;
Fase 111
4: Selecione um algoritmo baseado em B&B para resolver MIPs;
5: Aprimore o algoritmo baseado em B&B incorporando. a cada w iteracoes. a
heuristica construtiva, o VND e o GVNS-II;
6: Resolva o RSSCFLP utilizando o algoritmo baseado em B&B aprimorado.

5.3.0.1 Procedimento de planos de corte

No método de planos de corte, desigualdades validas que eliminam solugoes fraci-
onérias sao adicionadas iterativamente ao modelo de um problema inteiro ou inteiro
misto, conforme descrito na Subsecao 5.3.0.1 do Capitulo 2.

A componente de planos de corte do B&B-GVNS explora dois tipos de desigualda-
des validas. O primeiro consiste no conjunto de desigualdades x;; < y;,Vi € I,j € J,
amplamente utilizado na literatura para fortalecer a formulacao de problemas de
localizacao. O segundo tipo é composto por desigualdades vélidas, derivadas das
restrigoes (3.11), considerando um caso especifico de variagao das demandas dos cli-
entes. Mais precisamente, para cada facilidade j, considere um conjunto S; C I tal

que |S;| <TY e um cliente ¢; € I'\ S;. Entao, a desigualdade:

Z dZZL’Z] + Z CZZZEZ] + (F;i - LF?J)CthZEtjj S bjyj - ngAjyj (516)

el iGSj

é valida para o RSSCFLP. Ela possui a estrutura de uma restricao de mochila, para
a qual ha extensa literatura sobre a geracao de desigualdades validas para esse tipo
de restricao. No algoritmo B&B-GVNS propoe-se gerar LCIs e CFs seguindo os

mesmos procedimentos utilizados para gerar esses cortes, explorando as restrigoes de
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capacidade )., d;x;; < b;jy; do SSCFLP no algoritmo NCS descrito na Subsegao
5.2.1 deste capitulo.

Para cada solucao fracionéria s* do RSSCFLP e para cada 5 € J, considere o vetor
s; = (23,73, ,75;,y5) e XJ. Além disso, seja X a casca convexa do conjunto
{(z1j,-++ ,xnj,y;) € {0,1}"7: (5.16)} V j € J. O pseudocodigo do procedimento de

planos de corte proposto encontra-se no Algoritmo 15.

Algoritmo 15 Procedimento de planos de corte do B&B-GVNS
Entrada: Modelo do RSSCFLP

1: enquanto Critério de parada nao é satisfeito faga
2: Resolva a relaxagao linear e obtenha a solugao fracionaria s*
Adicione ao modelo todas as desigualdades da forma z;; < y; violadas por s*
para j € J faga

Selecione S; e t; e obtenha a desigualdade (5.16)

Adicione ao modelo um LCI ou um CF valido para X]y violado por s}
fim para

8: fim enquanto
9: retorne Modelo do RSSCFLP fortalecido

Na linha 5, S; e t; sao escolhidos de modo a aumentar a probabilidade de se obter
um plano de corte violado. Para isso, adota-se a seguinte regra: sejam xj; e y; os
valores assumidos pelas varidveis x;; e y; na solugao da relaxacao linear. Incluem-se
em S; os |S;| clientes com maiores valores de ch:v;*] e escolhe-se t; como o cliente

i € I\ S; com maior valor de (I'} — [F?J)dtj Ty ;-

5.3.0.2 Procedimentos VND, GVNS-I e GVNS-II

O procedimento VND do B&B-GVNS explora dois tipos de estruturas de vizi-
nhanca, denotadas por V; e V5. Elas sao definidas, respectivamente, pelos movimen-

tos:

(i) my (Realoca um cliente): realoca um cliente de uma facilidade que tem mais de

um cliente alocado para outra facilidade;

(ii) mgq (Troca dois clientes): troca a alocacao de dois clientes alocados em duas

facilidades diferentes.

A estratégia Pipe Neighborhood Change é utilizada para definir a regra de trocas
de estruturas. Ela consiste em manter a busca em uma estrutura de vizinhanca
enquanto houver melhora na solugao corrente. Para explorar as vizinhancas, adota-
se a estratégia Best Improvement. Como a complexidade de m; é menor do que a de
mo, a estrutura Vi é explorada, inicialmente, antes da estrutura V5. O Algoritmo 16

apresenta o pseudocodigo do procedimento VND proposto.
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Algoritmo 16 VND do B&B-GVNS

Entrada: Estruturas de vizinhanca V; e V5; solucao corrente s
i+ 1
2: enquanto ¢ < 2 faca

3:

8:

s’ <= melhor solugao em V;(s)
se f(s') < f(s) entao
s« s, i+ 1
senao
i+ 1
fim se

9: fim enquanto
10: retorne solucao refinada s

Para a descricao dos procedimentos GVNS, considere as perturbacoes que alteram

o conjunto de locais com facilidades abertas:

(i)

(iv)

(v)

p1 (Abre uma facilidade): denote por a 0 ntimero inteiro mais proximo da média
de clientes atendidos por cada facilidade aberta. Em seguida, selecione um local
j' para abrir uma nova facilidade. Por fim, realoque os « clientes ¢ com menores
custos de alocagao para j', proibindo que as facilidades de origem fiquem sem

clientes atribuidos.

po (Fecha uma facilidade): selecione uma facilidade para fechar e realoque cada

cliente atendido por ela para a facilidade aberta com menor custo de alocagao.

p3 (Substitui facilidade): substitua o local de uma facilidade aberta, preservando

os clientes alocados.

Considere também as perturbacoes py e ps que alteram os clientes atendidos por

uma e duas facilidades, respectivamente:

ps (Realocagao multipla I): selecione uma facilidade j e seja L(j) o conjunto de
clientes atendidos por ela. Inicialmente, realoque cada cliente ¢ € L(j) para a
facilidade aberta com menor valor de ¢;;. Em seguida, selecione |L(j)| clientes
i ¢ L(j) com os menores valores de ¢;; e realoque-os para a facilidade j. A
Figura 5.2 ilustra ps. Essa ilustragao assume que c;; representa a distancia
euclidiana entre o cliente 7 e a facilidade j. Inicialmente, os clientes A e B de
j sao realocados para as facilidades mais proximas. Em seguida, os clientes C
e D, que sao os clientes mais proximos de j distintos de A e B, sao realocados

para j.

ps (Realocagao multipla II): selecione duas facilidades e troque a alocagao de

seus clientes.
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’ \/ Y
A A
J B J B
c

Figura 5.2: Tlustragao da perturbagao ps do B&B-GVNS.

Algoritmo 17 GVNS-I

Entrada: Estruturas de vizinhanca Ni, Ny e Nj; solucao corrente s; parametro .
1: Pare + Falso
2: enquanto Pare = Falso faga
3: parai = 1 até 3 faga

4: S; < a melhores solugoes de N;(s)

5: fim para

6: S« U,S

7: Aplique o VND em cada solugao de S e considere s’ a melhor solugao obtida
8: se s & melhor do que s entao

9: s« s

10: senao

11: Pare < Verdadeiro

12: fim se

13: fim enquanto
14: retorne solucgao refinada s

Algoritmo 18 GVNS-II

Entrada: Estruturas de vizinhanca N; e Ns; solugao corrente s, parametro a.
1: 1+ 4
2: enquanto i <5 faca
3: S; <— a melhores solugoes de N;(s)
s" < melhor solucao obtida aplicando o VND em solugoes de S;
se s’ ¢ melhor do que s entao
s« s, i+ 4
senao
11+ 1
9: fim se
10: fim enquanto
11: retorne Solugao refinada s

Denote por N; as estruturas de vizinhanca definidas pelas perturbagoes p;, © =
1,---,5. Em ambos os procedimentos GNVS, a estratégia de exploracao de uma
estrutura N; a partir de uma solugao corrente s consiste em, inicialmente, obter

o conjunto N;(s) de todas as solugbes obtidas ao aplicar p; a s. Em seguida, a
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vizinhanga é reduzida selecionando uma quantidade, definida pelo paradmetro «, de
solugoes perturbadas mais bem avaliadas para aplicagao do VND.

Os pseudocodigos dos procedimentos GNVS-I e GVNS-II sao apresentados nos
Algoritmos 17 e 18. O GVNS-I explora as estruturas N;, Ny e N3. Movimentos
que alteram locais com facilidades abertas sao dificeis de reverter. Entao, em cada
iteracao, opta-se por garantir que a melhor solucao que pode ser obtida ao explorar
essas estruturas seja selecionada. Para isso, em cada iteragao, une-se a um tunico
conjunto S as solugoes perturbadas obtidas ao explorar Ny, Ny e N3, e aplica-se o
VND a todas as solugoes de S. Ja no GVNS-II, a estrutura N, é explorada antes da

N5 porque, geralmente, py fornece solugoes com modificagoes menores do que ps.



Capitulo 6
Experimentos Computacionais

Este capitulo apresenta os experimentos computacionais realizados com os algo-
ritmos HILS, NCS e B&B-GVNS. A Segao 6.1 descreve os conjuntos de instancias
utilizados nos testes computacionais. Os experimentos realizados com os algorit-
mos HILS, NCS e B&B-GVNS, bem como seus respectivos resultados e anélises, sdo

apresentados nas Secoes 6.2, 6.3 e 6.4, respectivamente.

6.1 Conjuntos de instancias de teste

Os conjuntos de instancias considerados nos testes computacionais incluem seis
benchmarks classicos do SSCFLP. Nesta tese, esses conjuntos sao denominados TBX,
com X =1,...,6.

O conjunto TB1 proposto em Holmberg et al. (1999) é composto pelas instancias
h1-h71, que sao divididas em subconjuntos com diferentes caracteristicas. Nos sub-
conjuntos h1-h12; h13-h24 e h56-h71 as coordenadas dos nés do SSCFLP sao geradas
aleatoriamente em um quadrado e o custo de atendimento é proporcional a distan-
cia euclidiana. No subconjunto h25-h40, o custo de alocacao considera uma parcela
fixa mais uma proporcional a demanda do cliente. Ja o subconjunto h41-h55 adapta
instancias classicas de Solomon (1987) para roteamento de veiculos, acrescentando
custos de abertura e capacidades as instancias. As instancias de TB1 sao conside-
radas de facil resolucao, pois podem ser resolvidas na otimalidade rapidamente pelo
CPLEX.

O conjunto TB2, composto pelas instancias yl-y20 foi proposto em Yang et al.
(2012). Nele os custos de alocacao entre clientes e facilidades sdo proporcionais as
distancias euclidianas entre os nés que os representam. Ja o custo fixo de abertura é
composto por uma parcela aleatéria mais uma parcela proporcional a raiz quadrada

da capacidade da facilidade. Em relagao ao conjunto de Holmberg et al. (1999), as ins-

94
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tancias propostas por Yang et al. (2012) sdo mais dificeis de serem resolvidas. Ainda
sim, o CPLEX consegue resolver boa parte dessas instancias rapidamente, enquanto
algumas exigem algumas horas de processamento. O conjunto TB3, proposto em Ga-
degaard et al. (2018), contém as instancias nl-n45. Elas foram geradas de maneira
similar as instancias de Yang et al. (2012), mas as regras de geragao foram ajustadas
para levar em conta que altos custos de abertura levam a menores custos de alocacao.
Essa adaptacao aumenta o conflito, caracteristico de problemas de localizacao, de
minimizar ao mesmo tempo os custos de abertura e de alocacao. Experimentos na
literatura mostram que esse conjunto é significativamente mais desafiador do que o
conjunto TB2 ja que varias instancias nao tém valores 6timos conhecidos.

O conjunto TB4 proposto por Beasley (1988) contém 12 instancias divididas nos
subconjuntos capa, capb e capc. As instancias de TB4 possuem 1000 clientes e
100 locais (mais de 1000 nos), sendo consideradas de grande porte para o SSCFLP.
Apesar disso, elas podem ser resolvidas pelo CPLEX rapidamente. O conjunto TB5,
composto por 100 instancias, foi gerado de maneira similar ao conjunto de Yang et al.
(2012). As principais diferencas desse conjunto em relagdo aos demais sdo o maior
porte das instancias, que chegam a ter 1500 clientes e 1000 locais, e a igualdade entre
o numero de clientes e de locais em 80 das 100 instancias. Com isso, enquanto nos
demais conjuntos o niimero de locais disponiveis chega, a no maximo 100, no conjunto
TB5 ele é no minimo 300. O conjunto TB5 pode ser considerado o benchmark mais
desafiador para o SSCFLP, uma vez que quase metade de suas instancias ainda nao
possui valores 6timos conhecidos.

Por fim, o conjunto de Delmaire et al. (1999) é composto por 57 insténcias de
pequeno porte que foram geradas de forma que os custos de alocagao possuam duas
componentes: uma parcela fixa associada a facilidade e uma parcela proporcional a
demanda do cliente. Além disso, os custos fixos de abertura também sao proporcio-
nais a capacidade da facilidade, com um fator de proporcionalidade aleatério. Esse
conjunto é mais desafiador do que o de Holmberg et al. (1999), pois suas instancias
possuem capacidades bastante restritivas: a capacidade total é apenas 1% superior
a demanda total. Apesar disso, experimentos da literatura mostram que elas podem
ser resolvidas rapidamente pelo CPLEX.

Em conjunto, os seis benchmarks considerados abrangem uma ampla variedade de
caracteristicas do SSCFLP, incluindo diferentes procedimentos de geracao e portes
de instancias. Essa diversidade permite avaliar os métodos propostos sob cenéarios
bastante distintos, tornando as conclusoes experimentais mais abrangentes e repre-
sentativas. A Tabela 6.1 apresenta um resumo dos benchmarks considerados. Nela
apresenta-se para cada conjunto a mesma divisao em subconjuntos adotada nos tra-

balhos que propuseram as instancias. As colunas “Inst”, “Opt”, || e |J| indicam,
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Tabela 6.1: Conjuntos de instancias para testes

Conjunto Subconjunto  #Inst  #Opt | |J|
TB1 (Holmberg) h1-h12 12 12 50 10
Holmberg et al. (1999) h13-h24 12 12 50 20
h25-h40 16 16 150 30
h41-h55 15 15 70-100 10-30
h56-h71 16 16 200 30
TB2 (Yang) y1-y5 5 5 200 30
Yang et al. (2012) y6-y10 5 5 200 60
yl1l-y15 5 5 300 60
y16-y20 5 5 400 80
TB3 (Gadegaard) nl-n5 5 5 100 50
Gadegaard et al. (2018)  n6-n10 5 5 100 50
nll-nls 5 5 100 50
n16-n20 5 3 200 50
n21-n25 5 5 200 50
n26-n30 5 5 200 50
n31-n35 5 0 300 60
n36-n40 5 5 300 60
n41-n45 5 5 300 60
TB4 (OR-4) capa 4 4 1000 100
Beasley (1990) capb 4 4 1000 100
capc 4 4 1000 100
TB5 (Avella) 1300 20 15 300 300
Avella & Boccia (2009) 13001500 20 20 1500 300
1500 20 14 500 500
i700 20 6 700 700
11000 20 0 1000 1000
TB6 (Diaz) d1-dé 6 6 20 10
Diaz & Fernandez (2002) d7-17 11 11 30 15
d18-d25 8 8 40 20
d26-d33 8 8 50 20
d34-d41 8 8 60 30
d42-d49 8 8 75 30
d50-d57 8 8 90 30

respectivamente, o numero de instancias, o nimero de 6timos conhecidos, de clientes

e de locais em cada subconjunto.

6.2 Experimentos com o algoritmo HILS

O algoritmo HILS foi testado nos conjuntos benchmark de grande porte TB4 e TB5
da Tabela 6.1. A qualidade das solugoes fornecidas foi comparada & dos algoritmos

heuristicos do estado da arte KS (Guastaroba & Speranza, 2014), Hypergraph Multi-
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Ezxchange Heuristic (HMEH) (Tran et al., 2017) e Corridor Method (CM) (Caserta
& Vols, 2020). Idealmente, todos os algoritmos deveriam ser executados na mesma
méaquina e com a mesma versao de solver, quando aplicavel. No entanto, nao foi
possivel obter acesso aos codigos-fonte dos demais algoritmos. Consequentemente, a
comparacao com o HILS foi feita com base nos resultados reportados nos estudos que
0 propuseram.

O algoritmo proposto foi implementado na linguagem C++ e executado em um
computador Intel Core i5-4210U de 2.40 GHz, 64 bits, com 8 GB de memoédria RAM
e sistema operacional Ubuntu 18.04.5 LTS. O solver CPLEX 22.1 foi utilizado para
resolver SSCFLPs reduzidos e problemas GAP nas linhas 6 e 11 do Algoritmo 7.
Na implementagao, as restrigoes redundantes dadas pelas sentengas (3.6) nao foram
incluidas na formulacao do SSCFLP para o conjunto TB5. Essa escolha foi feita por-
que, em execucgoes preliminares, observou-se que o aumento no nimero de restrigoes
geradas por essas restrigoes tornava o algoritmo menos eficiente nesse conjunto de
dados. Essa decisao também foi adotada por Guastaroba & Speranza (2014) para

resolver subproblemas em instancias desse conjunto.

6.2.1 Calibracao de parametros

O algoritmo HILS possui os seguintes parametros: (i) tiliml e tilim2, que
determinam, respectivamente, os tempos para resolver o SSCFLP reduzido e o GAP
pelo solver nas fases I e II do algoritmo; (ii) §, que determina o valor méximo para
os custos reduzidos das variaveis de localizagdo na resolugao de LP(SSCFLP) para
os locais inicialmente considerados promissores; (iii) 7, que determina o nimero de
trocas aleatorias no procedimento ILSII; e (iv) ILSmaxI e ILSmaxII, que determinam
o nimero maximo de iteragoes sem melhoria dos procedimentos ILS-I e ILS-II.

O software IRACE (Lopez-Ibanez et al., 2016) foi utilizado para ajustar auto-
maticamente os parametros do HILS. Para realizar a calibragao, cinco instancias
com diferentes caracteristicas foram selecionadas para treinamento. As caracteristi-
cas avaliadas foram: (i) o nimero total de clientes e locais potenciais m + n; (ii) a
razdo rl entre o numero de clientes e o nimero de locais potenciais; (iii) a razao r2
entre a demanda total e a capacidade total; (iv) a razao r3 entre o niamero de locais
com facilidades abertas ou parcialmente abertas na solucao da relaxacao linear e o
namero total de locais; e (v) a razao r4 entre o custo total de alocagao de clientes e
o custo total de abertura de facilidades na solugao da relaxacao linear. As insténcias
selecionadas e os valores de m + n, rl, r2, r3 e r4 sao apresentados na Tabela 6.2.

Trés valores possiveis de cada parametro foram fornecidos ao IRACE, com base em

execucgoes preliminares. A Tabela 6.3 apresenta, para cada parametro do algoritmo
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Tabela 6.2: Instancias para treinamento do HILS e suas caracteristicas.

Instancia m+n rl r2 r3 r4

capa3d 1100 0,1 0,042 0,080 1,786
i300 16 600 1,0 0,050 0,063 2,266
13001500 _7 1800 0,2 0,100 0,357 3,327
1500 2 1000 1,0 0,200 0,176 0,296
11000 9 2000 1,0 0,100 0,087 0,654

HILS, os valores fornecidos ao software IRACE. Os valores em negrito correspondem

a melhor configuracao encontrada pela ferramenta.

Tabela 6.3: Resultado da calibracao de parametros do HILS

Parametro Valores Parametro Valores

tiliml {600,800,1000} ~ {0,000, 0,004, 0,008}
tilim2 {100, 200, 300} ILSmaxI {100,150, 200}

) {0,00,0,25,0,50} ILSmaxII  {90,120,150}

6.2.2 Resultados e Analises

O algoritmo HILS foi executado cinco vezes para cada instancia dos conjuntos TB4
e TB5. Para cada instancia, apurou-se o melhor valor de funcao objetivo encontrado,
denotado por fpest, € calculou-se a média f dos valores das funcoes objetivo e a média
t dos tempos de execucao. Em seguida, calculou-se o desvio relativo percentual entre

f e o valor 6timo f*, denotado por A, utilizando a expressao:

f-r
f*

Para instancias do conjunto TB5 sem valores 6timos conhecidos, os valores de A foram

A= x 100 (6.1)

calculados utilizando os limitantes inferiores disponiveis na literatura, em substitui-
¢ao a f*. Em Guastaroba & Speranza (2014) e Tran et al. (2017), foi utilizado o
mesmo conjunto de limitantes inferiores para o célculo dos desvios relativos, deno-
minado LI1. Por outro lado, em Caserta & Vofs (2020), foi utilizado um conjunto
distinto, denominado LI2. Por isso, para cada instancia de TB5, foi calculado o des-
vio relativo A; utilizando-se o limitante inferior correspondente de LI1 e o desvio
relativo A, utilizando-se o limitante inferior de LI2.

Os resultados detalhados dos experimentos estao disponiveis na Secao A.1 do
Apéndice A. O restante desta se¢ao esté organizado da seguinte forma. Na Subse-
¢ao 6.2.2.1, sao apresentados os resultados comparativos do HILS com os algoritmos

estado da arte. A Subsecao 6.2.2.2 mostra uma analise do procedimento inicial de
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identificagao de locais promissores. Na Subsegao 6.2.2.3, analisa-se a influéncia dos
componentes do HILS na qualidade das solugoes geradas. Por fim, na Subsecao
6.2.2.4, analisa-se a influéncia do uso de uma versao mais antiga do CPLEX nos

resultados obtidos.

6.2.2.1 Comparacao com algoritmos estado da arte

Para a comparacao dos resultados do HILS com os obtidos por outros algoritmos
da literatura, foram desconsiderados os resultados das instancias utilizadas na calibra-
¢ao, a fim de evitar a superestimagao de desempenho nessas instancias. Os conjuntos
TB4* e TB5* foram definidos como os obtidos pela remocao das instancias utilizadas
na calibracao dos conjuntos TB4 e TB5, respectivamente. Para comparagao com o
algoritmo HMEH, nao foi possivel utilizar o conjunto TB5*, pois em Tran et al. (2017)
nao foram reportados resultados para cada instancia, o que impossibilitou ajustar os
resultados desse algoritmo no conjunto TB5*.

A Tabela 6.4 compara os resultados obtidos pelos algoritmos HILS, KS, HMEH
e CM no conjunto de dados TB4*. As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam os resultados
comparativos do algoritmo HILS com os algoritmos KS e CM para o conjunto T5%,
respectivamente. Por sua vez, a Tabela 6.7 apresenta os resultados obtidos pelo
algoritmo proposto e pelo HMEH no conjunto TB5. Nessas tabelas, as colunas A,
A1, Ay e Opt apresentam, respectivamente, as médias de A, A, Ay e o namero de
solucoes 6timas obtidas em cada subconjunto de instancias. As colunas ¢t apresentam
os tempos médios de execugao, em segundos. A linha Avg./Sum apresenta a média
dos valores das colunas A, A, A,, T e a soma dos valores da coluna Opt. Todos os
subconjuntos de TB4 e TB5 com instancias removidas devido a calibragao aparecem
nas tabelas de resultados com o simbolo *.

Para o conjunto de dados TB4*, o HILS obteve A = 0,000 em todos os subcon-
juntos e encontrou solugoes 6timas para todas as instancias. Esses resultados sao
equivalentes aos obtidos pelos algoritmos KS e CM e superiores aos do HMEH, que
apresentou valor médio de A igual a 0,047 e encontrou solucdes 6timas em 7 das 11
instancias.

Para o conjunto TB5*, a média dos valores de A; do HILS foi de 0,55, enquanto
a média correspondente do KS foi de 0,63. De forma analoga, a média dos valores
de A, do HILS foi de 0,41, enquanto a média correspondente do CM foi de 0,49.
Ja no conjunto TB5, o algoritmo HILS apresentou A; = 0,55, enquanto o HMEH
apresentou A; = 0,60. Observa-se que os valores de A; e A, obtidos pelo HILS
foram, em geral, inferiores aos dos demais algoritmos. Além disso, em todos os

subconjuntos, os valores obtidos pelo HILS foram menores ou iguais aos dos demais
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Tabela 6.4: Resultados comparativos dos algoritmos HILS, KS, HMEH e¢ CM no
conjunto TB4.

HILS KS
TB4* A Opt t A Opt t
capa* 0,000 3 257,31 0,00 3 22.61
capb 0,000 4 181,25 0,00 4 51,42
capc 0,000 4 116,02 0,00 4 30,61
Avg./Sum 0,000 11 184,86 0,00 11 36,00
HMEH CM
TB4* A Opt t A Opt t
capa® 0,002 2 39,16 0,000 3 49,33
capb 0,076 3 51,53 0,000 4 47,75
capc 0,053 2 34,66 0,000 4 31,00
Avg./Sum 0,047 7 42,02 0,000 11 42,09

Tabela 6.5: Resultados comparativos dos algoritmos HILS e KS no conjunto TB5

HILS KS
i300* 0,47 12 753,87 0,59 11 2322,80
i3001500* 0,00 19 133,54 0,00 19 339,59
500" 0,52 7 2057,36 0,60 7 4163,30
i700 0,77 4 4493,49 0,90 2 5244,69
i1000* 0,98 0 7294,37 1,06 0 6476,36
Avg./Sum 0,55 42 2962,68 0,63 39 3725,34

algoritmos, exceto no subconjunto 1500, no qual o HMEH apresentou o menor valor.
Esses resultados indicam que, para o conjunto TB5, o HILS gera soluc¢oes de qualidade
ligeiramente superior as dos demais algoritmos.

Também foi analisado o niimero de soluc¢oes 6timas encontradas pelos algoritmos.
O HILS obteve 42 solugoes 6timas no conjunto TB5*. KEsse ntimero é superior ao
obtido pelo KS (“Opt” = 39) e igual ao obtido pelo CM. No conjunto TB5, o HILS
encontrou 42 solugoes 6timas, enquanto o HMEH encontrou 28. Destaca-se, ainda,
que no subconjunto i300*, o HILS foi o algoritmo que encontrou o maior ntimero de
solugoes 6timas. Esses resultados indicam que o HILS encontra solu¢oes 6timas com
frequéncia igual ou superior & dos demais algoritmos.

Em Guastaroba & Speranza (2014) e Caserta & Vofs (2020), foram disponibili-
zados resultados detalhados para cada instancia. Esses resultados foram utilizados

na realizagao de dois testes estatisticos de Wilcoxon (Wilcoxon, 1945) no conjunto
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Tabela 6.6: Resultados comparativos dos algoritmos HILS e CM no conjunto TB5.

HILS CM
TB5* Ay Opt t Ay Opt t
1300* 0,15 12 753,87 0,24 11 848.84
i3001500* 0,00 19 133,54 0,00 19 28,32
i500* 0,28 7 2057,36 0,31 8 984,68
1700 0,62 1 4493 49 0,78 1 912,90
11000* 0,97 0 7294,37 1,10 0 944,68
Avg./Sum 0,41 12 206268 0,49 42 745,65

Tabela 6.7: Resultados comparativos dos algoritmos HILS e HMEH no conjunto TB5.

HILS HMEH
1300 0,45 12 718,53 0,54 10 428,03
13001500 0,00 19 132,57 0,01 14 1159,33
1500 0,58 7 2163,82 0,52 4 2982,72
1700 0,77 4 4493.49 0,82 0 4992,14
11000 0,97 0 7321,22 1,10 0 8582,74
Avg./Sum 0,55 42 2965,93 0,60 28 3628,99

TB5*. Um deles considerou os desvios relativos pareados obtidos pelos algoritmos
HILS e KS, enquanto o outro considerou os desvios relativos pareados obtidos pe-
los algoritmos HILS e CM. Em ambos os casos, adotou-se uma hipotese alternativa
unilateral, segundo a qual o algoritmo HILS fornece solu¢oes de melhor qualidade do
que os demais. Os resultados evidenciaram, com significancia estatistica, que o HILS
fornece solugoes de melhor qualidade do que o algoritmo KS (p-valor = 0,0013) e do
que o algoritmo CM (p-valor = 0,0152).

Por fim, avaliou-se a capacidade do algoritmo HILS de gerar solugdes melhores do
que as entao conhecidas para as 55 instancias do conjunto TBb cujos valores 6timos
sao desconhecidos. Para isso, os valor de fie¢ de cada instancia foi comparado com
o respectivo melhor valor conhecido da literatura (Best Known Value - BKV). O
algoritmo HILS atualizou 22 BKVs, o que corresponde a 40% das instancias sem
valores 6timos conhecidos. A Tabela 6.8 apresenta esses resultados. Nela, a coluna

“Melhoria(%)” apresenta o percentual de melhoria, calculado pela féormula 100 x

(BKV — fpest)/BKV.
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Tabela 6.8: Novos BKVs fornecidos pelo HILS.

Inst. BKV Jbest t Melhoria (%)
i300 2 16140,0019 16138,88  2068,89 0,007
i300 3 15687,380) 15686,29  2183,93 0,007
i300 4 18312,60)  18215,87  2094,75 0,528
i300 5 18315,44(6)  18288.06  2141,77 0,149
i500 1 26824,44D  26774,78  4654,67 0,185
i500 3 28362,142) 2827524 272174 0,306
i700 1 37616,61Y 3747445 15778,03 0,380
i700 2 35076,86(1)  34899.95  9752,17 0,504
i700 3 34977,47M  34903,76  6746,31 0,210
i700 7 21437,82%  21436,12  6139,86 0,008
i700 8 20823,17M  20798,33  4021,74 0,119
i700 10  22274,57W 2221951  3431,56 0,247
i1000 1 50732,70®)  50371,91 14365,09 0,711
10002 51677,0000  51525,90 10841,45 0,292
i1000 3 48141,97M 4792216 13123,62 0,457
11000 4 49909,44?) 4792216  9931,21 0,234
i1000 5  51824,38M  51642,78 10740,55 0,350
i1000 7  27522,12(0 2739748  4946,24 0,453
i1000 8  27638,393) 27546,78  5812,37 0,331
i1000 9  27127,70%  27076,45  6061,24 0,329
i1000 10 27469,73") 2738850  7631,24 0,296
i1000 20 21618,06® 21613,16 6186,31 0,023

O algoritmo HILS atualizou as solugoes de 10 das 20 instancias do subconjunto
11000, que pode ser considerado o subconjunto mais dificil de instancias a ser resol-
vido, uma vez que nao ha solucao 6tima conhecida para nenhuma instancia. A maior
melhoria ocorreu para a instancia ¢1000 1, com um ganho de 0,711%.

Os tempos computacionais obtidos pelo HILS nao sao diretamente comparaveis
aos reportados por outros autores, pois as configuragoes das maquinas utilizadas
diferem significativamente das adotadas nos experimentos dos demais algoritmos.
Considerando que o SSCFLP ¢é aplicado em decisoes estratégicas, a principal exigéncia
em relagao ao tempo computacional é que ele seja vidvel na pratica. Os tempos
médios obtidos para os conjuntos TB4*, TB5* e TB5 foram, respectivamente, 184,86,
2962,68 e 2965,93 segundos. O maior valor de t observado foi de 12988,66 segundos,
correspondente a instancia i1000 1. Esse tempo ¢é vidvel em aplicagoes praticas do
SSCFLP, uma vez que decisoes estratégicas de localizacao geralmente sao tomadas

em horizontes de planejamento de médio e longo prazo.
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6.2.2.2 Analise do procedimento identificacao de locais promissores

O procedimento inicial para a selecao de locais promissores é semelhante ao do
algoritmo KS. Recorde que ele seleciona os locais j € J que satisfazem a condicao
¢(y;) < 60 x o, em que ¢(y;) € o custo reduzido de y; na solugao da relaxagao linear
do SSCFLP, o é a média dos custos reduzidos positivos das varidveis y; e 6 ¢ um
parametro do procedimento. Para avaliar esse procedimento, apurou-se para cada
instancia de TB4 e TB5 com valor 6timo conhecido (57 instancias) e para cada valor
de § € {0,0,25,0,50}: o percentual de locais considerados promissores e se o conjunto
de locais promissores coincidiu com o de locais com facilidades abertas na solugao
Otima.

A Tabela 6.9 apresenta um resumo dos resultados. As colunas Min, Avg e Max
representam, respectivamente, os percentuais minimo, médio e maximo de locais
considerados promissores para os valores 0,00, 0,25 e 0,50 de §. A coluna N mostra
o nimero de instancias em que o conjunto de locais promissores nao coincidiu com o

de locais com facilidades abertas na solucao 6tima.

Tabela 6.9: Resultado da analise do procedimento de identificagao de locais promis-
sores do HILS

0 = 0,00 0=20,25
Data set Inst Min Avg Max N Min Avg Max N
TB4 12 4 28,9 96,0 1 8,0 39,2 98,0 0
TB5 45 9 84,5 99,0 7 20,7 87,3 99,7 1
0 = 0,50
Data set #Inst Min Avg Max N
TB4 12 23,0 46,3 98,0 0
TB5 45 32,7 90,5 99,8 1

Os resultados mostram que o ntmero de locais selecionados pode variar consi-
deravelmente de uma instancia para outra, independentemente do valor de §. Esse
comportamento pode ser observado pela grande diferenca entre os valores das colunas
“Min” e “Max” em ambos os conjuntos. Valores proximos de 100 na coluna “Max”
indicam que héa instancias em que o procedimento considera quase todos os locais
como promissores. Verificou-se que isso ocorre porque, em determinadas instancias,
h& um grande nimero de locais j € J com ¢(y;) positivos, porém muito proximos de
zero. Para esses casos, a condigao ¢(y;) < d x o tende a ser satisfeita para qualquer

valor de § > 0. Por outro lado, os baixos valores nas colunas “Min” indicam que ha
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instancias em que o procedimento considera apenas uma pequena fracao dos locais
como promissores. Como esperado, o aumento do valor de § elevou o percentual
médio de locais considerados promissores.

Para os dois valores de 6 = 0,25 e § = 0,50, obteve-se N = 0 no conjunto TB4
e N = 1 no conjunto TB5. Esse resultado mostra que a identificagao de locais
promissores falhou em selecionar exatamente o conjunto de locais com facilidades
abertas na solugao 6tima em apenas uma instancia dentre 57 (ou seja, 1,75% do total
de instancias). A escolha 0 = 0,25 mostrou-se mais vantajosa, pois os percentuais
médios de locais considerados promissores sao menores do que os correspondentes

para ¢ = 0,50, reduzindo ainda mais o espaco de busca sem eliminar a solugao 6tima.

6.2.2.3 Anailise das componentes do algoritmo HILS

Para analisar o efeito de cada componente no desempenho do HILS, foram realiza-
dos experimentos com variantes obtidas pela remocao de uma de suas componentes.
Cada variante foi denominada HILS-X, sendo X igual a A, B, C, D, E ou F, conforme
descrito na Tabela 6.10. Esta tabela apresenta, na primeira coluna, o nome da vari-
ante; na segunda, a componente removida; e, na terceira, as linhas correspondentes

removidas no pseudocodigo do HILS descrito pelo Algoritmo 7 da Segao 5.1.

Tabela 6.10: Variantes do algoritmo HILS obtidas removendo uma componente

Variante Componente removida Linhas no pseudocodigo
HILS-A Procedimento de abertura linha 3

HILS-B Procedimento VND linha 4

HILS-C Resolugao do SSCFLP Restrito pelo solver linha 6

HILS-D Procedimento ILS-I linha 7

HILS-E Resolugao do GAP pelo solver linha 11

HILS-F Procedimento ILS-II linhas 8 e 12

Cada variante HILS-X foi executada cinco vezes em cada instancia utilizada na
calibracao, bem como na instancia i1000 1, que apresentou o maior tempo de exe-
cucao no experimento com o HILS. Para cada variante, foram calculados os desvios
percentuais relativos entre as médias dos valores da fungao objetivo e o valor 6timo
para a instancia capad, e entre as médias dos valores da funcao objetivo e os limitantes
inferiores de LI2 para as demais instancias.

As colunas d(A) da Tabela 6.11 apresentam a diferenca entre os desvios relativos
obtidos nas variantes HILS-X e os obtidos pelo algoritmo HILS em sua versao com-
pleta. Valores positivos de d(A) indicam pior desempenho da variante HILS-X. Por

exemplo, na instancia 11000 1, houve um aumento de 40,13 no valor de A ao utili-
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Tabela 6.11: Resultado da avaliacao de componentes do HILS

HILS-A HILS-B HILS-C
d(A)  Dev(t)(%) d(A)  Dev(t)(%) d(A)  Dev(t)(%)
capa3 0,00 413 0,00 1069 1006  +67,54
1300 16 0,00 -13,68 0,00 -15,29  +0,36 -21,09
13001500 7 0,00 -4,40 0,00 -0,21 +0,10 +861,94
500 2 40,04 1026 -001 450,03 40,33 -57,34
11000_9 +0,19 -10,84 40,17 0,68 +0,11 -54,07
110001 10,13 L1255 40,12 735 40,13 -30,44
HILS-D HILS-E HILS-F
d(A)  Dev(t)(%) d(A)  Dev(t)(%) d(A)  Dev(t)(%)
capa3 0,00 -15,50 0,00 -2,08 0,00 -3,95
30016 0,00 42044 0,00 003 0,00 10,91
3001500 7 0,00 252,07 0,00 1075 0,00 22,90
500 2 10,04 11679 -0,03 546 -0,02 12,05
11000_9 0,00 +25,10 +0,07 -36,86 -0,01 -6,99
11000 1 10,15 423,86 +0,11 21,87 40,07 8,34

zar a variante HILS-A, indicando que essa variante gera solugoes que apresentam, em
média, um desvio relativo médio 0,13 pontos percentuais maior do que o obtido pelo
algoritmo HILS. Por sua vez, as colunas Dev(t)(%) apresentam os desvios percentuais
relativos dos tempos médios obtidos pelas variantes HILS-X em relacao aos tempos
médios obtidos pelo algoritmo HILS em sua versao completa. Valores positivos de
Dev(t)% indicam o percentual de tempo adicional consumido pela variante HILS-X
em comparagao com a versao completa. Por outro lado, valores negativos indicam o
percentual de reducao de tempo pela variante HILS-X em relacao ao tempo da ver-
sao completa. Por exemplo, na instancia capa3, a variante HILS-C consumiu 67,54%
mais tempo do que sua versao completa, enquanto, na instancia i300 16, consumiu
21,09% menos tempo. Os resultados mais significativos estao destacados em negrito.

Os resultados da variante HILS-A mostram que, ao remover o procedimento de
abertura, o algoritmo obteve solugoes piores, especialmente nas instancias 11000 9
(d(A) = 40,19) e 11000_1 (d(A) = 40,13). Esse pior desempenho também é obser-
vado quando se remove o procedimento VND, uma vez que d(A) = +0,17 na instancia
11000_9 e d(A) = +0,12 na i1000_1 para a variante HILS-B. Os resultados da HILS-
C mostram que, sem a componente de resolucao do SSCFLP reduzido pelo solver,
héa piora na qualidade das solucoes em todas as instancias, sendo essa piora mais
significativa nas instancias 1300 16 e i500 2, para as quais se tem d(A) = +0,36
e d(A) = 40,33, respectivamente. Os resultados das variantes HILS-D, HILS-E e
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HILS-F mostram que a remocao dos procedimentos ILS-I, resolucao do GAP pelo
solver na fase II e ILS-II piorou a qualidade das solugoes na instancia i1000 1, com
valores de d(A) iguais a +0,15, +0,11 e +0,07, respectivamente. Conclui-se que todas
as componentes do algoritmo HILS contribuem positivamente para o desempenho do
algoritmo, em termos de qualidade das solugoes geradas, em pelo menos uma das
instancias testadas. Além disso, indicam que esse beneficio é mais significativo para
a componente responsavel pela resolu¢ao do SSCFLP reduzido pelo solver e menos
significativo para o procedimento ILS-II.

Quando uma componente é removida do algoritmo HILS, nao ha tempo gasto
com sua execucao e, caso ela consuma muito tempo de execucdo, espera-se uma
redugao consideravel no tempo total de execugao do algoritmo. Os resultados indi-
cam que esse fato ocorre principalmente para a componente que resolve o SSCFLP
reduzido utilizando o solver nas instancias 1300 16 (Dev(t) = —21,09%), 1500 2
(Dev(t) = —57,34%), 11000 9 (Dev(t) = —54,07%) e 11000 1 (Dev(t) = —30,44%),
bem como no procedimento de resolucao do GAP pelo solver na fase II do HILS nas
instancias 110009 (Dev(t) = —36,86%) € 11000 1 (Dev(t) = —21,87%). Entretanto,
ao desconsiderar uma componente, as solucoes obtidas em determinada etapa do al-
goritmo podem ser piores do que aquelas obtidas pela versao completa do HILS na
mesma etapa, fazendo com que os procedimentos posteriores consumam mais tempo
do que na versao completa do algoritmo, aumentando o tempo total do algoritmo.
Os resultados indicam que isso ocorre com a componente VND na instancia i500 2
(Dev(t) = +50,03%), com a componente de resolu¢ao do SSCFLP reduzida pelo sol-
ver nas instancias capa3 (Dev(t) = 4+67,54%) e 13001500 7 (Dev(t) = +861,94%),
e com a componente ILS-I nas instancias i300_16 (Dev(t) = +20,44%), 11000_9
(Dev(t) = +25,10%) e i1000_1 (Dev(t) = +23,86%). Para as demais componentes,
como os valores absolutos de Dev(t)(%) s@o pequenos, torna-se dificil concluir se as
variacoes de tempo decorrem da natureza estocastica do algoritmo ou da remocao da
componente. Essa analise indica que o VND pode reduzir consideravelmente o tempo
de execugao em algumas instancias, enquanto a resolugdo do GAP pelo solver pode
aumenté-lo significativamente em determinados casos. Além disso, os procedimentos
ILS-TI e de resolucao do SSCFLP reduzido pelo solver podem tanto aumentar quanto
reduzir o tempo total de execucao, dependendo das caracteristicas da instancia con-

siderada.

6.2.2.4 Anailise do efeito de se utilizar uma versao do CPLEX mais antiga

O uso de solvers para a resolucao de modelos de programac¢ao matematica pode

tornar o desempenho do HILS dependente da eficiéncia desses solvers. Retome que
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os experimentos com o HILS utilizaram o CPLEX, versao 22.1. Para analisar o efeito
do uso de uma versao mais antiga, o HILS foi executado com o CPLEX versao 12.7,
mantendo-se os mesmos parametros utilizados no HILS com CPLEX 22.1.

A Tabela 6.12 apresenta os resultados comparativos. Nela, a coluna d(A) indica
a diferenca entre os valores de A obtidos pelo HILS com CPLEX 12.7 e os obtidos
pelo HILS com CPLEX 22.1. J&a a coluna Dev(t)% apresenta os desvios percentuais
relativos entre os valores de t obtidos pelo HILS com CPLEX 12.7 e os obtidos pelo
HILS com CPLEX 22.1. O valor médio de d(A) obtido foi de 0,006, indicando que a
influéncia da versao do CPLEX sobre a qualidade das soluc¢oes geradas pelo algoritmo
HILS foi insignificante. Por outro lado, a média dos valores de Dev(t)% foi de 41,24%,
indicando um aumento significativo no tempo de execucao ao se utilizar a versao mais

antiga.

Tabela 6.12: Resultado da avaliacao do uso de diferentes versoes do CPLEX no HILS
HILS com CPLEX 12.7 HILS com CPLEX 22,1

A / A t d(A)  Dev(t)%
capa3 0,000 206,40 0,000 121,24 0,000 41,26
i300 16 0,000 76,17 0,000 47,04 0,000 38,25
13001500 7 0,000 182,15 0,000 110,42 0,000 39,38
1500 2 1,208 9402,44 1,222 4186,64 -0,014 55,47
11000 _9 1,058 13562,27 1,019 7831,37 0,040 42,26
11000 _1 1,433 18776,16 1,421 12988,66 0,011 30,82

Avg. 0,006 41,24

6.3 Experimentos com o algoritmo NCS

Esta secao apresenta os experimentos computacionais realizados com o NCS. Os
procedimentos do algoritmo foram implementados em C++. Os testes foram realizados
em uma méquina Intel Core i5-11400H de 2.70 GHz, com 16 GB de memoéria RAM
e sistema operacional Ubuntu 24.04 LTS. Nos procedimentos que requerem a solucao
exata de subproblemas, utilizou-se o solver CPLEX, versao 22.1.1 configurado para
resolver os problemas de forma deterministica (ParallelMode = 1) e utilizando ape-
nas uma thread (Threads = 1). Uma excegao foi feita para os problemas da mochila
com coeficientes inteiros presentes nos procedimentos LCILiftingSequencial e FCGe-
racaoColunas, descritos nas Subsegoes 5.2.1.1 e 5.2.1.3. Nesses casos, foi utilizado o
algoritmo Minknap de Pisinger (1997). O NCS foi testado nos conjuntos TB1-TB5

apresentados na Tabela 6.1.
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Esta secao esta organizada da seguinte forma. Inicialmente, a Subsecao 6.3.1
apresenta os experimentos com a componente PC+PIS do NCS (Algoritmo 9). Em
seguida, a Subsecao 6.3.2 apresenta os experimentos com o algoritmo NCS configurado

com a versao da componente PC+PIS que apresentou desempenho superior.

6.3.1 Experimentos com o procedimento PC+PIS

Inicialmente, foram conduzidos experimentos com o procedimento PC+PIS pro-
posto na Secao 5.2.1 para comparar versoes que utilizam diferentes procedimentos
de geracao de planos de corte. O objetivo é selecionar uma versao a ser utilizada na
linha 2 do Algoritmo 11 (NCS).

Primeiramente, a Subsecao 6.3.1.1 compara duas versoes que utilizam todos
os procedimentos descritos nas Subsecoes 5.2.1.1-5.2.1.3. A primeira, denominada
PC+PISxy, gera planos de corte ao explorar os politopos da mochila ij e V. A
segunda, denominada PC+PISx, explora apenas X]y, desativando a linha 13 do Al-
goritmo 9. Dessa forma, é possivel avaliar se ha beneficios na geracao de planos de
corte a partir do politopo ). Observe que esses cortes sao obtidos a partir da restri-
¢ao redundante (5.4) da formulagdo do SSCFLP apresentada no Capitulo 3. Embora
Yang et al. (2012) e Gadegaard et al. (2018) tenham utilizado tais cortes, eles ndo
apresentaram evidéncias experimentais de suas vantagens quando o método de planos
de corte é combinado com a estratégia PIS.

Na Subsecgao 6.3.1.2, seleciona-se a melhor versao entre PC+PISxy e PC+PISx e
analisa-se o efeito de cada procedimento de geragao de planos de corte, com o objetivo
de selecionar uma familia de cortes efetiva para o algoritmo NCS.

Em todos os experimentos com versoes do procedimento PC+PIS, adotaram-se
os seguintes parametros: TolerCuttingPlane = 0.0001 como critério de parada do
procedimento de planos de corte, MaxIterFc = 50 e M = 10° no procedimento FCGe-
racaoColunas. Os experimentos foram conduzidos em uma amostra de 50 instancias
dos conjuntos benchmark considerados nesta Secao. A amostra foi selecionada da
seguinte maneira: para cada subconjunto de TB1-TB5 foram selecionadas aleatori-
amente max{1, |n/5]} instancias, em que n representa o numero de instancias do
subconjunto.

As relaxacoes parciais obtidas pelas versoes do PC+PIS foram resolvidas com um
limite de tempo de 3600 segundos. Para avaliar a qualidade dos LIs fornecidos por
cada versao na amostra, foi calculado, para cada instancia, o valor de A(BKV, LI)%.
Em seguida, foi considerada a média desses valores, denotada por A(LI)%. Assim,
quanto menor o valor de A(LI)%, melhor a qualidade dos Lls.

Para avaliar o custo computacional de cada versao, foi utilizada a média geo-
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métrica, denotada por t, dos tempos de execucdo em cada instancia da amostra,
incluindo o tempo de resolucao das relaxacoes parciais resultantes. Optou-se pela
média geométrica (em vez da média aritmética) por reduzir o impacto de valores
de tempo de execucao muito discrepantes entre instancias de diferentes conjuntos

benchmark.

6.3.1.1 Experimentos com as versoes PC+PISxy e PC+PISy

Em ambas as versoes, PC+PISx e PC+PISxy, os LCIs sao gerados primeiro,
seguidos por LPIs e, por fim, por FCs. Cada procedimento é aplicado apenas se o
anterior nao produzir um plano de corte violado. LCIs sao gerados antes de LPIs
porque estudos como o de Kaparis & Letchford (2010) indicam que essa ordem é
mais eficiente para identificar planos de corte violados em politopos da mochila.
Para gerar Cls, os procedimentos propostos na Subsecao 5.2.1.1 sao aplicados em
ordem nao decrescente de complexidade: CIGulosaA, ClGulosaB, CIlGulosaNova e
ClExato. Conforme discutido na Subsecao 5.2.1.1, um CI é sempre selecionado,
seja ele violado ou o mais proximo de ser violado, para gerar um LCI. Devido a
sua menor complexidade, o procedimento LCIFungaoSuperaditiva é aplicado antes
do LCILiftingSequencial; esse tltimo é utilizado apenas se o primeiro nao gerar um
plano de corte violado.

Os resultados das versoes PC+PISxy e PC+PISx sao apresentados na Tabela 6.13.
A versao PC+PISx apresenta desempenho superior ao da PC+PISxy tanto em termos
de qualidade do limitante inferior (menor A(LI)%) quanto de tempo de execugio
(menor t). Esses resultados indicam que a geracao de planos de corte exclusivamente

a partir de X} ¢ mais eficaz do que a exploracao conjunta de X} e J no Algoritmo 9.

Tabela 6.13: Resultados comparativos dos procedimentos PC+PISxy e PC+PISx.

Versao A(LD% ¢
PCPISxy 0,1153 5.8
PC+PISx  0,1081 4,22

6.3.1.2 Avaliacao do efeito de cada procedimento de geracao de planos

de corte

Nesta subsecao, avalia-se o efeito de cada procedimento de geracao de planos
de corte na versao PC-+PISx sobre a qualidade dos LIs e o tempo computacional.
Para isso, sao conduzidos experimentos com versoes, denotadas por PC+PISx-X,

em que 1 < X < 8, cada uma obtida pela remocao de um procedimento da versao
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PC{PISx. Para cada versdo, sio calculados os indicadores 7(LI) e r(t), que repre-
sentam, respectivamente, as razoes entre os valores de A(LI)% e de ¢ obtidos e os
valores correspondentes da versao PC+PISx. Por fim, o efeito de cada procedimento
é classificado da seguinte forma: se a qualidade dos LIs da versao PC+PISx-X for
pior (r(LI) > 1), o procedimento removido tem efeito positivo na qualidade dos Lls;
caso contrario, tem efeito negativo. De forma analoga, se o tempo de execucao da
versao PC+PISx-X for maior (r(f) > 1), o procedimento removido tem efeito positivo

no tempo computacional; caso contrario, tem efeito negativo.

Tabela 6.14: Resultados da avaliacao do efeito individual de cada tipo de corte

Efeito

Procedimento Qualidade Tempo de
Versao removido ALD% ¢ r(LI)  r(f) dos LIs €Xecugao
PC | PISx 0,1081 4,22
PC:PISx-1 CIGulosaA 0,1180 4,52 1,0913 1,07 Positivo  Positivo
PC+PISx-2 CIGulosaB 0,1132 4,25 11,0472 1,01  Positivo Positivo
PC+PISx-3 ClIGulosaNova 0,1186 4,01 11,0971 0,95 Positivo Negativo
PC+PISx-4 ClExato 0,1142 3,24 11,0561 0,77 Positivo Negativo

PC+PISx-5 LCIFuncaoSuperaditiva  0,1116 4,41 1,0320 1,05  Positivo Positivo
PC+PISx-6 LCILiftingSequencial 0,1235 4,17 1,1427 0,99  Positivo Negativo
PC+PISx-7 LPIFungaoSuperaditiva  0,1079 4,17 0,9981 0,98 Negativo  Negativo
PC+PISx-8 FCGeragaoColunas 0,1672 2,04 11,5467 0,48  Positivo Negativo

A Tabela 6.14 apresenta os resultados dessa analise. Observa-se que CIGulosaA,
CIGulosaB e LCIFuncaoSuperaditiva mostram-se altamente benéficos, pois apresen-
tam efeito positivo tanto na qualidade dos LIs quanto no tempo de execugao. Os
procedimentos CIGulosaNova, ClExato, LCILiftingSequencial e FCGeragaoColunas
apresentam efeito positivo na qualidade dos LIs, mas efeito negativo no tempo de
execucao. Além disso, LPIFuncaoSuperaditiva é o tnico procedimento com efeito
negativo sobre a qualidade dos LIs; nesse procedimento, o efeito também foi negativo
no tempo de execugao.

Para aplicacao no NCS, adota-se o critério de que os procedimentos que melhoram
a qualidade dos LIs devem ser selecionados, mesmo que aumentem o tempo compu-
tacional. Portanto, a versao PC+PISx-7 é selecionada para ser utilizada na linha 2
do Algoritmo 11 (NCS).

Ressalta-se que as conclusoes obtidas a partir da anélise do efeito individual de
cada procedimento de geracao de planos de corte podem ser aplicadas em outros

métodos de solugao, inclusive no contexto de outros problemas combinatorios.

6.3.2 Experimentos com o algoritmo NCS completo

Nos experimentos com o algoritmo NCS (Algoritmo 11), os critérios de parada
foram definidos da seguinte forma: NCSGapToler = (.01 e TLimNCS = 28800 segundos
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(8 horas). Utilizou-se a versdo PC+PISx-7 do procedimento PC+PIS na linha 2,
adotando as mesmas configuragoes empregadas na Subsecao 6.3.1. Um limite de
tempo de 3600 segundos (1 hora) para a resolugdo da relaxac@o parcial obtida com
o procedimento PC+PISx-7 foi imposto. Essa configuracao evita que todo o tempo
de execucao do algoritmo NCS seja consumido pela resolucao da relaxacao parcial
obtida via PC+PISx-7.

Para resolver os problemas esparsos nos conjuntos de dados TB3 e TB5,
configurou-se NodeFileInd = 3 no CPLEX 22.1.1. Essa configuracao armazena a
arvore de busca em um arquivo compactado no Como os custos de alocacao dos
clientes e os custos fixos de abertura sao inteiros nos conjuntos TB1, TB2 e TB3,
definiu-se, para esses conjuntos, a tolerancia relativa de gap como 0 (MIPGap = 0)
e a tolerancia absoluta como 0,99 (AbsMIPGap = 0,99) nos modelos dos problemas
esparsos.custos de alocagao dos clientes e os custos fixos de abertura sao inteiros nos
conjuntos TB1, TB2 e TB3, definiu-se para esses conjuntos a tolerancia relativa de
gap como 0 (MIPGap = 0) e a tolerancia absoluta como 0,99 (AbsMIPGap = 0,99) nos
modelos dos problemas esparsos. Além disso, nesses conjuntos, utilizou-se o critério
de otimalidade LS — LI < 1, em vez de A(LS,LI)% < NCSGapToler, de modo a ga-
rantir a obtencao da solugao 6tima sem considerar uma margem de tolerancia. Para
os problemas densos, definiu-se a tolerancia de gap igual a 0 (MIPGap = 0) em todos
os conjuntos de dados.

O parametro U do Algoritmo 11 e os parametros Qmin, R e TimLimHeur do Al-
goritmo 12 foram calibrados utilizando o pacote IRACE (Lopez-Ibanez et al., 2016).
Para o treinamento, foram selecionadas as seguintes instancias: pl5 e p63 do con-
junto TBI1; y60-200-4 do conjunto TB2; g50-200-2-3 do conjunto TB3; capb2 do
conjunto TB4; e i300_8 e i1000 20 do conjunto TB5. Foi definida a expressao
LSy + 107% x ¢(LSy) como fungao de avaliagao no IRACE, em que LS é o valor da
fungao objetivo da primeira solugao viavel encontrada pelo algoritmo NCS, e ¢(LSy)
é o tempo de execugao, em segundos, necessario para obter essa solugao. O segundo
termo representa uma penaliza¢gao minima associada ao tempo de execucao. Essa pe-
nalizagao é utilizada para desempatar solugoes com o mesmo valor de funcao objetivo,
favorecendo menores tempos.

A Tabela 6.15 reporta o conjunto de parametros fornecidos ao IRACE e os retor-
nados no resultado da calibragao.

Utilizando a configuragao descrita nesta subsecao, o algoritmo NCS foi executado
em todas as instancias dos conjuntos TB1 a TB5 da Tabela 6.1. Os resultados

detalhados dos experimentos estao disponiveis na Se¢ao A.3 no Apéndice A.
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Tabela 6.15: Resultado da calibragao de parametros do NCS

Parametro Valores fornecidos  Valor na melhor configuracao
U {6,8,10, 12} 10

Qmin {5,6,7,8,9} 6

R {1,2,3,4,5} 4

TimLimHeur {1800, 3600, 4800} 3600

Tabela 6.16: Resumo dos resultados obtidos pelo algoritmo NCS.

Novos Opt Conhecidos  Solucbes Novos

Conjunto Inst Opt t Opt Nao Encontrados Factiveis BKVs
TB1 7171 0,86 0 0 71 0
TB2 20 20 28,11 0 0 20 0
TB3 45 44 1102,55 6 0 45 1
TB4 12 12 132,01 0 0 12 0
TB5 100 58 13283,72 2 0 100 26
Total 248 205 8 0 248 27

Tabela 6.17: Novos valores 6timos encontrados pelo algoritmo NCS.

Instancia  Valor 6timo t Insténcia Valor 6timo t
nl9 (TB3) 25953 24,58 n33 (TB3) 34878 11,32
n20 (TB3) 25328 331,32 n34 (TB3) 34820 366,83
n31 (TB3) 34860 169,34 i700 13 (TB5) 17284,72  17029,47
n32 (TB3) 36549 18982,61 11000 18 (TB5) 20752,92  9346,50

6.3.2.1 Analise dos resultados

A Tabela 6.16 apresenta um resumo dos principais resultados obtidos com o NCS.
Nas colunas 3 e 4 sdo apresentados o nimero de solugbes 6timas obtidas (Opt) e
o tempo médio de execugao (). As demais colunas reportam o nimero de novos
valores 6timos encontrados (Novos Opt), o ntimero de valores 6timos conhecidos nao
encontrados pelo NCS (Opt Conhecidos Nao Encontrados), o ntimero de insténcias
para as quais o algoritmo retornou uma solugao viavel (Solugoes Factiveis) e o niimero
de novos melhores valores conhecidos (Novos BKVs).

O algoritmo NCS encontrou solugoes 6timas para todas as instancias dos conjuntos
TB1, TB2 e TB4; para 44 das 45 instancias de TB3; e para 58 das 100 instancias
de TB5. No total, foram obtidos 205 valores 6timos dentre 248 instancias, incluindo
8 novos valores 6timos, apresentados na Tabela 6.17. Como o nimero total de “Opt
Conhecidos Nao Encontrados” é igual a zero, os valores 6timos encontrados pelo NCS
incluem todos os previamente reportados na literatura. Em relagao ao tempo de
execugao, observa-se uma variagao significativa entre os conjuntos de dados (t < 1
para TB1 e ¢ > 13000 para TB5).

Adicionalmente, o NCS atualizou 27 melhores valores conhecidos (BKVs), cor-
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respondendo a 63% das instancias sem solugoes 6timas conhecidas (43 instancias).
Os novos BKVs sao apresentados na Tabela 6.18. As melhorias obtidas sao rela-
tivamente pequenas, variando de 0,004% a 0,22%. Do ponto de vista préatico, tais
melhorias podem ser pouco relevantes em aplicagoes reais, especialmente diante da
incerteza inerente aos dados de entrada. Por outro lado, dada a maturidade da litera-
tura sobre o SSCFLP e a proximidade entre os valores conhecidos, mesmo pequenas
melhorias sao dificeis de alcancar, o que indica que a abordagem proposta é capaz de
explorar o espago de solugoes de forma mais eficaz. Assim, sob a perspectiva algo-
ritmica, essas melhorias representam uma contribuicao relevante para o avanco dos

métodos de solugao para o SSCFLP.

Tabela 6.18: Novos BKVs encontrados pelo algoritmo NCS

Inst BKV atual Novo BKV  Melhoria%
TB3
n35 34142,00  34140,00 0,006
TB5
13003 15666,23 15649,41 0,107
i500 1 26731,63 26698,33 0,125
i500 2 28460,43 28431,44 0,102
i500_3 28275,24 28212,43 0,222
i500_4 28489,69 28450,80 0,137
i500 5 24969,40 24920,99 0,194
i500 9 16418,30 16399,40 0,115
i700 1 37343,34 37302,35 0,110
i700 2 34817,44 34783,64 0,097
17003 34759,07  34739,12 0,057
i700_5 38230,13 38158.,53 0,187
i700_9 21102,39 21090,04 0,059
i700_10 22210,50 22188,50 0,099
i700 11 17188,47 17180,27 0,048
i700_12 18201,06 18194,03 0,039
700 15 1822075  18218,21 0,014
i1000_1 50104,98 50049,24 0,111
i1000_3 47737,73 47701,98 0,075
i1000_5 51415,41 51408,93 0,013
i1000_10  27388,50 27364,31 0,088
i1000_12 22231,18 22226,96 0,019
i1000_13 2274561 22728,86 0,074
i1000_14 22405,92 22401,92 0,018
i1000_15  22704,67 22687,95 0,074
i1000_16  21390,24 21386,85 0,016
i1000 17 21234,62 21233,77 0,004
i1000_19 20597,01 20591,21 0,028
i1000_20  21601,55 21598,54 0,014

O algoritmo NCS nao encontrou solugoes 6timas em 43 das 248 instancias. Todos
os valores na coluna “Opt Conhecidos Nao Encontrados” sao iguais a zero, indicando

que nenhuma dessas instancias possui solu¢ao 6tima conhecida reportada na litera-
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Tabela 6.19: Resultados comparativos entre NCS-2 e NCS
Conjunto Inst Opt Dif Opt r(¢) Solugdes Viaveis

TB1 1 71 0 0,88 71
TB2 20 20 0 1,10 20
TB3 45 40 4 4,26 40
TB4 12 12 0 1,11 12
TB5 100 58 0 1,14 58
Total 248 201 1 201

tura. Os valores na coluna “Solugoes Factiveis” indicam que, para todas as instancias
de todos os conjuntos de dados, o NCS retorna uma solucao 6étima ou, ao menos, uma
solugao viavel.

Além disso, em 30 das 43 instancias, o algoritmo atingiu o limite de tempo ao
resolver o primeiro problema esparso. Portanto, mesmo com as heuristicas propostas,
a resolucao dos PEs pode representar um desafio para o algoritmo NCS. Esse resultado
estd em consonancia com a conclusao de Gadegaard et al. (2018), que identificaram

a resolucao dos PEs como o principal gargalo de seu algoritmo.

6.3.2.2 Analise do procedimento heuristico proposto

Também foi avaliado o efeito da heuristica desenvolvida neste trabalho sobre o
algoritmo NCS. Para isso, considerou-se uma variante denominada NCS-2, que nao
aplica a heuristica. Executou-se o NCS-2 em todas as instancias dos conjuntos ben-
chmark considerados nos experimentos com o NCS, e compararam-se os resultados
obtidos com os do NCS. A Tabela 6.19 apresenta os resultados obtidos. A coluna
“Dif Opt” reporta a diferenca entre o nimero de solu¢oes 6timas encontradas pelo
NCS-2 e pelo NCS, enquanto a coluna r(f) reporta a razao entre seus tempos médios
de execucgao.

Os resultados mostram que, para os conjuntos TB2, TB4 e TB5, o NCS-2 apre-
senta desempenho inferior ao do NCS, pois encontrou o mesmo nimero de solugoes
Otimas, porém com tempo médio de execugao maior (r(f) > 1). Para o conjunto
TB3, o NCS-2 apresenta desempenho significativamente pior: encontrou quatro solu-
¢oes Otimas a menos (Dif Opt = —4), com tempo médio de execu¢ao mais de quatro
vezes maior do que o do NCS (r(¢) = 4,26). Observa-se ainda que os valores nas
colunas “Solugoes Viaveis” e “Opt” para o NCS-2 sao iguais. Esse resultado indica
que, enquanto o NCS encontrou solugoes vidveis para todas as instancias, o NCS-2
encontrou solugoes viaveis apenas quando atingiu a solugao 6tima.

Conclui-se que a heuristica proposta melhora o desempenho do algoritmo NCS
em trés aspectos principais: reduz o tempo de execucao; aumenta a probabilidade

de encontrar solugoes 6timas; e permite que o NCS retorne solugoes vidveis mesmo
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quando solugoes 6timas nao sao encontradas.

6.3.2.3 Analise do crescimento da arvore de busca

Considerando as 205 instancias para as quais o algoritmo NCS encontrou solugoes
otimas, analisa-se o ntimero total de iteragoes (Totallter) e a iteracdo em que o valor
de LS do Algoritmo 11 coincide, pela primeira vez, com o valor 6timo (IterOpt).
Para isso, foram construidos gréaficos das frequéncias relativas acumuladas (FRAs)
de Totallter e IterOpt. Nesse ultimo, consideraram-se apenas as instancias para as

quais Totallter > 0. Esses gréficos sao apresentados nas Figuras 6.1a e 6.1b.
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Figura 6.1: FRAs para os valores de Totallter e IterOpt.

A Figura 6.1a mostra que, para aproximadamente 11% das instancias, a solucao
6tima foi encontrada ao resolver o modelo RDPy. Além disso, o algoritmo foi fina-
lizado antes do segundo nivel da arvore em aproximadamente 67% das instancias e
antes do terceiro nivel em aproximadamente 76% das instancias. Portanto, na maio-
ria das instancias, foram necessérias apenas poucas iteragoes para resolver o SSCFLP
com o algoritmo NCS.

Adicionalmente, desconsiderando os casos em que Totallter = 0, a Figura 6.1b
mostra que a solugao 6tima foi obtida na primeira iteracao para 88% das instancias
e até a décima iteracao para aproximadamente 99% delas. Esse resultado sugere que
o primeiro conjunto de localizagbes promissoras ja fornece o conjunto de facilidades
abertas na solugao 6tima, ou que sao necessarias apenas poucas modificagoes para

alcanga-la.

6.3.2.4 Comparacao com o algoritmo exato estado da arte e o solver
CPLEX

Esta se¢ao compara o desempenho do algoritmo NCS com o do algoritmo TP-ALG
e com o solver CPLEX nos conjuntos becnhmark de TB1 a TB5 da Tabela 6.1. Para

o experimento com o TP-ALG, utilizou-se o cédigo disponibilizado pelos autores em
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http://github.com/SuneGadegaard/SSCFLPsolver, configurando o CPLEX como
solver. Para o experimento com o CPLEX, este foi configurado para operar sob as
mesmas condigoes adotadas no experimento com o NCS. Para ambos os algoritmos
foi imposto um limite de tempo de 28800 segundos.

A Tabela 6.20 apresenta os resultados da comparacao. Eles sao reportados em
26 subconjuntos dos conjuntos de dados considerados. Para cada conjunto, foram
considerados os mesmos subconjuntos definidos nos estudos que os introduziram na
literatura. A anélise considera que o NCS é mais eficiente em um subconjunto quando
o outro algoritmo encontra um niimero de solugoes 6timas menor ou igual ao do NCS
(Dif Opt < 0) e apresenta tempo de execugdo maior (r(f) > 1). Os valores em
negrito na tabela indicam tais casos. Além disso, sao considerados o ntmero de
instancias em que a solu¢do obtida pelo CPLEX ou TP-ALG (desconsiderando a
prova de otimalidade) é melhor que a do NCS (coluna B) e o nimero de instancias
em que é pior (coluna W).

De acordo com a Tabela 6.20, o algoritmo NCS obteve desempenho superior ao do
CPLEX em 19 dos 26 subconjuntos. Dentre esses, em quatro subconjuntos encontrou
mais solugoes 6timas com menor tempo computacional, enquanto nos demais obteve
o mesmo numero de solucoes 6timas com menor tempo. Em nenhum subconjunto
o CPLEX encontrou mais solugoes 6timas do que o NCS, ou seja, Dif Opt < 0 em
todos os 26 subconjuntos. Destaca-se, ainda, que o CPLEX consumiu mais de 10 ve-
zes o tempo do NCS (r(#) > 10) nos subconjuntos y16-y20, nl-n5, n6-n10, n16-n20,
n21-n25 e n36-n40, e mais de 100 vezes nos subconjuntos n6-n10 e n16-n20. Esses
resultados indicam que o NCS é mais eficiente do que o CPLEX. Ademais, consi-
derando todas as instancias, o NCS apresentou desempenho superior, identificando
seis valores 6timos a mais. Nos casos em que a otimalidade nao foi comprovada, os
valores de B e W obtidos para o CPLEX (B = 8 contra W = 29) indicam que o NCS
produz solugoes heuristicas de melhor qualidade.

O desempenho superior do NCS em relacao ao CPLEX pode ser atribuido & es-
tratégia cut-and-solve que o fundamenta. Esse esquema permite direcionar a busca
por meio da fixacao de multiplas variaveis, conduzindo o algoritmo a nés da arvore
de busca que levam & solugao 6tima do SSCFLP. Como consequéncia, sao necessé-
rias poucas iteracoes para encontrar solucoes 6timas, conforme mostrado na Subse-
¢ao 6.3.2.3. O uso de uma relaxacao parcial forte e da heuristica proposta contribui
adicionalmente para a eficiéncia do método.

Em comparagao com o algoritmo TP-ALG, o NCS foi mais eficiente em 22 dos
26 subconjuntos. Em dois desses subconjuntos, encontrou mais solugoes 6timas em
menos tempo, enquanto nos demais encontrou o mesmo niimero de solugoes 6timas em

menos tempo. Em nenhum subconjunto, o TP-ALG encontrou mais solugoes 6timas
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Tabela 6.20: Resultados comparativos entre NCS, TP-ALG e o CPLEX

NCS CPLEX solver TP-ALG
~ Dif - Dif ~

Subset Inst Opt t Opt B W (%) Opt B W (%)
TB1

h1-h12 12 12 0,03 0O 0 0 0,68 0 0 0 2093
h13-h24 12 12 0,04 0 0 0 1,28 0 0 0 4,34
h25-h40 16 16 0,68 0 0 0 1,25 0 0 0 2,41
h41-h55 15 15 0,13 0 0 0 0,95 0 0 0 2,52
h56-h71 16 16 2,97 0 0 0 0,36 0 0 0 0,72
TB2

y1-y5 ) ) 13,01 0 0 0 3,24 0 0 0 1,53
y6-y10 5 5 40,93 o 0 0 7,72 0O 0 0 096
y1l-y15 5 5 21,09 0 0 0 7,33 0 0 0 1,40
y16-y20 5 5 39,59 0 0 0 35,10 0 0o 0 1,12
TB3

nl-n5 5 5 108,33 0 0 0 6299 0 0 0 555
1n6-n10 5 5 93,25 0 0 0 191,37 0 0 0 241
nll-nl5 5 5 1,70 0 0 0 3,38 0 0 0 561
n16-n20 5) ) 92,37 -1 0 1 143,45 -1 0 1 66,61
n21-n25 ) ) 18,09 0 0 0 25,40 0 0 0 18,14
n26-n30 ) ) 0,92 0 0 0 3,62 0 0 0 5,21
n31-n35 5 4 9666,02 -2 0 1 2,27 -3 0 4 2,52
1n36-n40 5 5 6,71 0 0 0 46,90 0 0 0 6,44
n41-n45 ) ) 5,60 0 0 0 2,68 0 0 0 3,67
TB4

capA 4 4 197,44 0 0 0 0,54 0 0 0 0,70
capB 4 4 12093 0 0 0 2,46 0 0 0 338
capC 4 4 68,65 0 0 0 1,15 0 0 13,65
TBb5

1300 20 16  6831,15 0 2 2 0,88 0 0 4 0,98
i3001500 20 20 170,26 0 0 0 0,19 0 0 0 1,87
1500 20 13 11933,84 -2 0 5 1,28 0 0 7 1,02
i700 20 7 20867,48 0 2 8 0,95 0 0 12 1,04
11000 20 2 26644,81 -1 4 12 1,06 0 0 18 1,02
Total 248 205 - 6 8 29 - -4 0 46 -

do que o NCS. Destaca-se, ainda, que o TP-ALG demandou mais de dez vezes o tempo
do NCS (r(t) > 10) nos subconjuntos n16-n20, n21-n25 e capC. Além disso, o NCS
encontrou quatro solugoes 6timas adicionais, considerando todas as instancias dos
experimentos (Dif Opt = -4). Esses resultados evidenciam a superioridade do NCS
em relagao ao TP-ALG ao encontrar mais solugoes 6timas ou a mesma quantidade de
solugbes Otimas mais rapidamente. A comparagao entre B e W para o TP-ALG (B
= 0 versus W = 46) indica que, quando o NCS e o TP-ALG nao produzem a mesma
solucao, o NCS produz consistentemente solugoes de melhor qualidade. No conjunto
TB5, considerando as 42 instancias para as quais nenhum dos algoritmos encontrou
a solucgao 6tima, o TP-ALG obteve solugoes piores em 41 delas (97,6%), e o mesmo

valor em apenas uma. Esse resultado evidencia a superioridade do NCS em termos
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Tabela 6.21: Resultados comparativos de LI e LSy fornecidos pelos algoritmos NCS
e TP-ALG

Z(LI())% Opt (LI()) E(LI(])
Conjunto NCS TP-ALG NCS TP-ALG NCS TP-ALG
TB1 0,062 0,262 37 36 0,22 0,15
TB2 0,086 0,624 0 0 6,79 3,96
TB3 0,014 0,189 0 0 0,85 0,96
TB4 0,001 0,050 1 1 55,66 45,65
TB5 0,208 0,501 4 1 854,14 669,38

Z(LSO)% Opt(LSo) f(LSO)
Conjunto NCS TP-ALG NCS TP-ALG NCS TP-ALG
TB1 0,009 0,000 28 35 0,38 0,73
TB2 0,000 0,920 19 3 17,86 23,29
TB3 0,000 0,616 42 16 29,64 21,70
TB4 0,001 0,001 11 2 55,79 17,67
TB5 0,209 1146,633 31 12 1796,73 27,59

da qualidade das solugoes heuristicas em conjuntos mais desafiadores.

Para analisar mais profundamente essa comparacao, recorda-se que o NCS, utili-
zando a versao PC+PISx-7, difere do TP-ALG principalmente nos procedimentos de
geracao de planos de corte e na obtengao do primeiro limite superior. Para relacio-
nar essas diferengas aos resultados, o primeiro limitante inferior (LI) obtido a partir
da relaxagao parcial e o valor da primeira solugao viavel (LSy) foram considerados
para ambos os algoritmos, bem como os tempos necessarios para obté-los, denota-
dos por t(Lly) e t(LSp). Em seguida, para cada conjunto de dados, calcularam-se as
médias de A(BKV, LIy)%, A(LSy, MLI)%, t(LIy) e ¢(LSp), em que MLI é o melhor
limitante inferior conhecido. Essas média foram denotadas por A(LIy)%, A(LSy)%,
t(LIp) e t(LSp), respectivamente. Além disso, apurou-se o nimero de instancias em
que LIy e LSy coincidiram com o valor 6timo, denotados por Opt(LIy) e Opt(LSy),
respectivamente.

Os resultados sdo apresentados na Tabela 6.21. Os valores na coluna A(LIy)%
sao menores para 0 NCS em todos os conjuntos, e os valores de Opt(LIj) sdo maiores
em dois conjuntos (TB1 e TB5) e iguais nos demais. O tempo médio para a obtengao
de LIy é maior para o NCS na maioria dos conjuntos. Entretanto, obter LIy de alta
qualidade apresenta vantagens importantes: além de fornecer um bom limitante infe-
rior, essa solucao é utilizada para selecionar o conjunto inicial de locais promissores.
Assim, considera-se que o NCS apresenta vantagem nesse aspecto.

Em relacdo & coluna A(LSy)%, o NCS apresenta valores menores nos conjuntos
TB2, TB3, TB4 e TB5 e valores maiores apenas no conjunto TB1. Os valores na
coluna Opt(LSy) indicam que, nesses quatro conjuntos, o nimero de instancias em

que LSy coincide com o valor 6timo é consideravelmente maior para o NCS. Quanto
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ao tempo necessario para obter LSy, os valores na coluna ¢(LSy) sdo menores para o
NCS em TB1 e TB2 e maiores nos demais conjuntos. Esses resultados indicam que
o NCS tende a produzir valores de LSy de maior qualidade, que coincidem com os
valores 6timos com maior frequéncia, embora possa demandar mais tempo computa-
cional para obté-los. Isso confere ao NCS vantagem na reducao do espaco de busca
dos problemas esparsos, desde a primeira iteracao. Esse aspecto é particularmente
importante, uma vez que a resolucao dos PEs constitui o principal desafio compu-
tacional em ambos os algoritmos. O desempenho superior do NCS em relagao ao
TP-ALG sugere que o tempo adicional necessério para obter LSy é compensado pelos
beneficios associados & sua maior qualidade.

A analise desses resultados indica que a obtencao de LIy e LSy de melhor qualidade

pelo NCS desempenha um papel-chave na superioridade do NCS em relagao ao TP-
ALG.

6.4 Experimentos com o algoritmo B&B-GVNS

Instancias para o RSSCFLP foram derivadas de conjuntos benchmark TB1, TB2,
TB3 e TB6 da Tabela 6.1. Para isso, valores nominais foram substituidos por inter-
valos de incerteza, considerando um parametro d, que determina a amplitude desses
intervalos da seguinte forma. Seja v o valor nominal de um parametro do SSCFLP.
Se v é o valor de uma demanda ou de uma capacidade, o intervalo de incerteza cor-
respondente é [v — dv, v + 0v]. Se v é o valor de um custo de aloca¢@o ou de um custo
de abertura, entdo o intervalo de incerteza correspondente ¢é [v,v + 0v].

Nos experimentos com o B&B-GVNS, adotou-se § = 20% na geragao das instan-
cias. Além disso, assumiu-se que cada nivel de robustez do RSSCFLP fosse proporcio-
nal ao namero total (ou estimado) de parametros sujeitos & incerteza correspondente.
Dada uma solu¢ao do RSSCFLP, a quantidade total de custos de alocagao incertos é
igual ao ntiimero de clientes. Ja cada facilidade possui uma tnica capacidade sujeita
a incerteza. A quantidade de custos de abertura foi estimada pelo numero () de
facilidades abertas na solucao da relaxacao linear do problema nominal. Por fim, a
quantidade de clientes alocados em cada facilidade foi estimada por P; = rnd(b;/d),
em que d representa a demanda média dos clientes e rnd(-) denota o operador de

arredondamento para o inteiro mais préximo. Introduzindo os parametros x¢, k/, k¢

e k¥ como constantes de proporcionalidade, as seguintes expressoes para os niveis de

robustez do modelo RSSCFLP foram obtidas:
I/ = rnd(k/ x Q); F? = re x Pj, Vj € J; F?’ =k’ VjeJ; T°¢=rnd(k®x |I]). (6.2)

Para determinar as constantes de proporcionalidade da expressao (6.2), realizou-
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se um experimento utilizando uma amostra S, na qual os parametros foram ajustados
iterativamente com base nas taxas de robustez obtidas. As taxas foram apuradas por
meio de simulagoes de Monte Carlo, nas quais se assumiu que os parametros incertos
seguem distribui¢coes normais com média igual ao respectivo valor nominal e desvio
padrao igual a 0,1v, em que v representa o valor nominal do parametro. A amostra
S foi formada selecionando-se aleatoriamente, em cada um dos conjuntos TB1, TB2,
TB3 e TB6 da Tabela 6.1, uma quantidade de instancias igual ao quociente inteiro
entre o nimero total de instancias do conjunto e 10.

Dada uma solucao s € S, define-se o custo total de alocacao garantido por s,

A¢(s), e o custo total de abertura garantido por s, Af(s), pelas expressoes:

A(s) = AT+ D0 N(eymi; +415), A (s) =MD+ (fis+ud). (63)

icl jeJ jeJ

Na sentenga (6.3), z;;, Hiss Yjs uf ., X\° e M correspondem aos valores das respectivas
variaveis na solugao s. O valor de A°(s) representa o custo total de alocagao no pior
caso para o nivel de robustez I associado a solugao s. De forma andloga, A/(s)
representa o custo total de abertura no pior caso para o nivel de robustez I'/ associado
a solugao s.

Considerando essas defini¢oes as taxas consideradas foram as seguintes:

(i) Taxa de Viabilidade (TV): média dos percentuais, calculados para cada s € S,

de cenérios simulados nos quais cada s é viavel;

(ii) Taxa de Robustez do Custo de Alocagao Garantido (TRCALG): média dos
percentuais, calculados para cada s € S, de cenarios simulados nos quais o

valor de A¢(s) é maior ou igual ao custo total de alocagao de s;

(iii) Taxa de Robustez do Custo de Abertura Garantido (TRCABG): média dos
percentuais, calculados para cada s € S, de cenarios simulados nos quais A7 (s)

¢ maior ou igual ao custo total de abertura observado no cenario simulado.

A regra de ajuste adotada no experimento identifica a menor dentre as taxas para
determinar qual parametro deve ser incrementado em 0,1 da seguinte maneira: o
parametro k¢ é incrementado quando a menor taxa é TRCALG, enquanto ' é incre-
mentado quando a menor taxa € TRCABG. Caso a menor taxa seja TV, incrementa-
se k% ou k®. Nesse caso, ambas as possibilidades sao testadas, selecionando-se a que
produz o maior valor de TV. A regra de ajuste foi aplicada no experimento até que
todas as trés taxas fossem superiores a 90%. O aumento de % ou de s’ podem tornar

algumas instancias de S infactiveis. Por isso, o seguinte mecanismo de prevencao foi
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adicionado ao experimento: caso o aumento de um desses parametros torne alguma
instancia de S infactivel, a atualizacao desse parametro no experimento é bloqueada.

Os resultados obtidos nesse experimento foram: ¢ = 0,1, k¥ = 0,3, k% = 0,6 ¢
k* = 0,3. Esses valores foram adotados em todos os experimentos computacionais
com o B&B-GVNS.

O CPLEX 22.1.1 foi utilizado como algoritmo baseado em B&B na linha 4 do
Algoritmo 14. A solucao fornecida na Fase II foi utilizada como solucao inicial para
o CPLEX na Fase III do algoritmo. Além disso, configuraram-se o = 50 nos GVNS-I
e GVNS-II e w = 100 no procedimento da linha 5 do Algoritmo 14 (B&B-GVNS). O
CPLEX, com suas configuragoes padrao, também foi executado no mesmo conjunto
de instancias utilizado no experimento com o B&B-GVNS. Para ambos os algoritmos,
foi definido um tempo limite de 7200 segundos. Para cada um deles, apuraram-se o
LS, o LI e o tempo de execugao t. Os resultados detalhados dos experimentos com

ambos os algoritmos constam na Secao A.3 do Apéndice A.

6.4.1 Resultados e analises

O desempenho do B&B-GVNS foi comparado ao do CPLEX. Para cada instancia
e algoritmo, verificou-se inicialmente se uma solucao factivel foi encontrada. Em
caso afirmativo, apuraram-se os valores de LS e LI retornados, o valor de gap% =
100 x (LS—LI) /LS e se a solugao 6tima foi encontrada. Reporta-se que o B&B-GVNS
encontrou solugoes factiveis em todas as 193 instancias do experimento, enquanto o
CPLEX nao encontrou solugoes factiveis em duas delas, a saber, d30 e d33 de TB6.
Isso indica que 0 B&B-GVNS apresenta vantagem em relagao a capacidade de retornar
solugoes factiveis em instancias cuja viabilidade é desafiadora. Quanto & quantidade
de solucoes 6timas encontradas, reporta-se que os algoritmos apresentaram o mesmo
desempenho, pois ambos as encontraram nas mesmas instancias.

O restante da analise consistiu em avaliar, em cada subconjunto, trés critérios de
comparagao entre os algoritmos: (i) menor média de gap%; (ii) maior quantidade de
LS de melhor qualidade na comparacao instancia por insténcia; e (iii) menor média
de t. Para auxiliar a andlise, calcularam-se as variagoes percentuais (dev%) entre
as médias de gap% e de t obtidas pelo B&B-GVNS e os valores correspondentes
do CPLEX. Considerou-se que um algoritmo apresentou desempenho superior ao
outro quando obteve vantagem em pelo menos um dos trés critérios, sem apresentar
desvantagem nos demais. As médias dos valores de gap% no subconjunto d26-d33 bem
como em todo o conjunto TB6 (d1-d57) foram calculadas para ambos os algoritmos
sem considerar as instancias d30 e d33, visto que o CPLEX nao encontrou solugoes

viaveis para elas. Os resultados sao apresentados na Tabela 6.22.
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Tabela 6.22: Resultados comparativos do B&B-GVNS e do CPLEX
CPLEX B&B-GVNS
Conjunto Inst Opt gap% t gap% LS LS t Desempenho
(dev%) melhor pior (dev%)
TB1
hi1-h12 12 12 0,00 0,92 0,00 0 0 -3143  Superior
h13-h24 12 12 0,00 2,94 0,00 0 0 -16,77 Superior
h25-h40 16 16 0,23 1386,07 0,00 0 0 0,54 Inferior
h41-h55 15 15 0,00 3,31 0,00 0 0 -24.22 Superior
h56-h71 16 13 0,24 1669,82 -2,50 2 1 -9.08 Superior
h1-h71 71 68 0,11 690,00 -1,27 2 1 -4,75 Superior
TB2
y1-y5 5 0 414 720000 -1947 4 1 0,00 Superior
y6-y10 5 0 3,34 7200,00 -32,49 5 0 0,00 Superior
y11-y15 5 0 226 720000 -18,64 4 1 0,00 Superior
y16-y20 5 0 1,97 7200,00 -33,44 4 1 0,00 Superior
y1-y20 20 0 293 7200,00 -25,38 17 3 0,00 Superior
TB3
gl-gb 5 0 16,88 7200,00 -15,03 5 0 0,00 Superior
g6-g10 5) 0 14,72 7200,00 -15,23 ) 0 0,00 Superior
g11-g15 5 0 11,73 720000 -6,18 5 0 0,00 Superior
gl6-g20 ) 0 17,34 7200,00 -18,68 ) 0 0,00 Superior
g21-g25 5) 0 15,45 7200,00 -19,48 5) 0 0,00 Superior
g26-g30 ) 0 14,17 7200,00 -30,28 4 0 0,00 Superior
g31-g35 5) 0 17,93 7200,00 -24,36 5) 0 0,00 Superior
236-g40 5 0 16,43 7200,00 -26,72 5 0 0,00 Superior
gd1-g45 5) 0 15,39 7200,00 -23,08 5) 0 0,00 Superior
gl-g45 45 0 15,56 7200,00 -20,25 44 0 0,00 Superior
TB6
d1-d6 6 6 000 077 000 0 0 -39.83  Superior
d7-d17 11 11 0,00 1,30 0,00 0 0 15,87 Inferior
d18-d25 8 8 0,00 506,94 0,00 0 0 -45,92 Superior
d26-d33 6 6 0,00 4,79 0,00 2 0 -20,38 Superior
d34-d41 8 5 250 298440 578 1 1 437 -
d42-d49 8 2 321 540169 -1023 3 2 0,01 Superior
d50-d57 8 2 4,00 5400,69 -8,89 4 1 0,00 Superior
d1-d57 99 40 1,41 2079,95 -5,56 10 4 -2,55 Superior

A coluna “Opt” indica a quantidade de 6timos encontrados por ambos os algorit-

mos. Nos subconjuntos de TB1, o B&B-GVNS apresentou desempenho superior do

que o CPLEX em 4 de 5 subconjuntos e, no outro, apresentou desempenho inferior

devido a uma variagao na média de ¢ de +0,54%. Considerando todo o conjunto, o

B&B-GVNS apresentou desempenho superior, com reducao de gap% e de t de 1,27%
e 4,75%, respectivamente. Além disso, o0 B&B-GVNS encontrou dois LSs de melhor
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qualidade e apenas um com qualidade pior do que o CPLEX.

Nos subconjuntos de TB2 e TB3, que totalizam 13 subconjuntos, o B&B-GVNS
apresentou desempenho superior em todos eles, reduzindo consideravelmente o va-
lores de gap% e obtendo LSs de melhor qualidade para todas as instancias de 10
subconjuntos. Ressalta-se que a reducao percentual dos gap%s foi superior a 15%
em 12 subconjuntos e ultrapassou 30% em trés deles (y6-y10, y16-y20 e g26-g30).
Considerando todas as instancias, o B&B-GVNS reduziu o gap% em 25,38% no con-
junto TB2 e em 20,25% no conjunto TB3. Além disso, o B&B-GVNS obteve 17 de
20 (85%) e 44 de 45 valores (98%) de LSs de melhor qualidade nos conjuntos TB2 e
TB3, respectivamente, e nenhum valor de LS com qualidade pior em TB3.

Dentre os sete subconjuntos de TB6, o B&B-GVNS apresentou desempenho supe-
rior em 5 deles (d1-d6, d18-d25, d26-d33, d42-d49 e d50-d57) e inferior em apenas um
(d7-d17). No subconjunto d34-d41, o B&B-GVNS apresentou vantagem ao reduzir ,
empate no numero de LSs de melhor e de pior qualidade, e desvantagem ao aumentar
o gap%. Isto tornou a comparacao inconclusiva pelo critério adotado. Destaca-se que,
nos subconjuntos d1-d7 e d18-d25, o B&B-GVNS reduziu o tempo do CPLEX em
39,83% e 45,92%, respectivamente, para obter valores 6timos em todas as instancias.
Considerando todas as instancias do conjunto, o B&B-GVNS apresentou reducao de
gap% de 5,56%, obteve 10 valores de LS com qualidade melhor e 4 com qualidade
pior, além de reducao de t de 2,55%.

Considerando todos os 25 subconjuntos do experimento, o B&B-GVNS apresentou
desempenho superior em 22 deles (88%), inferior em apenas 2 (8%) e, em 1 deles, a
comparacao de desempenho foi inconclusiva. Na andlise por conjunto, o B&B-GVNS
apresentou desempenho superior em todos eles. Os resultados indicam que o B&B-
GVNS supera o CPLEX na resolu¢ao do RSSCFLP, com vantagem mais evidente em
conjuntos de instancias mais desafiadores. Os trés principais componentes que dife-
renciam o B&B-GVNS da resolucao direta pelo CPLEX sao o procedimento de planos
de corte (Fase I), a heuristica primal (Fase II) e o aprimoramento do CPLEX por
meio da incorporagao de heuristicas (Fase III). Os resultados sugerem que a aplicagao
desses procedimentos traz beneficios que justificam a superioridade do B&B-GVNS.
Para verificar se todos eles contribuem efetivamente para o desempenho superior do
B&B-GVNS, avaliou-se o desempenho do B&B-GVNS quando cada um deles é remo-
vido. Para isso, consideram-se B&B-GVNS-1, B&B-GVNS-2 e B&B-GVNS-3 como
variantes do B&B-GVNS obtidas pela remogao, respectivamente, do procedimento de
planos de corte, da heuristica primal e do aprimoramento via incorporacao de heuris-
ticas ao algoritmo baseado em B&B. Essas variantes foram executadas na amostra S
apresentada na Subsec¢ao 6.4, e os resultados foram comparados com os obtidos pela

versao original do B&B-GVNS. Os resultados sao apresentados na Tabela 6.23.
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Tabela 6.23: Resultado da avaliagao de componentes do B&B-GVNS

B&B-GVNS  B&B-GVNS-1  B&B-GVNS-2 - B&B-GVNS-3

dev(%) dev(%) dev(%)
gap% 2,99 +0,51 +5,89 +2,73
t 2454,62 +0,19 +0,81 +14,59

Os resultados mostram que, para todas as variantes, as variagoes percentuais dos
valores de gap% e de t em relagao aos obtidos pelo B&B-GVNS sao positivas. Assim,
a remocao de qualquer um dos procedimentos reduz o desempenho do algoritmo, o
que sugere que todos eles contribuem para o desempenho superior do B&B-GVNS em
relacao ao CPLEX. Em termos de qualidade das solucoes, a heuristica primal baseada
em GVNS é o procedimento que mais beneficia o B&B-GVNS, pois sua remocao foi
a que gerou o maior impacto negativo nos valores de gap% (+5,89%). Ja em termos
de tempo computacional, a incorporacao de heuristicas nos nés da arvore de B&B
é o procedimento de maior impacto, uma vez que sua remocao resultou no maior

aumento no tempo computacional (+14,59%).

6.4.2 Avaliacao do modelo do RSSCFLP

Para avaliar o modelo do RSSCFLP, o experimento descrito na sec¢ao anterior
para a determinacao das constantes de proporcionalidade da expressao (6.2) foi re-
petido para todas as combinagoes de 6 € {0,10;0,20;0,30} e o € {0,05;0,10;0,15},
totalizando nove experimentos.

Em cada iteragao de cada experimento, calculou-se, além dos indicadores de ro-
bustez definidos na Sec¢ao 6.4, a média do aumento percentual dos custos garantidos
das solugoes da amostra em relagao aos custos das respectivas solugdes nominais, de-
notada por ACG%. Esse indicador estima o aumento do custo garantido da solugao
6tima do problema robusto em relagao ao valor 6timo do problema nominal para a
configuragao de parametros obtida em cada iteracao.

A Tabela 6.24 apresenta um resumo dos resultados de cada experimento. Observa-
se que, em todos os casos, os valores de parametros obtidos garantiram valores de
TV%, TRCALG% e TRCABG% maiores do que 90%, exceto quando ¢ = 0,15,
nos quais TV% alcancou valores de 65,7% a 70,6%. Esses resultados indicam que o
procedimento produz solugoes com elevadas taxas de robustez para cenérios de baixa
e moderada variabilidade e mantém elevadas taxas de robustez dos custos mesmo em
cenarios de maior variabilidade, embora, neste tltimo caso, a taxa de viabilidade seja
reduzida.

Para os trés valores de o, os quatro parametros na configuracao final foram maiores
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Tabela 6.24: Analise de robustez do modelo do RSSCFLP

) Valores de parametros TV ~TRCALG TRCABG ACG

(%) & kT okD K (%) (%) (%) (%)
o = 0,05

10% 0,1 03 04 03 928 99,8 96,9 6,6

20% 0,1 0,1 04 0 94,7 100,0 95,9 8,2

30% 0,1 01 0,3 0 956 100,0 98,4 12,5
o =0,10

10% 0,1 05 0,7 1,1 920 94,8 94,1 12,8

20% 0,1 03 06 0,3 94,0 99,8 96,4 19,2

30% 0,1 02 05 0,1 954 100,0 95,8 221
oc=0,15

10% 0,2 0,7 09 15 70,6 96,9 90,8 22,3

20% 0,1 04 05 05 67,1 98,1 94,4 22.9

30% 0,1 03 04 02 657 99,8 96,4 23,9

para 6 = 0,10 do que para § = 0,30. Além disso, os valores de ACG foram maiores
quando 0 = 0,30 do que quando 6 = 0,10. Esses resultados sugerem que, & medida
que o intervalo de incerteza diminui, os niveis de robustez necessarios para garantir
as taxas de robustez desejadas aumentam. Adicionalmente, ha uma tendéncia do
procedimento gerar solugoes menos conservadoras, o que resulta em valores de custo
garantido menores. Esse comportamento pode ser explicado pelo fato de que quando
os niveis de incerteza sao relativamente pequenos, os ajustes nos parametros resultam
em variagoes menores nas taxas de robustez. Dessa forma, a porcentagem-alvo tende
a ser alcancada com menor folga do que em niveis de incerteza maiores.

Analisando os resultados, com foco no efeito da variabilidade da distribui¢ao nor-
mal, observa-se que, para um mesmo valor de §, os valores dos parametros obtidos
para ¢ = 0,15 sao maiores ou iguais aos obtidos para ¢ = 0,05, e os valores de
ACG% sao maiores para o = 0,15 do que para o = 0,05. Esses resultados indicam
que a maior variabilidade dos parametros acarreta a necessidade de solu¢oes mais
conservadoras, o que se reflete em valores de custo garantidos mais elevados.

Também foi analisado o efeito do ajuste de cada parametro nas taxas de robustez
e nos custos das solu¢oes do RSSCFLP. Para isso, calculou-se a variacao média das
taxas de robustez e de ACG% quando cada pardmetro ¢ incrementado individual-
mente 0,1, considerando os dados dos nove experimentos realizados. Os resultados
sao apresentados na Tabela 6.25.

Os resultados mostram que incrementos em ¢ e s/ aumentam significativamente

TRCALG e TRCABG, respectivamente, sem alterar significativamente as demais
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Tabela 6.25: Resultado da avaliacao do efeito do incremento de cada parametro

Variacao média causada pelo incremento

Parametro TV% TRCALG% TRCABG% ACG%

K 0,48 59,07 0,04 2,48
K 0,10 0,01 16,29 1,06
K4 8,42 0,00 10,08 1,19
Kb 4,86 0,01 0,09 1,09

Tabela 6.26: Custo marginal associado ao aumento das taxas de robustez

Taxa de robustez Parametro  Célculo  Custo marginal (%)

TRCALG K 2,48/59,07 0,04
TRCABG Kt 1,06/16,29 0,07
TV K4 1,19/8,42 0,14
TV Kb 1,09/4,86 0,22

taxas de robustez. De forma analoga, incrementos em k% e x” aumentam significati-

vamente TV, com impacto desprezivel nas demais taxas. Os aumentos mais relevantes
estao destacados em negrito na tabela.

A partir dos resultados da Tabela 6.25, é possivel estimar o custo marginal de
cada tipo de protecao, definido como a razao entre a variacao em ACG% e a variacao
correspondente da taxa de robustez. Os valores obtidos sao apresentados na Tabela
6.26.

Observa-se que aumentar a robustez associada aos custos de alocagao (TRCALG)
apresenta o menor custo marginal, seguido da robustez dos custos de abertura (TR-
CABG). Em contrapartida, elevar a taxa de viabilidade (TV) é relativamente mais
oneroso. Além disso, entre os dois mecanismos que influenciam TV, o incremento de
x? apresenta menor custo marginal do que o incremento de %, indicando que aumen-
tar a robustez associada as demandas é mais eficiente do que aumentar a robustez
associada as capacidades.

Esses resultados sugerem que aumentar a robustez associada aos custos de aloca-
¢ao é relativamente menos oneroso, enquanto aumentar a protecao contra inviabili-
dade é mais custoso. Além disso, no que se refere a inviabilidade, observa-se que é
mais eficiente aumentar a robustez por meio dos parametros associados & variacao da
demanda (k%) do que por meio daqueles associados & variacao da capacidade (k).

Os codigos-fonte das implementagdes computacionais desenvolvidas nesta tese,
bem como os resultados completos dos experimentos computacionais realizados com
os algoritmos HILS, NCS e B&B-GVNS, estao disponiveis publicamente em https:
//github.com/gbalmeida.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes de Trabalhos

Futuros

7.1 Conclusoes

Esta tese aborda o Problema de Localizacdo Capacitado com Fonte Unica (SSC-
FLP) e sua variante robusta (RSSCFLP). O SSCFLP consiste em localizar facili-
dades capacitadas para atender as demandas de clientes, de modo que cada cliente
seja atendido por uma tnica facilidade. J4 o RSSCFLP é uma extensao do SSCFLP
que considera incertezas em todos os tipos de parametros: custos de alocagao, custos
de abertura, demandas e capacidades. A abordagem robusta de Bertsimas & Sim é
proposta para formular este tltimo problema.

Para resolver os problemas, sao propostos trés algoritmos: o HILS e o NCS para
resolver o SSCFLP; e o B&B-GVNS para resolver o RSSCFLP. O HILS é um al-
goritmo heuristico que, primeiramente, explora a solu¢ao da relaxacao linear para
identificar locais promissores e reduzir o espago de busca. Em seguida, alterna entre
a resolucao de subproblemas por meio de um solver e a aplicagao de procedimentos
ILS para encontrar boas solugoes. O NCS é um algoritmo exato que, em sua primeira
fase, fortalece a formulacao do SSCFLP por meio de um procedimento de planos de
corte e resolve uma relaxacao parcial do modelo fortalecido para obter um limitante
inferior forte para o problema. Em sua segunda fase, o NCS aplica um esquema cut-
and-solve, incorporando um procedimento de busca local baseado em clusterizacao
para encontrar a solugao 6tima do problema. Ja o B&B-GVNS é um algoritmo exato
para resolver o RSSCFLP composto por trés fases: a primeira fortalece a formulagao
por meio de um procedimento de planos de corte, a segunda aplica procedimentos
heuristicos GVNS para encontrar um bom limitante superior e a terceira aprimora um

algoritmo B&B, incorporando buscas locais baseadas em VND e GVNS para resolver
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o problema.

Experimentos computacionais foram realizados com os algoritmos em conjuntos
benchmark de instancias. Os resultados mostraram que o algoritmo HILS produziu
solugoes com valores de gap% ligeiramente melhores do que os obtidos por algoritmos
do estado da arte e atualizou 40% dos BKVs dentre as instancias cujos valores 6timos
nao sao conhecidos. Ja os resultados para o NCS mostraram que ele encontrou mais
valores 6timos ou reduziu o tempo para obter a mesma quantidade em 22 dos 26
subconjuntos analisados, quando comparado ao algoritmo exato do estado da arte, e
em 19 dos 26 subconjuntos, quando comparado ao CPLEX. Além disso, o NCS foi
mais de 100 vezes mais rapido do que o CPLEX e mais de 10 vezes mais rapido do
que o algoritmo do estado da arte em véarios subconjuntos para encontrar um namero
maior ou igual de solucbes Otimas. Por fim, os experimentos com o B&B-GVNS
mostraram que ele apresentou desempenho superior ao do CPLEX nos conjuntos de
instancias considerados. Nos dois conjuntos mais desafiadores, a vantagem do B&B-
GVNS se mostrou mais evidente. Em um deles, o B&B-GVNS reduziu o gap% em
mais de 20% e encontrou solucoes melhores em 85% das instancias. No outro, a
redugao do gap% foi superior a 25% com solugoes melhores em 98% das instancias.

Os resultados dos experimentos mostraram que os algoritmos desenvolvidos nesta
tese constituem contribui¢oes metodologicas relevantes para a resolucao dos proble-

mas abordados.

7.2 Propostas de trabalhos futuros

Como perspectiva para trabalhos futuros, sugere-se a proposicao de duas outras
abordagens para o RSSCFLP. Uma delas é propor modelos robustos que conside-
ram correlagao entre variaveis incertas. Uma diregao nesse sentido é se basear na
abordagem proposta em Jalilvand-Nejad et al. (2016). A outra abordagem é propor
modelos robustos que consideram planos de contingéncia, como no modelo proposto
em Munari et al. (2019) para o problema de roteamento de veiculos.

Sugere-se, também, o desenvolvimento de algoritmos para o Problema Capacitado
Modular de Localizacdo de Facilidades com Fonte Unica (Single-Source Modular Ca-
pacitated Facility Location Problem — SSMCLP) e para o Problema Capacitado de
Localizacdo de Facilidades com Fonte Unica em Duas Escalas ( Two-Echelon Single-
Source Capacitated Facility Location Problem — TSCFLP). O SSMCLP é uma exten-
sao do SSCFLP que considera capacidades modulares, isto é, a cada facilidade deve
ser atribuida uma capacidade dentre um conjunto de valores possiveis (Correia &
Eugénia Captivo, 2006). Ja o TSCFLP estende o SSCFLP ao considerar dois niveis
de localizagao de facilidades (Tragantalerngsak et al., 2000).
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Como o SSCFLP é um subproblema de ambas as extensoes, os procedimentos de
separacao de planos de corte utilizados no NCS podem ser explorados para fortalecer
as formulagoes dessas extensoes. Além disso, a estratégia de considerar relaxacgoes li-
neares parciais, adotada no NCS, pode ser empregada para obter limitantes inferiores
de alta qualidade. Caso o SSMCLP e o TSCFLP apresentem comportamento seme-
lhante ao observado no SSCFLP, a solugao de relaxagoes parciais fortes pode fornecer
o conjunto de locais com facilidades abertas na solugao 6tima ou uma aproximacao
desse conjunto.

Para desenvolvimento de algoritmos exatos, o éxito da estratégia cut-and-solve
no algoritmo NCS e em outros problemas de localizacao indica que sua aplicagao
constitui uma dire¢do promissora de pesquisa para o SSMCLP e o TSCFLP. Um
ponto importante em um estudo que siga essa direcao ¢é investigar a viabilidade de
resolver os problemas esparsos gerados por esse esquema. Como alternativa ao cut-
and-solve, procedimentos de planos de corte podem ser integrados a um procedimento
branch-and-bound aprimorado por heuristicas. Esse caminho é promissor, pois se
mostrou bastante eficaz no RSSCFLP, que também é uma extensao do SSCFLP.

Para a obtencao de algoritmos heuristicos ou para acelerar a convergéncia de mé-
todos exatos, o uso de meta-heuristicas constitui uma direcao promissora de pesquisa.
As meta-heuristicas sdo amplamente aplicadas na literatura para resolugao de diver-
sos problemas de otimizacao. Nesta tese, as meta-heuristicas ILS e GVNS foram
aplicadas com éxito para resolver o SSCFLP e o RSSCFLP, respectivamente. Em
investigagoes nessa direcao, as estruturas de vizinhancga propostas nesta tese podem

ser reutilizadas, adaptadas ou estendidas.
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Apéndice A

A.1 Resultados detalhados dos experimentos com o
algoritmo HILS

Tabela A.1: Resultados detalhados do HILS no conjunto TB4.

Instancia f A t
capal 19241056,93 0,0000 495,3171
capa2 18438329,78 0,0000 368,7422
capad 17765201,95 0,0000 136,6790
capad 17160612,23 0,0000 53,5671
capbl 13657464,23 0,0000 208,8847
capb2 13362529,34 0,0000 206,7318
capb3 13199213,19 0,0000 167,8539
capb4 13083203,74 0,0000 170,0019
capcl 11647410,50 0,0000 152,9768
capc2 11570437,68 0,0000 111,2675
capc3 11519169,78 0,0000 91,4229
capcd 11505861,86 0,0000 49,1745

Tabela A.2: Resultados detalhados do HILS no conjunto TB5

Instancia LB1 LB2 Foest f A1 Ao t
i300_1 16350,66 16552,75 16555,77 16559,76 1,28 0,04 2060,70
i300_2 15948,44 16059,34 16138,88 16142,32 1,22 0,52 2088,30
i300_3 15474,84 15606,1  15686,29 15700,64 1,46 0,61 2067,19
i300_4 17989,97 18143,89 18215,87 18224,04 1,30 0,44 2074,28
i300_5 18037,61 18191,11 18288,06 18314,26 1,53 0,68 2073,87
i300_6 11251,19 11271,22 11326,43 1132643 0,67 0,49 643,32
i300_7 11392,52 11461,16 11470,31 11470,31 0,68 0,08 1065,33
i300_8 11449,67 11449,67 11449,67 11449,67 0,00 0,00 182,20
i300_9 10932,88 10932,88 10932,88 10932,88 0,00 0,00 564,10
i300_10 11232,77 11324,34 11324,34 11324,34 0,82 0,00 305,26
i300_11 10046,94 10046,94 10046,94 10046,94 0,00 0,00 71,37
i300_12 9359,64  9359,64  9359,64  9359,64 0,00 0,00 89,16
i300_13 10103,49 10103,49 10103,49 10103,49 0,00 0,00 557,53
i300_14 9738,05  9738,05  9738,05  9738,05 0,00 0,00 168,01
i300_15 9902,26  9902,26  9902,26  9902,26 0,00 0,00 109,33
i300_16 9168,08  9168,08  9168,08  9168,08 0,00 0,00 47,04
i300_17 9181,07  9181,07  9181,07  9181,07 0,00 0,00 45,18
i300_18 9581,95  9581,95  9581,95  9581,95 0,00 0,00 70,82
i300_19 9062,16  9062,16  9062,16  9062,16 0,00 0,00 53,35
i300 20 9078,22  9077,85  9077,85  9077,85 0,00 0,00 34,19

i3001500 1  154999,14 154999,14 154999,14 154999,14 0,00 0,00 167,08
13001500 2 159438,60 159438,03 159438,03 159438,03 0,00 0,00 141,35
i3001500_3  157300,15 157300,15 157300,15 157300,15 0,00 0,00 217,10
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Continuagdo da Tabela A.2

Instancia LB1 LB2 Foest f A1 Ao t
i3001500_4 157796,28 157796,28 157796,28 157796,28 0,00 0,00 227,56
i3001500_5 161306,00 161305,97 161305,97 161305,97 0,00 0,00 167,39
i3001500 6 156669,28 156667,31 156667,31 156667,31 0,00 0,00 99,37
i3001500 7 157031,55 157031,55 157031,55 157031,55 0,00 0,00 110,42
i3001500_8  157802,83 157796,21 157796,21 157796,21 0,00 0,00 126,66
i3001500_9  156968,46 156968,46 156968,46 156968,46 0,00 0,00 105,12
i3001500_10 157764,39 157757,62 157757,62 157757,62 0,00 0,00 104,58
i3001500 11 150015,13 150015,13 150015,13 150015,13 0,00 0,00 127,81
i3001500 12 154937,67 154937,67 154937,67 154937,67 0,00 0,00 124,64
i3001500 13 151608,42 151608,42 151608,42 151608,42 0,00 0,00 149,75
i3001500 14 151848,05 151848,05 151848,05 151848,05 0,00 0,00 96,16
3001500 15 156480,89 156480,89 156480,89 156480,89 0,00 0,00 152,14
i3001500 16 155495,62 155493,77 155493,77 155493,77 0,00 0,00 90,00
i3001500 17 156038,04 156038,04 156038,04 156038,04 0,00 0,00 103,31
i3001500 18 156799,93 156790,75 156790,75 156790,75 -0,01 0,00 122,98
i3001500 19 155947,13 155947,13 155947,13 155947,13 0,00 0,00 95,05
i3001500 20 156426,14 156426,14 156426,14 156426,14 0,00 0,00 122,98
i500_ 1 26412,41 26566,69 26774,79 26796,49 1,45 0,86 4110,22
i500_ 2 28130,74 28268,41 28589,85 28613,85 1,72 1,22 4186,64
i500_3 27904,51  28067,69 2827524 28292,10 1,39 0,80 3317,50
i500_4 28159,09 28268,36 28568,65 28622,97 1,65 1,25 4334,35
i500_5 24702,77 24805,56 24969,40 25018,14 1,28 0,86 3407,45
i500_6 15756,82 15842,27 15853,72 15863,65 0,68 0,13 2546,63
i500_7 16109,28 16163,11 16205,15 16205,15 0,60 0,26 2377,03
i500_8 16041,73 16081,54 16126,43 16126,43 0,53 0,28 2423,36
i500_9 16327,71 16346,25 16418,30 16419,98 0,57 0,45 2419,95
i500_10 15815,13 15857,97 15886,54 15886,54 0,45 0,18 3418,29
i500 11 13497,71 13497,71 13497,71 13497,71 0,00 0,00 483,74
i500 12 14675,02 14736,38 14750,13 14750,82 0,52 0,10 2293,16
i500 13 13666,25 13709,76 13715,96 13717,42 0,37 0,06 2244,14
i500 14 13629,54 13629,54 13629,54 13629,54 0,00 0,00 768,81
i500 15 13896,76  13940,08 13947,12 13947,12 0,36 0,05 2322,82
i500_16 12618,68 12618,68 12618,68 12618,68 0,00 0,00 656,78
i500_17 13386,17 13386,17 13389,69 13389,91 0,03 0,03 858,47
i500 18 12852,52 12852,52 12852,52 12852,52 0,00 0,00 296,01
i500_19 13521,52 13521,52 13521,52 13521,52 0,00 0,00 593,29
i500 20 12362,26 12362,2  12362,20 12362,20 0,00 0,00 217,77
i700_1 36905,93 37054,6  37474,45 37499,09 1,61 1,20 11525,07
i700_2 34311,71 34488,56 3489995 3491325 1,75 1,23 8114,25
i700_3 34294,63 34485,24 34903,76 3492542 1,84 1,28 9291,44
i700_4 38090,90 38260,98 38777,67 38804,42 1,87 1,42 8264,87
i700_5 37802,10 37950,49 38384,32 38407,56 1,60 1,20 7362,83
i700_6 19910,67 19881,11 20037,10 20069,19 0,80 0,95 3967,66
i700_7 21297,30 21295,25 21436,12 21442,83 0,68 0,69 4581,73
i700_8 20659,96  20702,95 20798,33 20798,64 0,67 0,46 4213,99
i700_9 20979,88 20976,65 21114,32 21126,75 0,70 0,72 4428,14
i700_10 22055,41 22039,4 2221951 2224424 0,86 0,93 3854,70
i700 11 17120,15 17105,77 17192,42 17223,74 0,61 0,69 3619,69
i700_12 18130,42 18135,97 18222,45 18245,95 0,64 0,61 2836,71
i700_13 17239,96 17277,92 17295,88 17307,83 0,39 0,17 2603,01
i700_14 17337,63 17374,91 17383,87 17384,81 0,27 0,06 2504,83
i700_15 18145,49 18167,98 18222,15 18230,74 0,47 0,35 2716,34
i700_16 16029,55 16029,55 16029,55 16032,37 0,02 0,02 1574,57
i700_17 16199,55 16199,55 16199,55 16199,55 0,00 0,00 1169,08
i700_18 16443,07 16443,07 16443,07 16444,53 0,01 0,01 2058,33
i700_19 16399,79 16399,79 16399,79 16399,79 0,00 0,00 2394,10
i700_ 20 15434,21 15476,99 15520,41 15532,68 0,64 0,36 2788,44
i1000_1 49509,81 49681,02 50371,91 50387,06 1,77 1,42 12988,66
i1000 2 50688,57 50842,16 51525,90 51556,17 1,71 1,40 11377,37
i1000_3 47202,64 47362,62 47922,16 47958,86 1,60 1,26 11717,57
i1000_4 48868,54 49029,12 49792,86 49897,22 2,10 1,77 10949,60
i1000_5 50743,54 50971,44 51642,79 51686,51 1,86 1,40 11017,22
i1000_6 27823,84 27804,13 28146,38 28156,87 1,20 1,27 7644,37
i1000_7 27252,32  27210,23 2739748 27439,65 0,69 0,84 6288,52
i1000_8 27375,37 27307,81 27546,78 27587,69 0,78 1,02 5793,65
i1000_9 26857,09 26816,77 27076,45 27089,92 0,87 1,02 7831,37
i1000_10 27186,99 27178,05 27388,50 27409,74 0,82 0,85 7725,24
i1000_11 22180,33 22117,85 22364,70 22381,11 0,91 1,19 4832,55
i1000 12 22160,39 22110,95 2224560 22246,53 0,39 0,61 5566,72
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Instancia LB1 LB2 Foest f A1 Ao t
i1000 13 22657,09 22592,9 2282278 22827,94 0,75 1,04 6692,55
i1000_ 14 22312,01 22273,28 22512,40 22518,45 0,93 1,10 6172,02
i1000 15 22629,44 22572,17 22805,38 22808,30 0,79 1,05 5724,93
i1000 16 21331,81 21322,81 21439,99 21472,62 0,66 0,70 5751,72
i1000 17 21188,89 21209,83 21297,19 21300,13 0,53 0,43 5055,86
i1000 18 20713,43 20739,2 20752,92 20752,92 0,19 0,07 3478,28
1000 19  20537,45 20529,02 20643,17 20658,97 0,59 0,63 4921,24
i1000 20 21560,86 21541,51 21613,16 21630,05 0,32 0,41 4895,05

A.2 Resultados detalhados dos experimentos com o

algoritmo NCS
Tabela A.3: Resultados detalhados do experimento com o NCS

Tnstancia BKV BKLB LS 9 Opt? t TSo TT,
TB1
pl 8848,00 8848,00 8848,00 8848,00 1 0,01 8848,00 8848,00
p2 7913,00 7913,00 7913,00 7913,00 1 0,05 7913,00 7913,00
p3 9314,00 9314,00 9314,00 9314,00 1 0,01 9314,00 9314,00
pd 10714,00 10714,00 10714,00 10714,00 1 0,09 10714,00 10700,57
p5 8838,00 838,00 8838,00 8838,00 1 0,02 8838,00 8837,50
p6 7777,00 7777,00 7777,00 7777,00 1 0,01 7777,00 7777,00
p7 9488,00 9488,00 9488,00 9488,00 1 0,04 9488,00 9477,82
ps8 11088,00  11088,00  11088,00 11088,00 1 0,09 11088,00 11087,50
p9 8462,00 8462,00 8462,00 8462,00 1 0,02 8462,00 8462,00
p10 7617,00 7617,00 7617,00 7617,00 1 0,02 7626,00 7613,03
pll 8932,00 8932,00 8932,00 8932,00 1 0,01 8932,00 8932,00
pl2 10132,00  10132,00  10132,00 10132,00 1 0,03 10132,00 10132,00
p13 8252,00 8252,00 8252,00 8252,00 1 0,02 8252,00 8252,00
pld 7137,00 7137,00 7137,00 7137,00 1 0,01 7137,00 7137,00
pl5 8808,00 8808,00 8808,00 8808,00 1 0,01 8808,00 8808,00
pl6 10408,00 10408,00 10408,00 10408,00 1 0,04 10408,00 10408,00
pl7 8227,00 8227,00 8227,00 8227,00 1 0,02 8227,00 8227,00
pl8 7125,00 7125,00 7125,00 7125,00 1 0,01 7125,00 7125,00
p19 8886,00 8886,00 8886,00 8886,00 1 0,12 8907,00 8879,44
p20 10486,00  10486,00  10486,00  10486,00 1 0,12 10507,00 10479,44
p21 8068,00 8068,00 8068,00 8068,00 1 0,01 8068,00 8068,00
p22 7092,00 7092,00 7092,00 7092,00 1 0,01 7092,00 7092,00
p23 8746,00 8746,00 8746,00 8746,00 1 0,03 8746,00 8746,00
p24 10273,00 10273,00 10273,00 10273,00 1 0,06 10273,00 10273,00
p25 11630,00  11630,00  11630,00 11630,00 1 0,54 11630,00 11613,64
p26 10771,00  10771,00  10771,00  10771,00 1 0,25 10771,00 10750,21
p27 12322,00  12322,00  12322,00  12322,00 1 0,50 12322,00 12298,80
p28 13722,00  13722,00  13722,00 13722,00 1 0,57 13722,00 13702,25
p29 12371,00 12371,00 12371,00 12371,00 1 1,95 12371,00 12362,63
p30 11331,00 11331,00 11331,00 11331,00 1 1,38 11331,00 11297,79
p31 13331,00  13331,00 13331,00 13331,00 1 1,79 13331,00 13299,67
p32 15331,00  15331,00  15331,00 15331,00 1 2,19 15331,00 15301,17
p33 11629,00  11629,00  11629,00  11629,00 1 0,43 11629,00 11627,82
p34 10632,00  10632,00  10632,00 10632,00 1 0,08 10632,00 10632,00
p35 12232,00  12232,00 12232,00 12232,00 1 0,22 12232,00 12231,62
p36 13832,00 13832,00 13832,00 13832,00 1 0,31 13832,00 13831,60
p37 11258,00 11258,00 11258,00 11258,00 1 0,07 11258,00 11258,00
p38 10551,00  10551,00 10551,00 10551,00 1 0,05 10551,00 10551,00
p39 11824,00  11824,00  11824,00  11824,00 1 0,04 11824,00 11824,00
p40 13024,00  13024,00  13024,00  13024,00 1 0,04 13024,00 13024,00
pdl 6589,00 6589,00 6589,00 6589,00 1 0,13 6589,00 6585,00
pd2 5663,00 5663,00 5663,00 5663,00 1 0,23 5663,00 5660,18
p43 5214,00 5214,00 5214,00 5214,00 1 0,04 5214,00 5214,00
pdd 7028,00 7028,00 7028,00 7028,00 1 0,07 7028,00 7028,00
p45 6251,00 6251,00 6251,00 6251,00 1 0,03 6251,00 6251,00
pd6 5651,00 5651,00 5651,00 5651,00 1 0,14 5651,00 5651,00
pA7 6228,00 6228,00 6228,00 6228,00 1 0,03 6228,00 6228,00
p48 5596,00 5596,00 5596,00 5596,00 1 0,03 5596,00 5596,00
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Tnstancia BKV BKLB LS LI Opt? ¢ LSo LI,
p49 5302,00 5302,00 5302,00 5302,00 1 0,03 5302,00 5302,00
P50 8741,00 8741,00 8741,00 8741,00 1 0,25 8741,00 8710,95
p51 7414,00 7414,00 7414,00 7414,00 1 0,60 7414,00 7362,88
p52 9178,00 9178,00 9178,00 9178,00 1 0,09 9178,00 9175,88
P53 8531,00 8531,00 8531,00 8531,00 1 0,03 8531,00 8531,00
p54 8777,00 8777,00 8777,00 8777,00 1 0,10 8777,00 8773,80
P55 7654,00 7654,00 7654,00 7654,00 1 0,14 7654,00 7640,10
p56 21103,00  21103,00  21103,00  21103,00 1 4,97 21120,00 21073,00
p57 26039,00  26039,00  26039,00  26039,00 1 11,25 26045,00 25966,89
p58 37239,00  37239,00  37239,00  37239,00 1 19,47 37245,00 37146,84
P59 27282,00  27282,00  27282,00  27282,00 1 3,76 27282,00 27262,47
p60 20534,00  20534,00  20534,00  20534,00 1 0,03 20534,00 20534,00
p61 24454,00  24454,00 2445400  24454,00 1 0,05 24454,00 24454,00
p62 32643,00  32643,00  32643,00  32643,00 1 1,76 32643,00 32632,50
p63 25105,00  25105,00 2510500  25105,00 1 1,05 25105,00 25103,41
p64 20530,00  20530,00  20530,00  20530,00 1 0,04 20530,00 20530,00
P65 24445,00  24445,00 2444500  24445,00 1 0,08 24445,00 24445,00
p66 3141500 3141500 3141500  31415,00 1 1,63 31415,00 31379,66
p67 24848,00  24848,00  24848,00  24848,00 1 0,72 24848,00 24829,30
p68 20538,00  20538,00  20538,00  20538,00 1 0,03 20538,00 20538,00
p69 24532,00  24532,00  24532,00  24532,00 1 0,74 24532,00 24532,00
p70 32321,00  32321,00  32321,00  32321,00 1 1,01 32321,00 32283,13
p7l 25540,00  25540,00  25540,00  25540,00 1 0,96 25540,00 25540,00
TB2
¥30-200-1  30181,00  30181,00  30181,00  30181,00 1 24,49  30181,00 30132,04
¥30-200-2  28923,00  28923,00  28923,00  28923,00 1 20,86  28923,00 28884,15
¥30-200-3  28131,00  28131,00  28131,00  28131,00 1 4,58 28131,00 28115,26
¥30-200-4  28152,00  28152,00  28152,00  28152,00 1 10,71 28152,00 28136,63
y30-200-5  27646,00  27646,00  27646,00  27646,00 1 4,45 27646,00 27642,46
y60-200-1  27977,00  27977,00  27977,00  27977,00 1 10,19 27977,00 27926,73
y60-200-2  29704,00  29704,00  29704,00  29704,00 1 108,43 29704,00 29635,26
y60-200-3  27993,00  27993,00  27993,00  27993,00 1 17,68  27993,00 27977,21
y60-200-4  27691,00  27691,00  27691,00  27691,00 1 19,30 27693,00 27650,67
y60-200-5 2919500 2919500 2919500  29195,00 1 38,04  29195,00 29153,97
y60-300-1  35648,00  35648,00  35648,00  35648,00 1 21,21 35648,00 35609,32
y60-300-2  35474,00  35474,00  35474,00  35474,00 1 16,18  35474,00 35461,53
y60-300-3  33872,00  33872,00  33872,00  33872,00 1 40,76 33872,00 33852,17
y60-300-4  33096,00  33096,00  33096,00  33096,00 1 8,72 33096,00 33084,02
y60-300-5  30918,00  30918,00  30918,00  30918,00 1 18,57  30918,00 30909,00
y80-400-1  39318,00  39318,00  39318,00  39318,00 1 37,86 39318,00 39296,82
y80-400-2  37076,00  37076,00  37076,00  37076,00 1 38,24  37076,00 37064,00
y80-400-3  43859,00  43859,00  43859,00  43859,00 1 4451  43859,00 43827,52
y80-400-4  37344,00  37344,00  37344,00  37344,00 1 23,62 37344,00 37331,95
y80-400-5  43508,00  43508,00  43508,00  43508,00 1 53,73 43508,00 43472,09
TB3
g50-100-2-1  18294,00  18294,00  18294,00 18294,00 1 16,34 18294,00 18290,14
g50-100-2-2  19688,00  19688,00  19688,00  19688,00 1 265,98  19688,00 19682,69
g50-100-2-3  19075,00  19075,00  19075,00 19075,00 1 41,89  19075,00 19072,43
g50-100-2-4  18620,00  18620,00 18620,00 18620,00 1 18,81 18620,00 18616,61
g50-100-2-5  18502,00 18502,00 18502,00 18502,00 1 198,64  18502,00 18496,77
g50-100-3-1  16948,00  16948,00 16948,00 16948,00 1 70,20  16948,00 16941,99
g50-100-3-2  15063,00  15063,00  15063,00 15063,00 1 1,95 15063,00 15059,86
g50-100-3-3  15107,00  15107,00  15107,00  15107,00 1 1548  15107,00 15103,46
g50-100-3-4  14347,00  14347,00  14347,00 14347,00 1 7,90 14348,00 14343,50
g50-100-3-5 14813,00  14813,00 14813,00 14813,00 1 20,71 14813,00 14808,34
g50-100-5-1  12072,00 12072,00 12072,00 12072,00 1 1,32 12072,00 12070,18
g50-100-5-2  11898,00 11898,00 11898,00 11898,00 1 4,71 11898,00 11893,75
g50-100-5-3 1112500  11125,00 11125,00 11125,00 1 1,41 11125,00 11123,82
g50-100-5-4  11817,00  11817,00  11817,00 11817,00 1 0,40 11817,00 11815,15
g50-100-5-5 11489,00  11489,00  11489,00  11489,00 1 0,67 11489,00 11486,00
g50-200-2-1  25992,00  25992,00  25992,00  25992,00 1 55,17  25992,00 25987,74
g50-200-2-2  25868,00  25868,00  25868,00  25868,00 1 2,65 25868,00 25865,75
g50-200-2-3  26930,00  26930,00  26930,00  26930,00 1 48,11 26930,00 26926,36
g50-200-2-4  25953,00  25953,00  25953,00  25953,00 1 24,58  25953,00 25949,75
g50-200-2-5 25328,00  25328,00  25328,00  25328,00 1 331,32 25328,00 25323,79
g50-200-3-1  20701,00  20701,00  20701,00  20701,00 1 75,25  20701,00 20696,79
€50-200-3-2  22021,00  22021,00  22021,00  22021,00 1 10,35  22021,00 22016,51
g50-200-3-3  20038,00  20038,00  20038,00  20038,00 1 1,74 20038,00 20036,15
g50-200-3-4  20595,00  20595,00  20595,00  20595,00 1 1,39 20595,00 20594,28
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g50-200-3-5 21168,00  21168,00  21168,00  21168,00 1 1,73 21168,00 21166,04
g50-200-5-1  16659,00  16659,00  16659,00  16659,00 1 0,53 16659,00 16658,70
g50-200-5-2 16138,00  16138,00  16138,00  16138,00 1 1,30 16138,00 16136,61
g50-200-5-3  17755,00 1775500  17755,00 17755,00 1 0,84 17755,00 17754,43
g50-200-5-4  15858,00 15858,00 15858,00 15858,00 1 1,47 15858,00 15855,73
€50-200-5-5  16884,00 16884,00 16884,00 16884,00 1 0,45 16884,00 16883,20
g60-300-2-1  34860,00  34860,00  34860,00  34860,00 1 169,34  34861,00 34857,75
g60-300-2-2  36549,00  36549,00  36549,00  36549,00 1 18982,61 36549,00 36542,86
g60-300-2-3  34878,00  34878,00 3487800  34878,00 1 11,32 34878,00 34875,10
g60-300-2-4  34820,00  34820,00  34820,00  34820,00 1 366,83  34820,00 34815,82
g60-300-2-5 37140,00  37136,00  37140,00  37136,00 O 28800,00 37140,00 37135,61
g60-300-3-1  27903,00  27903,00  27903,00  27903,00 1 8,26 27903,00 27900,71
g60-300-3-2  27594,00  27594,00  27594,00  27594,00 1 1,67 27594,00 27593,39
g60-300-3-3  29231,00  29231,00  29231,00  29231,00 1 9,44 29231,00 29228,96
g60-300-3-4  27439,00  27439,00  27439,00  27439,00 1 1,58 27439,00 27437,29
g60-300-3-5 28033,00  28033,00  28033,00  28033,00 1 12,60  28033,00 28030,35
g60-300-5-1 21045,00  21045,00 2104500  21045,00 1 8,75 21045,00 21043,10
g60-300-5-2 22589,00  22589,00  22589,00  22589,00 1 9,49 22589,00 22587,55
g60-300-5-3 2144900  21449,00  21449,00  21449,00 1 3,95 21449,00 21447,50
g60-300-5-4  21466,00  21466,00  21466,00  21466,00 1 1,23 21466,00 21464,24
g60-300-5-5 21860,00  21860,00  21860,00  21860,00 1 4,60 21860,00 21859,03
TB4
capal 19242450,15 19240491,80 19242450,15 19240822,45 1 108,93  19242450,15 1924082245
capa2 18438610,06 18437208,01 18438610,06 18438046,54 1 191,55  18438610,06 18438046,54
capa3 17765201,95 17765201,95 17765201,95 17765201,95 1 345,04  17765201,95 17765201,95
capad 17160863,22 17160452,65 17160863,22 17160496,94 1 144,23 17160863,22 17160496,94
capbl 13657857,21 13656594,25 13657857,21 13657109,74 1 70,73 13657857,21 13656379,58
capb2 13362626,19 13361927,89 13362626,19 13362427,96 1 136,18  13362626,19 1336192745
capb3 13199599,31 13198556,43 13199599,31 13198556,43 1 158,00  13199599,31 13198556,43
capbd 13083300,84 13082342,37 13083300,84 13082944,77 1 154,80  13083300,84 13082516,50
capcl 11647778,90 11646596,97 11647778,90 11646880,82 1 81,65 11647778,90 11646596,97
capc2 11570437,68 11569392,46 11570437,68 11570437,68 1 71,47  11570437,68 11570340,29
capc3 11519262,20 11518657,92 11519262,20 11518956,21 1 65,60 1151926220 11518743,74
capcd 11505914,79 11505767,39 11505914,79 11505767,39 1 55,79  11505914,79 11505767,39
TB5
i300 1 16555,77  16555,77 1655577  16554,36 1 10529,15 16562,68 16517,87
i300_2 16135,82 16100,32 16138,37  16059,88 0 28800,00 16138,37 16059,88
i300_3 15649,41 15627,71 15649,41 15593,67 0 28800,00 15652,39 15593,67
i300_4 1823987  18187,84  18239,87 1815925 O 28800,00 18242,71 18159,25
i300_5 18291,05  18247,54  18297,82 1819336 0 28800,00 18307,10 18193,36
i300_6 11326,43  11326,43  11326,43 11325,30 1 3486,52 11346,75 11291,90
13007 11470,31 11470,31 11470,31 11469,37 1 5879,97 11488,06 11432,21
i300__8 11449,67  11449,67  11449,67 1144967 1 102,23 11449,67 11430,92
i300_9 10932,88 10932,88 10932,88 10931,99 1 266,95  10932,88 10912,98
130010 11324,34 1132434 11324,34 1132341 1 180,77  11324,34 11292,43
i300_11 10046,94  10046,94  10046,94 1004594 1 26,41 10050,50 10033,79
i300_12 9359,64 9359,64 9359,64 9358,85 1 74,02 9359,64 9346,13
i300 13 10103,49  10103,49  10103,49 10103,35 1 600,48  10104,57 10085,13
i300_ 14 9738,05 9738,05 9738,05 9738,05 1 91,06  9738,05 9723,65
i300_15 9902,26 9902,26 9902,26 9902,26 1 105,27  9902,26 9884,51
i300_16 9168,08 9168,08 9168,08 9167,69 1 19,10  9170,49 9163,88
i300_17 9181,07 9181,07 9181,07 9180,29 1 12,15 9181,07 9177,85
i300_18 9581,95 9581,95 9581,95 9581,46 1 20,83  9581,95 9575,12
130019 9062,16 9062,16 9062,16 9062,05 1 14,71 9062,16 9060,65
130020 9077,85 9077,85 9077,85 9077,27 1 13,49  9077,85 9070,43
13001500 1 154999,14  154999,14  154999,14 15499528 1 242,06  155000,71 154966,39
i3001500_2 159438,03  159438,60  159438,03  159437,06 1 230,24 159446,39 159413,81
i3001500_3 157300,15  157300,15  157300,15  157293,81 1 487,48  157300,15 157266,89
i3001500_4 157796,28  157796,28  157796,28  157788,71 1 1151,86  157801,19 157749,70
i3001500_5 16130597 16130597 16130597 16130597 1 94,89  161306,00 161284,82
i3001500_6 156667,31  156667,31  156667,31  156659,63 1 50,42 156667,31 156651,25
i3001500 7 157031,55  157032,17  157041,57  157032,17 1 100,96  157041,57 157018,54
i3001500_8 157796,21  157796,21  157796,21  157796,21 1 50,05 157796,21 157779,15
i3001500_9 156968,46  156968,46 15696846  156958,44 1 30,59  156968,46 156966,76
i3001500_10 157757,62  157757,62  157757,62  157744,20 1 36,66  157757,62 157748,11
i3001500_11 150015,13  150015,13  150015,13  150015,13 1 2226  150015,13 150015,13
i3001500 12 154937,67  154937,67  154937,67  154937,67 1 460,50  154937,67 154904,39
13001500 13 151608,42  151608,42 15160842  151605,60 1 26,21 151608,42 151607,65
13001500 14 151848,05  151848,05 15184805 151843,84 1 27,83 151848,05 151842,51
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13001500 15 156480,80  156480,80  156483,12  156475,01 1 255,53 156483,12 156445,14
i3001500_16 155493,77  155493,77  155493,77  155493,77 1 23,63 155493,77 155493,77
i3001500 17 156038,04  156038,04  156038,04  156038,04 1 31,15 156038,04 156038,04
i3001500 18 156790,75  156791,41 15679141  156791,41 1 28,52 156791,41 156786,73
13001500 19 155947,13  155947,13  155947,13  155944,83 1 26,51 155947,13 155947,13
i3001500_20 156426,14  156426,14  156428,88  156423,89 1 27,82 15642888 156423,78
i500 1 26698,33  26613,52  26698,33  26613,52 0 28800,00 26698,33 26613,52
i500_2 28431,44  28322,31 2843144 2832231 0 28800,00 28481,80 2832231
i500_3 28212,43  28108,98 2821243  28108,98 0 28800,00 28224,65 28108,98
i500 4 28450,80  28330,03  28450,80  28330,03 0 28800,00 28450,80 28330,03
i500 5 24920,09  24858,60  24920,99  24858,60 0 28800,00 24920,99 24858,60
i500_6 15853,35 15853,35 15853,35 15852,13 1 5576,24  15853,35 15820,81
i500_7 16205,15 16205,15 16205,15 16203,53 1 13448,96 16220,84 16160,30
i500_8 1611543  16103,41 16115,43 1607539 0 28800,00 16143,77 16075,39
i500_9 16399,40  16399,40  16399,40 16371,21 0 28800,00 16409,14 16371,21
50010 15886,54  15884,95 1588654  15884,95 1 4049,65 15886,54 15852,99
50011 13497,71 13497,71 13497,71 13496,40 1 971,47  13506,12 13482,99
i500 12 14736,38  14736,38 14736,38 14735,02 1 1732,38  14736,74 14707,01
i500_13 13715,96 13715,96 13715,96 13715,35 1 4553,99 1372257 13687,95
i500_14 13629,54 13629,54  13629,54  13628,64 1 223745  13634,90 13610,57
i500_15 13947,12  13947,12  13947,12 13945,73 1 725,58  13947,38 13923,32
50016 12618,68  12618,68  12618,68  12617,49 1 547,82 12623,12 12600,51
50017 13386,17  13386,17  13386,17  13384,84 1 1623,57 13386,17 13363,00
i500 18 12852,52  12852,52 1285252 12851,24 1 166,47  12852,52 12844,96
i500_ 19 13521,52 13521,52 13521,52 13520,28 1 1370,52  13528,48 13504,67
150020 12362,20 12362,20 12362,20 12361,11 1 72,70  12362,20 12357,33
i700_1 37302,35 3714520  37302,35 3714520 O 28800,00 37526,91 37145,20
i700_2 34783,64  34564,27 3478364  34564,27 0 28800,00 34829,77 34564,27
i700_3 34739,12  34556,67  34739,12  34556,67 0 28800,00 34797,96 34556,67
i700_4 38534,35  38317,15 3862227  38306,15 0 28800,00 38666,34 38306,15
i700 5 38158,53  38029,67  38158,53  38029,67 O 28800,00 3815853 38029,67
i700__6 20051,28 19971,35  20051,28 19971,35 0 28800,00 20059,11 19971,35
i700_7 21433,56  21366,16  21436,26 2135944 O 28800,00 21436,26 21359,44
i700__8 20816,45  20750,00 2081645  20747,16 0 28800,00 20818,55 20747,16
i700_9 21090,04  21041,21  21090,04  21029,06 0 28800,00 21090,04 21029,06
70010 22188,50  22136,55 2218850  22136,55 0 28800,00 22188,50 22136,55
70011 17180,27  17173,19 1718027 1714594 0 28800,00 17204,97 17145,94
170012 18194,03  18179,99 18194,03 18156,82 0 28800,00 18194,03 18156,82
i700_13 17284,72 17277,92 17284,77 1728327 1 10604,94 17293,27 17259,98
i700_14 17383,87 1738387  17383,87  17382,14 1 19737,60 17385,11 17361,13
i700_15 18218,21 18208,97  18218,21 1817854 0 28800,00 18218,21 18178,54
170016 16029,55  16029,55  16029,55  16028,34 1 636,07 16029,55 16015,59
70017 16199,55  16199,55  16199,55 16197,94 1 477,01 16199,55 16190,01
170018 16443,07  16443,07  16443,07 1644144 1 389,64  16445,29 16432,70
i700_ 19 16399,79 16399,79 16399,79 16398,26 1 1489,87  16399,79 16389,05
170020 15492,02 15492,02 15492,02 15490,62 1 9614,38  15492,02 15465,23
1000 1 50051,78  49744,73  50049,24 4973894 0 28800,00 50049,24 49738,94
110002 51277,80  50904,05  52521,77  50904,05 0 28800,00 52521,77 50904,05
i1000_3 47690,07 4744949  47701,98 4744949 0 28800,00 47749,30 47449,49
i1000_4 49408,86  49100,11 4942526  49100,11 0 28800,00 49425,26 49100,11
i1000_5 51363,39  51033,98  51408,93  51033,98 0 28800,00 51408,93 51033,98
i1000_6 28043,73  27906,20  28048,89  27906,29 0 28800,00 28057,76 27906,29
i1000_7 2740944  27316,76 2740944  27316,76 0 28800,00 27409,44 27316,76
i1000_8 27543,01 2744091  27673,87 2744091 0 28800,00 27885,78 27440,91
110009 26992,81  26867,37  27090,08  26892,84 0 28800,00 27120,20 26892,84
i1000 10  27364,31  27266,53 2736431  27266,53 0 28800,00 27364,31 27266,53
1000 11 22247,61 2220527  22248,93 2220527 0 28800,00 22252,04 22205,27
100012 22226,96  22197,34  22226,96 2218451 0 28800,00 22244,27 22184,51
1000 13 22728,86  22670,58  22728,86  22670,58 0 28800,00 22736,53 22670,58
1000 14  22401,92 2234959  22401,92 2234959 0 28800,00 22429,97 22349,59
1000 15  22687,95  22660,72  22687,95  22653,20 0 28800,00 22687,95 22653,20
1000 16  21386,85 2137231  21386,85  21359,38 0 28800,00 21386,85 21359,38
i1000 17 21233,77  21231,64 2123377 2123164 1 842762 21234,27 21217,44
1000 18  20752,92  20750,88  20752,92  20750,88 1 5490,11  20768,15 20736,04
i1000_19  20591,21  20577,58  20591,21  20560,86 0 28800,00 20591,21 20560,86
1000 20  21598,54  21597,95  21598,54 2158272 0 28800,00 21599,35 21574,49
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A.3 Resultados detalhados dos experimentos com o
algoritmo H-ALG

Tabela A.4: Resultados detalhados do experimento com o H-ALG

Instancia LS LI gap% t LIp LSo
TB1
pl 9933,00  9932,19 0,00 0,66  9736,03 8726,00
p2 8622,00 8621,49 0,00 0,28 8538,37 10650,00
p3 10590,00 10589,06 0,00 1,42 10298,50 12216,00
p4 12181,00 12180,16 0,00 1,21 11875,50 10282,00
p5 10012,00 10012,00 0,00 0,46  9870,59 8727,00
p6 8652,00  8652,00 0,00 0,20  8591,83  10772,00
b7 10772,00 10772,00 0,00 041  10600,00  13146,00
P8 12892,00 12891,23 0,00 2,01  12543,90  9028,00
P9 9028,00 9028,00 0,00 0,12 8996,00 7971,00
pl0 7971,00 7970,13 0,00 0,12 7957,08 9605,00
pll 9605,00 9604,41 0,00 0,22 9529,66 11178,00
pl2 11085,00 11084,76 0,00 0,45 10905,90 9412,00
pl13 9377,00  9376,19 0,00 0,92  9117,54 7881,00
pl4 7817,00  7817,00 0,00 0,41 769854  10000,00
pl5 9937,00 993643 0,00 2,30  9722,03  12058,00
pl6 11935,00 11935,00 0,00 9,59 11596,10 9250,00
pl7 9249,00 9248,07 0,00 2,20 8877,28 7840,00
pl8 7840,00 7840,00 0,00 0,47 7655,99 9960,00
p19 9960,00  9960,00 0,00 1,22  9664,76  11940,00
p20 11940,00 11939,12 0,00 10,87  11456,50  8622,00
p21 8622,00 8622,00 0,00 0,22  8573,95 7486,00
p22 7486,00 7486,00 0,00 0,16 7459,87 9295,00
p23 9275,00 9275,00 0,00 0,38 9190,68 10975,00
p24 10955,00 10955,00 0,00 0,55 10841,10 12708,00
p25 12671,00 12670,01 0,00 26,89 12519,40 10781,00
P26 10771,00 10770,24 0,00 13,47 10717,30 13318,00
p27 13293,00 13292,02 0,00 2590 13142,60  15450,00
p28 15173,00 15172,01 0,00 94,11  14859,40  14091,00
P29 14033,00 14032,01 0,00 86,88 13804,20 12590,00
p30 12577,00 12576,03 0,00 139,11 12337,40 15345,00
p31 15337,00 15213,28 0,81 7201,34 14905,30 18116,00
p32 18097,00 17750,99 1,91 7201,57 17458,40 12769,00
p33 12759,00 12758,03 0,00 21,81  12598,00  11655,00
p34 11652,00 11652,00 0,00 39,00 11414,60  13736,00
p35 13732,00 13731,01 0,00 203,37 13315,00 15826,00
p36 15815,00 15653,60 1,02 7201,22 15202,00 12195,00
p37 12093,00 12092,03 0,00 18,18 11928,10 11091,00
p38 11091,00 11091,00 0,00 3,79 11064,60 12653,00
p39 12653,00 12652,07 0,00 12,40  12497,90  14133,00
p40 14133,00 14132,33 0,00 12,64 13829,90  7118,00
pal 7102,00 7101,08 0,00 0,94  6990,44 6261,00
p42 6220,00 6219,02 0,00 6,38 6001,30 5481,00
p43 5481,00 5481,00 0,00 1,91 542827 7648,00
p44 7648,00 647,77 0,00 0,52 7601,02 6706,00
p45 6688,00  6688,00 0,00 1,37 660544 6155,00
p46 6155,00 615500 0,00 1,88  6025,59 7191,00
pAT 7187,00  7186,10 0,00 549  7056,10 6073,00
p48 6073,00 6072,24 0,00 0,71  6019,37 5785,00
P49 5780,00 5779,65 0,00 1,63 5633,15 9612,00
p50 9551,00 9550,34 0,00 2,04 9444,13 8202,00
p51 8106,00 8105,32 0,00 4,32 7934,63 10852,00
P52 10575,00 10574,09 0,00 2,95  10404,70  9575,00
P53 9570,00  9569,16 0,00 2,53 941480  10217,00
p54 10144,00 10143,23 0,00 1,60  9984,63 8427,00
P55 8419,00 8418,08 0,00 3,41 8312,23 23458,00
p56 23150,00 23149,04 0,00 125,07 22727,40 29970,00
p57 29530,00 29472,94 0,19 7202,46 28723,50 44661,00
p58 44457,00 43394,85 2,39 7203,81 42408,80 32741,00
P59 32367,00 31982,74 1,19 7204,56 30912,40  21779,00
P60 21700,00 21699,12 0,00 8,56  21598,00  26176,00
p61 26176,00 26175,18 0,00 21,64 25936,30  36647,00
p62 36305,00 36304,01 0,00 754,55 35538,40 27200,00
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Continuagdo da Tabela A.2

Instancia LS LI gap% t LIp LSp
063 2707500 27074,05 0,00 46,84  26761,20 _ 21544,00
p64 21538,00 21537,29 0,00 5,01 21507,10 25676,00
p65 25676,00 25675,10 0,00 5,17 25613,30 34521,00
p66 34233,00 34232,01 0,00 515,66 33254,90 27701,00
p67 27223,00 27222,01 0,00 129,57 26591,20 21986,00
P68 21875,00 2187500 0,00 33,48  21803,20  26586,00
p69 26561,00 26560,08 0,00 57,71  26272,80  36279,00
p70 36133,00 36132,01 0,00 930,18 35485,10  28625,00
p71 28580,00 28579,09 0,00 57,85 27763,00 28683
TB2

y30-200-1  39240,00 37685,87 3,96 7206,28 36720,30  39398,00
y30-200-2  37257,00 35990,98 3,40 7206,28 3515520  37369,00
¥30-200-3  36194,00 35071,86 3,10 7204,38 34212,90  36315,00
y30-200-4  35616,00 34618,94 2,80 7203,01 33930,00  35722,00
¥30-200-5  35843,00 34621,60 3,41 7205,87 33766,40  36019,00
y60-200-1  35718,00 34811,73 2,54 722540 33782,10  36165,00
y60-200-2  37936,00 37252,76 1,80 7221,15 36313,90  38448,00
y60-200-3  35821,00 34928,50 2,49 7211,03 34171,10  35872,00
y60-200-4  35618,00 35128,22 1,38 7213,32 34178,10  36439,00
y60-200-5  37441,00 3628590 3,09 7219,78 35402,90  37648,00
y60-300-1  45047,00 44106,97 2,09 7219,61 43182,70  45941,00
y60-300-2  45681,00 44461,17 2,67 7223,94 43356,00  45958,00
y60-300-3  41932,00 41220,03 1,70 7250,73 40221,20  42722,00
y60-300-4  41105,00 40339,98 1,86 723343 39493,10  41192,00
y60-300-5  36912,00 36588,29 0,88 7218,71 35704,20  37257,00
y80-400-1  49224,00 48394,74 1,68 7344,32 47434,30  50453,00
y80-400-2  45375,00 44658,90 1,58 7346,14 43430,50  46529,00
y80-400-3  55217,00 54300,05 1,66 7267,19 53287,50  55884,00
y80-400-4  44698,00 44647,06 0,11 7273,61 43568,10  45730,00
y80-400-5  54984,00 54142,91 1,53 7304,99 53203,20  56446,00

TB3
g50-100-2-1 25013,00 21479,84 14,13 7201,93 21338,60  25014,00
g50-100-2-2 26808,00 23062,23 13,97 7201,69 22937,00  26816,00
g50-100-2-3 26381,00 22344,32 15,30 7201,69 22194,10  26381,00
g50-100-2-4 25283,00 21864,29 13,52 7201,67 2167560  25290,00
g50-100-2-5 25095,00 21387,90 14,77 7201,86 21268,60  25098,00
g50-100-3-1 22700,00 19583,01 13,73 7203,13 19286,20  22719,00
g50-100-3-2 19941,00 17597,81 11,75 7202,11 17272,00  19962,00
g50-100-3-3 20332,00 17862,93 12,14 7201,99 17530,50  20364,00
g50-100-3-4 19274,00 16687,96 13,42 7201,45 16471,70  19274,00
g50-100-3-5 19506,00 17292,07 11,35 7202,09 16987,40  19522,00
g50-100-5-1 16082,00 14314,92 10,99 7202,43 13994,60  16093,00
g50-100-5-2 16000,00 1393571 12,90 7202,12 13663,00  16011,00
g50-100-5-3 14456,00 13038,54 9,81 7201,78 12625,10  14506,00
g50-100-5-4 15377,00 13856,20 9,89 7202,59 13591,40  15396,00
g50-100-5-5 15568,00 13787,44 11,44 7202,57 13416,20  15592,00
g50-200-2-1 35827,00 30742,44 14,19 7204,45 30518,40  35827,00
g50-200-2-2 34907,00 30194,36 13,50 7203,62 29886,50  34907,00
g50-200-2-3 36410,00 31186,69 14,35 7204,57 30942,70  36411,00
g50-200-2-4 35935,00 30766,40 14,38 7204,55 30561,90  35935,00
g50-200-2-5 34820,00 29921,66 14,07 7204,30 29716,20  34820,00
g50-200-3-1 27891,00 24216,67 13,17 7204,29 23906,50  27896,00
g50-200-3-2 29400,00 25639,59 12,79 720543 25356,00  29407,00
g50-200-3-3 26896,00 23680,81 11,95 7207,53 23372,50  26929,00
g50-200-3-4 27478,00 24320,54 11,49 7204,45 24018,00  27478,00
g50-200-3-5 28635,00 2497145 12,79 720511 24689,00  28638,00
g50-200-5-1 22242,00 19899,38 10,53 7208,34 19519,20  22255,00
g50-200-5-2 21014,00 19061,31 9,29 7205,00 18704,50  21028,00
g50-200-5-3 22912,00 20615,00 10,03 7205,01 20299,90  22944,00
g50-200-5-4 20523,00 18590,09 9,42 7205,68 18212,00  20526,00
g50-200-5-5 22564,00 20282,05 10,11 7214,61 19971,80  22593,00
g60-300-2-1 46951,00 40652,11 13,42 7212,02 40434,80  46951,00
g60-300-2-2 49144,00 42733,33 13,04 7212,81 42481,80  49144,00
g60-300-2-3 47517,00 40882,81 13,96 7212,68 40678,20  47517,00
g60-300-2-4 46907,00 40840,20 12,93 7211,66 40567,80  46907,00
g60-300-2-5 50826,00 43478,06 14,46 7211,86 43285,00  50826,00
g60-300-3-1 37900,00 32989,10 12,96 7212,61 32693,30  37900,00
g60-300-3-2 36541,00 32265,83 11,70 7212,78 31937,80  36541,00
g60-300-3-3 39101,00 34384,97 12,06 7216,80 34042,50  39119,00
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Continuagdo da Tabela A.2

Instancia LS LI gap% t Llg LSo
g60-300-3-4 36379,00 32357,07 11,06 7211,76 32012,00 36379,00
g60-300-3-5 37329,00 32688,96 12,43 7218,22 32389,10 37336,00
g60-300-5-1 28437,00 24896,62 12,45 7222,22 24524,80 28452,00
g60-300-5-2 30092,00 26013,56 13,55 7214,64 25627,00 30093,00
g60-300-5-3 28409,00 25137,31 11,52 7239,90 24820,40 28422,00
g60-300-5-4 28807,00 25596,31 11,15 7228,29 25283,70 29627,00
260-300-5-5 2887500 2583855 10,52 722920 25411,40  28887,00
TB6
di 7006,00  7006,00 0,00 007  6846,06 7034,00
d2 13266,00 13265,36 0,00 0,35  11849,90  13480,00
d3 12954,00 12954,00 0,00 0,09 12793,40 12954,00
d4 16127,00 16126,50 0,00 1,38 14953,60 16774,00
d5 14766,00 14766,00 0,00 0,08 14357,60 14766,00
d6 10252,00 10251,11 0,00 0,81 8152,76 10255,00
a7 12711,00 12711,00 0,00 0,13  12527,90  12711,00
ds 18160,00 18160,00 0,00 045  17521,00  18416,00
d9 9993,00 9993,00 0,00 0,28 9703,49 10172,00
d10 40592,00 40591,08 0,00 10,56 37564,80 41140,00
d11 13163,00 13163,00 0,00 0,66 11906,90 14058,00
d12 12836,00 12836,00 0,00 0,30 12296,10 12836,00
d13 13987,00 13987,00 0,00 0,22 13506,60 14050,00
d14 18428,00 18427,20 0,00 1,25  16576,60  18518,00
di5 18861,00 18861,00 0,00 0,73  16520,70  21313,00
d16 24993,00 24993,00 0,00 1,72 22504,90 28353,00
d17 23518,00 23518,00 0,00 0,28 22998,00 23923,00
d18 30312,00 30311,80 0,00 11,50 28361,60 31410,00
d19 33992,00 33991,50 0,00 24,86 32204,40 34181,00
d20 46581,00 46580,01 0,00 2139,30 41808,20 48703,00
21 23783,00 23782,04 0,00 13,18 1944560  28039,00
d22 10954,00 10954,00 0,00 0,50  10362,30  11048,00
d23 17141,00 17140,06 0,00 2,14 15960,30 17333,00
d24 18026,00 18026,00 0,00 0,43 17652,60 18095,00
d25 20381,00 20381,00 0,00 1,50 19086,30 20441,00
d26 13790,00 13790,00 0,00 0,61 13457,20 13790,00
d27 25559,00 25558,62 0,00 1,11  24370,50  26031,00
28 23901,00 23900,03 0,00 14,80  22339,80  24225,00
d29 24840,00 24839,06 0,00 1,63 23725,30 25340,00
d30 30116,00 25491,39 15,36 7200,00 210757,36 37720,00
d31 14944,00 14944,00 0,00 1,18 14464,40 15159,00
d32 22210,00 22209,26 0,00 3,54 21150,10 22774,00
d33 74629,00 72274,43 3,16 7200,00 62254,88 76673,00
d34 17458,00 17458,00 0,00 1,06  17111,80  17652,00
d3s 16657,00 16657,00 0,00 3,57  16154,50  17454,00
d36 36067,00 36066,01 0,00 1209,52 33818,70 36676,00
d37 31196,00 31195,14 0,00 14,83 29950,40 32350,00
d38 83750,00 77900,92 6,98 7200,91 73861,30 86007,00
d39 76154,00 71450,78 6,18 7201,49 67346,60 77818,00
d40 105822,00 97376,66 7,98 7200,76 92353,30 108090,00
41 41301,00 41301,00 0,00 1,75  39016,70  41562,00
d42 22956,00 22955,63 0,00 10,41 22114,20 23165,00
d43 18234,00 18234,00 0,00 0,07 18234,00 67247,00
d44 64816,00 59840,15 7,68 7201,75 57384,10 40224,00
d45 39514,00 39310,09 0,52 7201,04 37673,00 93933,00
d46 90520,00 88712,70 2,00 7201,04 82604,70 114158,00
447 112886,00 106866,37 5,33 7201,64 102918,00 105563,00
d48 101043,00 98715,87 2,30 7201,25 95015,30 134131,00
d49 130272,00 123489,35 5,21 7201,14 118265,00 24894,00
d50 24886,00 24886,00 0,00 1,73 24655,00 26559,00
d51 25536,00 25535,63 0,00 4,33 25026,50 71211,00
d52 67687,00 63213,14 6,61 7201,77 60691,10 59882,00
d53 58123,00 56520,28 2,76 7201,23 54490,90 90174,00
ds4 8962700 85863,78 4,20 7201,48 81228,10 134080,00
d55 130073,00 115052,90 11,55 7201,27 111161,00 117812,00
d56 117410,00 114447,16 2,52 7200,82 107915,00 103999,00
ds57 100650,00 99126,43 1,51  7200,94 92286,10 10022,00
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