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Resumo

Esta tese pesquisa dois problemas de planejamento de manutenções preventivas. O
primeiro é o problema de planejamento de ordens de manutenção preventiva de longo
prazo (LTPMOSP). Ele consiste em decidir simultaneamente quais ordens de manu-
tenção devem ser executadas, bem como fazer a atribuição das ordens de manutenção
às equipes e às máquinas e determinar quando cada ordem de manutenção deve ser
executada ao longo do horizonte de planejamento. Cada manutenção requer apenas
uma habilidade das equipes para ser executada. O segundo problema é uma extensão
do LTPMOSP, em que as manutenções podem requerer uma ou mais habilidades
para serem executadas, ou seja, pode-se ter manutenções mono ou multi-habilidade.
A incorporação disso origina o problema de planejamento de ordens de manutenção
preventiva de longo prazo com multi-habilidades (LTPMOSP-MS). Ambos os proble-
mas têm o objetivo de minimizar o número de equipes utilizadas no planejamento e a
soma das penalidades das ordens de manutenção não executadas. Para solucionar o
LTPMOSP, são propostas duas novas formulações matemáticas indexadas no tempo.
Além disso, para solucionar as instâncias de grande porte, propõe-se um algoritmo
baseado na meta-heurística GRASP. Os resultados dos experimentos computacionais
mostraram que as novas formulações, resolvidas via o resolvedor de programação
matemática CPLEX, superaram significativamente a formulação da literatura, sendo
capazes de encontrar novas soluções ótimas para instâncias com até 600 ordens de
manutenção. Os resultados dos experimentos também mostraram uma superioridade
do algoritmo GRASP em relação aos métodos heurísticos da literatura, gerando me-
lhores limites superiores em um tempo computacional expressivamente menor. Para
solucionar o LTPMOSP-MS, foram propostas uma formulação matemática indexada
no tempo e três versões diferentes de uma nova heurística de duas fases (H2F). A
primeira fase da heurística consiste em atribuir manutenções às equipes, enquanto a
segunda fase programa as manutenções nas equipes respeitando todas as restrições do
LTPMOSP-MS. Os experimentos computacionais mostraram que uma versão da H2F
conseguiu encontrar limites inferiores e superiores melhores do que os que o resolve-
dor CPLEX encontra ao resolver a formulação proposta para o LTPMOSP-MS para
instâncias com até 80 manutenções. Para instâncias com 150 e 300 manutenções, o
CPLEX não encontrou nenhuma solução viável ao resolver a formulação proposta,
enquanto a versão da H2F com pseudo-corte conseguiu encontrar a solução ótima
para 50% das instâncias.

Palavras-chaves: Planejamento de manutenção de longo prazo, Formulação mate-
mática indexada no tempo, GRASP, Meta-heurística, Matheurísticas, Multi-habilidade.
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Abstract

This thesis investigates two preventive maintenance planning problems. The first
is the long-term preventive maintenance order planning problem (LTPMOSP). It
consists of simultaneously deciding which maintenance orders should be executed, as
well as assigning maintenance orders to teams and machines and determining when
each maintenance order should be executed throughout the planning horizon. Each
maintenance requires only one skill to be executed, i.e., maintenance is mono-skilled.
The second problem is an extension of LTPMOSP, in which maintenance may re-
quire one or more skills to be executed, i.e., there may be mono- or multi-skilled
maintenance. The incorporation of this gives rise to the long-term preventive main-
tenance order planning problem with multi-skills (LTPMOSP-MS). Both problems
aim to minimize the number of teams used in planning and the sum of the penalties
for maintenance not scheduled. To solve LTPMOSP, two new mathematical formu-
lations are proposed. In addition, to solve large instances, an algorithm based on the
GRASP metaheuristic is proposed. The results of the computational experiments
show that new formulations, solved via solver CPLEX, significantly outperform the
formulation in the literature, being able to find new optimal solutions for instances
with up to 600 maintenance orders. The results of the experiments also show that
the GRASP algorithm is superior to the heuristic methods in the literature, gene-
rating better upper bounds in a significantly shorter computational time. To solve
LTPMOSP-MS, a mathematical formulation and three different versions of a new
two-phase heuristic (2PH) are proposed. The first phase of the heuristic consists of
assigning maintenance to teams, while the second phase schedules maintenance in
teams, respecting all constraints of the LTPMOSP-MS. Computational experiments
show that a version of 2PH was able to find better lower and upper bounds than those
found by solver CPLEX when solving the proposed formulation for LTPMOSP-MS for
instances with up to 80 maintenances. For instances with 150 and 300 maintenances,
the solver did not find any feasible solution when solving the proposed formulation,
while the pseudo-cut version of 2PH was able to find an optimal solution for 50% of
the instances.

Keywords: Long-term maintenance scheduling, Time-indexed formulations, GRASP,
Metaheuristic, Matheuristic, Multi-skill
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Capítulo 1

Introdução

Este capítulo apresenta uma breve introdução à tese. Inicialmente, a Seção 1.1
descreve o contexto no qual a tese está inserida. Em seguida, a Seção 1.2 detalha os
objetivos desta pesquisa, enquanto que a Seção 1.3 expõe suas principais contribui-
ções. Por fim, a Seção 1.4 descreve a estrutura do trabalho.

1.1 Apresentação Geral

A manutenção de equipamentos é de grande importância para empresas dos mais
diversos setores. Na indústria de mineração não é diferente. Os ativos de uma mina
(caminhões, tratores, escavadeiras, britadores, dentre outros) são caros e essenciais
para o sucesso da exploração mineral. No entanto, eles estão sujeitos à degradação
devido a, por exemplo, sua utilização, sua exposição a fatores climáticos ou outros
fatores. Esta degradação pode resultar em uma falha do sistema. Uma parada não
programada por falta de manutenção dos equipamentos causa atraso na produção e
aumento de custos. A manutenção preventiva tem papel fundamental para garantir
a vida útil dos ativos de mineração, reduzir custos e aumentar a competitividade.

Embora seja rotina para muitas organizações programar a manutenção preventiva
dos equipamentos, levando em consideração equipes de trabalho, ordens de manuten-
ção, janelas de tempo de inatividade dos equipamentos e o alto e diverso número de
ativos de uma mina, se trata, contudo, em uma tarefa complexa, cara e desafiadora.

Esta tese aborda dois problemas de planejamento de manutenção preventiva. O
primeiro é o Problema de Planejamento de Ordens de Manutenções Preventivas de
Longo Prazo (Long-Term Preventive Maintenance Order Scheduling Problem - LTP-
MOSP). Ele foi introduzido por Aquino et al. (2018a) para resolver um problema
da indústria de mineração de ferro. O LTPMOSP busca programar um conjunto de
manutenções preventivas para um horizonte de 52 semanas, que é a razão pela qual

1



1.1 Apresentação Geral 2

é considerado um problema de planejamento de longo prazo. Segundo os autores, o
planejamento anual das manutenções, conhecido como mapa ou plano de 52 semanas,
era gerado por um software que não considerava as habilidades e disponibilidades das
equipes para executá-las. Quando cada gerente de área de manutenção recebia as
programações, ele/ela as atribuía às suas equipes sem considerar a disponibilidade
das equipes das outras áreas. Como resultado, as manutenções frequentemente se
sobrepunham, e era possível concluir aproximadamente 50% dos trabalhos de manu-
tenção (Aquino et al., 2019). Assim, para cumprir o cronograma proposto, equipes
terceirizadas tiveram que ser contratadas, tornando os custos de manutenção mais
caros.

O LTPMOSP envolve um conjunto de máquinas que devem ser submetidas a um
conjunto de ordens de manutenção preventiva e um conjunto de equipes de traba-
lho com diferentes habilidades para executá-las. Além disso, cada manutenção está
associada a uma janela de tempo para executá-la. O problema consiste em decidir,
simultaneamente, quais ordens de manutenção devem ser executadas, quantas equi-
pes serão utilizadas, atribuir as ordens às equipes e determinar quando cada ordem
de manutenção deve ser executada. A decisão deve levar em conta que:

(a) a manutenção só é executada por uma equipe que possua habilidade que ela
requer;

(b) se a manutenção for programada, ela deve ser programada dentro da sua janela
de tempo e da disponibilidade da equipe que executá-la;

(c) uma equipe pode executar apenas uma manutenção por vez;

(d) as manutenções programadas em uma mesma máquina não podem se sobrepor;

(e) se a manutenção não for programada, uma penalidade é incorrida.

O objetivo do LTPMOSP é minimizar o número de equipes utilizadas no planeja-
mento e a soma das penalidades das manutenções não programadas. De acordo com
Aquino et al. (2019), o objetivo de ter o maior número de ordens planejadas para
serem executadas está associado à importância das manutenções preventivas. Por
outro lado, o menor número de equipes utilizadas é justificado pela busca de redução
de custos.

No LTPMOSP, cada ordem de manutenção tem uma duração pré-determinada, se-
melhante aos tempos de processamento das tarefas nos problemas de sequenciamento
de máquinas (Pinedo, 2022). É possível fazer uma analogia entre o LTPMOSP e
problemas de sequenciamento em máquinas, em que as ordens, que devem ser execu-
tadas por equipes, podem ser visualizadas como tarefas que devem ser processadas
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por máquinas, demonstrando, então, uma proximidade entre ambos os tipos de pro-
blemas. Além disso, o LTPMOSP também possui conexão com os problemas de Crew
Scheduling (Kasirzadeh et al., 2017) e Surgical Scheduling (Silva et al., 2015), pois
cada equipe possui uma habilidade e a resolução do problema gera uma programação
para as equipes.

Contudo, a conexão com o problema investigado em Silva et al. (2015) é ainda
maior. Para esse problema, pode-se fazer uma analogia entre as cirurgias e as manu-
tenções; os cirurgiões e as equipes; e as salas de cirurgias e as máquinas. De forma
similar ao LTPMOSP, em que cada equipe pode executar apenas uma manutenção e
que pode haver somente uma manutenção executada em uma máquina, no problema
de Silva et al. (2015) um cirurgião pode realizar apenas uma cirurgia por vez e pode-se
ter apenas uma cirurgia ocorrendo por vez em cada sala. Outra semelhança entre es-
ses problemas é em relação à janela de tempo. As cirurgias têm uma janela de tempo
para serem realizadas, assim como as manutenções. Além disso, no LTPMOSP essa
janela é afetada pela disponibilidade da equipe; já no problema de Silva et al. (2015),
ela é afetada pela disponibilidade dos cirurgiões.

Aquino et al. (2018a) mostram que o LTPMOSP é NP-difícil, uma vez que este
problema é um caso particular do problema de sequenciamento de uma única má-
quina, que é NP-difícil (Brucker, 2004; Brucker & Knust, 2009). Devido a isso, esses
autores justificam o desenvolvimento de uma formulação matemática e de algoritmos
meta-heurísticos para solucionar o LTPMOSP. Embora eles tenham propostos uma
formulação matemática, os trabalhos citados apresentam um foco maior na aborda-
gem heurística de solução, bem como em abordagens que geram um único planeja-
mento para o longo horizonte.

Esta tese, no entanto, avança em uma linha de pesquisa diferente, apresentando
um foco maior em métodos de solução exatos, com a proposição de novas formulações
para o problema em estudo. Dada a forte conexão do LTPMOSP e os problemas de
sequenciamento de máquinas, Aquino et al. (2018a) propuseram uma formulação
matemática baseada em variáveis em rede (Queyranne & Schulz, 1994). Esta classe
de variável tem, como vantagem, o baixo tempo de resolução da relaxação linear,
porém, tem como desvantagem o fornecimento de limites inferiores fracos (no caso
de problemas de minimização) (Unlu & Mason, 2010). Diante desta desvantagem,
esta tese propõe novas formulações que geram limites inferiores mais fortes e que,
consequentemente, são mais eficientes em encontrar soluções ótimas para o problema.

Uma vez que os métodos exatos são impraticáveis para instâncias de grande porte,
esta tese também propõe um algoritmo meta-heurístico para o LTPMOSP. O algo-
ritmo proposto é baseado na meta-heurística Greedy Randomized Adaptive Search
Procedures (GRASP) (Feo & Resende, 1989, 1995). O GRASP é uma meta-heurística
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consolidada, que resolveu com sucesso muitos problemas de otimização combinatória,
como em Carrabs et al. (2024), Nadali et al. (2024), Cheimanoff et al. (2023), Pérez
et al. (2023), Yepes-Borrero et al. (2023), Souza Almeida et al. (2022) e Vu et al.
(2022). A formulação do GRASP apresentada nessa tese utiliza um novo algoritmo
de posicionamento de manutenções. Ele determina o início de cada manutenção e
a equipe que vai executá-la. Por fim, é apresentado um método exato híbrido que
combina as formulações matemáticas com o algoritmo GRASP. Este método utiliza
o algoritmo GRASP para gerar uma solução inicial, que é utilizada pelo solver para
resolver as formulações matemáticas.

O segundo problema estudado nesta tese é o Problema de Planejamento de Ma-
nutenções Preventivas com Multi-habilidades (Long-Term Preventive Maintenance
Order Scheduling Problem with Multi-Skill – LTPMOSP-MS). Esse problema é intro-
duzido originalmente nessa tese. Ele é uma extensão do LTPMOSP, que incorpora
manutenções com multi-habilidades. Essas manutenções são as que requerem duas
ou mais habilidades para serem executadas. Elas podem ser vistas como um conjunto
de manutenções que podem ser executadas ao mesmo tempo. A execução de várias
manutenções ao mesmo tempo faz com que a produção tenha menos paradas. No
LTPMOSP são consideradas apenas manutenções com mono-habilidade, ou seja, to-
das as manutenções requerem apenas uma única habilidade para serem executadas.
No problema estudado nesta tese, são consideradas manutenções que requerem mono
e multi-habilidades. Com essa modificação, as manutenções com multi-habilidades
requerem mais de uma equipe para serem executadas, uma vez que cada equipe possui
apenas uma habilidade.

Outra modificação incorporada ao problema de Aquino et al. (2018a) é a repre-
sentação das janelas de disponibilidade nas equipes. No LTPMOSP, cada equipe tem
o tempo de disponibilidade de trabalho limitado a um único intervalo de tempo. No
problema estudado nesta tese, esse intervalo é dividido em duas janelas, separadas
por um período de indisponibilidade da equipe. Esse tempo de indisponibilidade en-
tre as janelas pode representar, por exemplo, um período de férias ou algum outro
tipo de folga acordado com a empresa.

A incorporação de manutenções com multi-habilidades e janelas de disponibi-
lidade de equipe ao problema apresentado por Aquino et al. (2018a) dá origem ao
LTPMOSP-MS. Até onde sabemos, essa extensão do problema ainda não foi estudada.
Além disso, uma característica importante desse problema é que ele é NP-difícil, já
que o LTPMOSP, uma versão específica do problema, também é NP-difícil, de acordo
com Aquino et al. (2018a).

Além de introduzir um novo problema, este estudo pretende apresentar métodos
de solução efetivos para encontrar boas soluções para o problema e capazes de gerar
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bons limites superiores e inferiores. Para essa finalidade, propõe-se uma nova for-
mulação de programação linear inteira (PLI) para o LTPMOSP-MS. A formulação
proposta baseia-se em variáveis indexadas no tempo. Formulações deste tipo foram
amplamente utilizadas para solucionar vários problemas de sequenciamento e são co-
nhecidas na literatura (Unlu & Mason, 2010) por gerar limites inferiores fortes (no
caso de problemas de minimização).

Como o problema é NP-difícil, esta tese também apresenta um algoritmo matheu-
rístico de duas fases (denominado H2F) para resolvê-lo. De acordo com Ngoo et al.
(2024), uma matheurística é um procedimento híbrido que combina heurísticas e
métodos exatos. A primeira fase da H2F consiste em atribuir as manutenções às
equipes, enquanto a segunda fase é responsável por programar as manutenções nas
equipes e nas máquinas, respeitando as restrições do problema e as atribuições feitas
na primeira fase. A atribuição na primeira fase é definida por uma nova formulação
matemática e a programação da segunda fase é gerada por uma versão modificada da
formulação PLI para o LTPMOSP-MS. São apresentadas três versões diferentes da
heurística, sendo uma delas iterativa. Ambas as fases utilizam formulações baseadas
em variáveis indexadas no tempo. No entanto, elas utilizam estratégias distintas para
dividir o horizonte de planejamento. Como, na primeira fase, é solucionada a versão
relaxada do LTPMOSP-MS, a solução ótima da formulação é um limite inferior para
o problema. Na segunda fase, o LTPMOSP-MS é solucionado com todas as restrições,
o que fornece um limite superior. Portanto, apesar da matheurística proposta nesta
não ser um algoritmo exato, ela é capaz de provar a otimalidade das soluções ótimas
encontradas se os limites inferior e superior convergirem.

1.2 Objetivos

O objetivo geral desta tese é desenvolver métodos eficientes, tanto exatos quanto
heurísticos, para o LTPMOSP e o LTPMOSP-MS.

1.2.1 Objetivos específicos

Os objetivos específicos desta tese são:

(a) Realizar uma revisão ampla da literatura sobre trabalhos que investigam pro-
blemas com características semelhantes aos LTPMOSP e LTPMOSP-MS. Além
disso, revisar e estudar as formulações matemáticas da literatura sobre o pro-
blema de sequenciamento de máquinas. Por fim, revisar e estudar algoritmos
meta-heurísticos da literatura;
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(b) Desenvolver novas formulações baseadas na literatura, bem como elaborar no-
vas formulações utilizando estratégias novas, que sejam capazes de gerar limites
inferiores mais fortes e mais efetivas em encontrar soluções exatas;

(c) Desenvolver um novo algoritmo para o LTPMOSP baseado nas meta-heurísticas
estudadas na literatura que consiga gerar melhores planejamentos;

(d) Desenvolver uma matheurística que seja capaz de gerar boas soluções para o
LTPMOSP-MS;

(e) Para o LTPMOSP, analisar o desempenho dos métodos de solução desenvolvi-
dos utilizando as instâncias fornecidas por Aquino et al. (2018a). Além disso,
pretende-se comparar a formulação proposta pela literatura com as propostas
nesta pesquisa, quanto aos limites inferiores obtidos pela relaxação linear, ao
tempo necessário para solucionar a formulação relaxada e ao número de soluções
ótimas encontradas. Por fim, comparar os melhores limites superiores da litera-
tura com os fornecidos pelo algoritmo heurístico desenvolvido nesta pesquisa;

(f) Para o LTPMOSP-MS, elaborar um amplo conjunto de instâncias. Analisar o
desempenho dos métodos de solução desenvolvidos para esse conjunto de instân-
cias. Além disso, comparar os resultados computacionais da formulação com as
diferentes versões da heurística matemática proposta.

1.3 Contribuições

A principal contribuição desta tese é a extensão do LTPMOSP, introduzido ini-
cialmente por Aquino et al. (2018a). Esta extensão se apresenta em duas linhas de
trabalho, descritas a seguir. A primeira linha de contribuições é associada ao próprio
LTPMOSP:

(i) Proposição de duas novas formulações matemáticas para o LTPMOSP. A pri-
meira formulação é baseada em variáveis indexadas no tempo e a segunda formu-
lação é baseada em uma modelagem que combina o uso de variáveis indexadas
no tempo com variáveis de precedência. Os resultados dos experimentos compu-
tacionais mostram que o desempenho das duas formulações se mostrou melhor
que o desempenho da formulação proposta por Aquino et al. (2018a), em ter-
mos de tempo médio de resolução da formulação pelo solver, quantidade de
instâncias resolvidas na otimalidade e gap médio, na resolução de instâncias de
pequeno porte. Além disso, a segunda formulação proposta apresentou o melhor
desempenho na resolução de instâncias de médio porte. Com esta formulação,
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foi possível obter novas soluções exatas para algumas instâncias com até 600
ordens de manutenção.

(ii) Para a resolução de instâncias grandes do problema de forma eficiente, foi pro-
posto um algoritmo baseado na meta-heurística GRASP , adaptado para o LTP-
MOSP, que utiliza um novo algoritmo de posicionamento de ordens de manu-
tenção. Este algoritmo foi capaz de encontrar novos limites superiores para
instâncias reais de larga escala, em um tempo significativamente menor do que
o dos melhores resultados da literatura.

A segunda linha de contribuições se referem à introdução do LTPMOSP-MS como
uma extensão do LTPMOSP:

(i) Proposição de uma formulação matemática, baseada em variáveis indexadas no
tempo, para o LTPMOSP. Essa formulação utiliza a versão clássica da litera-
tura sobre problemas de sequenciamento de variáveis indexadas no tempo. Os
resultados dos experimentos computacionais mostram que, para um conjunto de
instâncias com 20 a 80 manutenções, a formulação conseguiu encontrar solução
ótima para aproximadamente 82% das instâncias. Para um conjunto de instân-
cias com 150 ou mais manutenções, a formulação não conseguiu gerar nenhuma
solução.

(ii) Proposição de três versões diferentes de uma nova heurística de duas fases. A
primeira fase do algoritmo consiste em atribuir manutenções às equipes, en-
quanto a segunda fase programa as manutenções nas equipes respeitando todas
as restrições do LTPMOSP-MS. A solução da primeira fase é dada por uma for-
mulação matemática, que utiliza uma estratégia nova na literatura para dividir
o horizonte de planejamento. A solução dessa fase permite dividir o LTPMOSP-
MS em um ou mais subproblemas, que são resolvidos na segunda fase. Uma
versão da heurística soluciona vários subproblemas de forma independente e,
em seguida, outra versão resolve um único subproblema na segunda fase. A
terceira versão é iterativa e utiliza um pseudo-corte. Os experimentos compu-
tacionais mostram que o algoritmo H2F conseguiu encontrar limites inferiores
e superiores melhores do que a formulação proposta para instâncias com até 80
manutenções. Para instâncias com 150 e 300 manutenções, o algoritmo H2F na
versão iterativa conseguiu encontrar solução ótima para 50% das instâncias.



1.4 Organização do trabalho 8

1.4 Organização do trabalho

Esta tese está organizada da seguinte maneira: o Capitulo 2 revisa alguns concei-
tos e formulações clássicas do problema de sequenciamento da produção, apresenta
uma revisão da literatura relacionada aos problemas estudados e uma revisão de
um método de solução utilizado na presente pesquisa. O Capítulo 3 apresenta uma
descrição formal do LTPMOSP e a formulação matemática desenvolvida por Aquino
et al. (2018a). No mesmo capítulo, são apresentadas as duas novas formulações mate-
máticas desenvolvidas e o algoritmo GRASP implementado para o LTPMOSP. Além
disso, são exibidos os resultados dos experimentos computacionais realizados, bem
como sua análise e a comparação com os resultados da literatura. Por fim, apresenta-
se uma conclusão dos resultados. O Capítulo 4 apresenta uma descrição formal do
LTPMOSP-MS, acompanhada de um exemplo didático do problema e de uma nova
formulação matemática. No mesmo capítulo são explicadas as diferentes versões
da H2F desenvolvidas para o LTPMOSP-MS. Além disso, ele apresenta, analisa e
compara os resultados dos experimentos computacionais obtidos pelos métodos de
solução propostos. Por fim, apresenta-se uma conclusão dos resultados. Por último,
no Capítulo 5, são apresentadas as considerações finais e apresentadas as propostas
de trabalhos futuros.



Capítulo 2

Revisão de Literatura

Este capítulo é dedicado à fundamentação teórica e revisão de trabalhos da lite-
ratura que possuem relação com a presente tese. A Seção 2.1 apresenta brevemente
conceitos e definições relacionados a problemas de sequenciamento de produção. Além
disso, ela apresenta uma revisão dos trabalhos que abordam problemas de sequen-
ciamento de máquinas com características relacionadas ao LTPMOSP e formulações
matemáticas para problemas de sequenciamento da produção baseadas em diferentes
tipos de variáveis de decisão encontrados na literatura associada. A Seção 2.2 revisa
trabalhos da otimização de planejamento de manutenções preventivas que possuem
relação com o LTPMOSP. Além disso, faz um resumo dos trabalhos revisados, des-
tacando a importância da pesquisa feita nessa tese em relação ao estado da arte para
problemas com características semelhantes ao LTPMOSP. A Seção 2.3 revisa estu-
dos que abordam problemas de sequenciamento com multi-habilidade. A Seção 2.4,
por sua vez, faz uma breve revisão de literatura de trabalhos que envolvem planeja-
mento de manutenções preventivas com multi-habilidade. Além disso, destaca que o
LTPMOSP-MS é um problema novo na literatura. A Seção 2.5.1 apresenta a meta-
heurística GRASP, que é utilizada como método de solução base desta proposta de
tese. Por fim, a Seção 2.6 faz as considerações finais relacionadas a esse capítulo.

2.1 Problemas de Sequenciamento de Produção

Os problemas de sequenciamento têm recebido muita atenção dos pesquisadores
nos últimos 50 anos (Agnetis et al., 2025). Essas pesquisas têm sido motivadas
por questões que surgem no planejamento de produção, telecomunicações, logística,
controle de computadores, para citar apenas algumas aplicações. A recente revisão
de Agnetis et al. (2025), presenta uma visão geral das pesquisas realizadas ao longo
da última metade do século sobre sequenciamento. O foco principal dessa revisão
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são pesquisas que envolvem o sequenciamento de máquinas, que é exatamente o foco
desta seção.

Para Agnetis et al. (2025), um problema de sequenciamento consiste em trabalhar
com alocação de recursos limitados a atividades ao longo do tempo, visando a otimi-
zação de um ou vários objetivos. Os recursos em uma organização podem assumir
diferentes formas, como máquinas em um centro de trabalho, pistas dos aeroportos,
equipes em um canteiro de obras, unidades de processamento em um ambiente de
computação, etc. As atividades podem ser encomendas a serem distribuídas para
clientes, operações em um processo de produção, decolagens e aterrissagens de aviões
num aeroporto, execuções de programas de computador, dentre outras. Essas ati-
vidades podem ter uma ou mais características, como tempo de processamento de
cada recurso, data limite de inicialização e finalização, importância, entre outras. Os
objetivos a serem otimizados também variam, sendo os mais comuns os baseados nos
tempos de conclusão e nas datas de entregas.

Em uma abordagem formal do problema, seja J = {1, ..., n} o conjunto de tarefas
que devem ser processadas em um conjunto M = {1, ...,m} de máquinas. Cada
tarefa j está associado a um tempo de processamento pj necessário para a execução
da tarefa j; pjk, caso o tempo de processamento esteja associado à máquina k. Além
disso, uma tarefa j também pode estar associada a:

(i) data de liberação rj, na qual a tarefa j pode começar a ser processada, não
sendo permitido o seu início antes deste instante;

(ii) data de entrega dj, na qual a tarefa j deve, idealmente, ser finalizada. Caso o
processamento termine após a data de entrega, uma penalidade pode ser consi-
derada. Quando a data deve ser atendida é referido como deadline e denotado
por dj;

(iii) peso wj que indica a importância relativa da tarefa j em relação às demais.

As várias características de tarefas, máquinas e sequenciamento podem gerar inú-
meras variantes de um problema de sequenciamento. Com o objetivo de representar
de maneira simplificada cada variante, Graham et al. (1979) propuseram a classifi-
cação de três campos, denotada como α|β|γ. O campo α descreve o ambiente da
máquina e contém apenas uma entrada (para ver as possibilidades de entradas, veja
a Tabela 2.1). O campo β provê detalhes das características do processamento e
das restrições, podendo conter uma ou múltiplas entradas, ou mesmo ser vazio (veja
Tabela 2.2). O campo γ denota a função objetivo do problema, ou critério de otima-
lidade (veja Tabela 2.3). As funções objetivo podem estar associadas à variável Cj

que representa o tempo de conclusão da tarefa j.
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Tabela 2.1: Entradas para o campo α.

α Ambiente Definição

1 Máquina única Todas as tarefas podem ser processadas em apenas uma má-
quina.

Pm Máquinas para-
lelas idênticas

Existem m máquinas paralelas idênticas disponíveis para proces-
sar as n tarefas, com tempos de processamento iguais em todas
as máquinas.

Qm Máquinas para-
lelas uniformes

Existem m máquinas em paralelo, porém, com diferentes fatores
de velocidade vk para cada máquina k. Assim, o tempo de pro-
cessamento da tarefa j na máquina k é dado por pjk = vk × pj .

Rm Máquinas não
relacionadas

Existem m máquinas em paralelo. A máquina k processa a ta-
refa j com a velocidade vjk. Ou seja, a velocidade da máquina
depende da tarefa que está sendo processada.

O Open shop As tarefas devem ser processadas em todas as máquinas em pjk

unidades de tempo. Não há restrição quanto à sequência de
execução das tarefas.

J Job shop Cada tarefa j possui uma rota predefinida a ser seguida, geral-
mente distinta das demais.

F Flow shop Existem |M | máquinas em série. Cada tarefa j deve ser proces-
sada por cada uma das máquinas disponíveis. Todas as tarefas
devem seguir a mesma rota.

Fonte: Adaptado de Graham et al. (1979) e Pinedo (2022)

Tabela 2.2: Entradas para o campo β.

β Termo Definição

pmtn preempção Preempção implica que uma tarefa pode ser dividida em várias
etapas, ou seja, seu processamento pode ser interrompido e re-
tomado posteriormente na mesma ou em outra máquina.

prec precedência As restrições de precedência podem ocorrer em ambientes de má-
quina única ou paralelos, exigindo que uma ou mais tarefas sejam
concluídas antes que outra possa iniciar seu processamento.
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Sj tempos de se-
tup

Quando sj está presente, cada tarefa j possui um tempo de
preparação da máquina, Sj , para iniciar seu processamento. Se
esse tempo depender da sequência das tarefas, então é adicionado
o índice i, ou seja, Sij , referente a tarefa i que precede a tarefa
j. Além disso, se o tempo de setup entre as tarefas i e j depende
da máquina k, é adicionado um terceiro índice k, ou seja, sijk.

Mj elegibilidade de
máquinas

Quando Mj está presente, nem todas as m máquinas são capazes
de processar a tarefa j. O conjunto Mj denota o conjunto de
máquinas que podem processar a tarefa j. O símboloMj aparece
em ambientes com múltiplas máquinas.

brkdwn breakdowns As quebras de máquinas implicam que uma máquina pode não
estar continuamente disponível. Os períodos em que uma má-
quina não está disponível são assumidos como fixos.

batch(b) batch A máquina pode processar simultaneamente um número de ta-
refas (seja b esse número). Os tempos de processamento das
tarefas em um batch podem não ser todos iguais e o batch in-
teiro é terminado somente quando o último trabalho do batch for
concluído, implicando que o tempo de conclusão do lote inteiro
é determinado pelo trabalho com o maior tempo de processa-
mento.

Fonte: Adaptado de Graham et al. (1979) e Pinedo (2022)

Tabela 2.3: Entradas para o campo γ.

γ Definição

Cmax O makespan, definido como max(C1, ..., Cn), é equivalente ao
tempo de conclusão da última tarefa a ser processada pelo sis-
tema.∑

Cj A soma dos tempos de conclusão das n tarefas disponíveis.∑
wjCj A soma ponderada dos tempos de conclusão das n tarefas. Neste

caso de função objetivo, cada tarefa j possui um peso wj asso-
ciado.

Lmax O atraso máximo é definido como max(L1, ..., Ln). O atraso Lj

da tarefa j é obtido pela diferença entre o tempo real e o tempo
desejado da sua conclusão.∑

wjTj A soma ponderada dos atrasos das n tarefas disponíveis. Tj =

max{0, Lj}
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∑
wjUj A soma ponderada do número de tarefas atrasadas.

Fonte: Adaptado de Graham et al. (1979) e Pinedo (2022).

Uma das principais linhas de pesquisa em sequenciamento de produção é determi-
nar a complexidade do problema. Em Brucker et al. (2002); Brucker (2004); Brucker
& Knust (2009) e Pinedo (2022) são apresentadas análises de complexidade para va-
riantes do problema de sequenciamento de produção. Os resultados dos trabalhos
citados e da literatura indicam que a maioria dos problemas de sequenciamento é
classificada como NP-difíceis, principalmente aqueles em um ambiente de máquinas
paralelas.

2.1.1 Literatura relacionada

Na extensa literatura sobre problemas de sequenciamento de máquinas, a mai-
oria dos trabalhos considera problemas com função objetivo relacionada ao tempo
de processamento final das tarefas. Todos os critérios de otimalidade da Tabela 2.3
estão associados ao tempo de conclusão das tarefas. Como o tempo final é definido
pelo sequenciamento das tarefas, todas são processadas. Diferentemente desses tra-
balhos, baseado na analogia feita na Seção 1.1, um dos objetivos do LTPMOSP é
alocar o máximo de tarefas no mínimo de máquinas (no caso, equipes de trabalho).
Consequentemente, não se garante que todas as tarefas sejam alocadas e executa-
das. A seguir, são revisados trabalhos que estudam problemas de sequenciamento de
máquinas com características semelhantes às do problema abordado neste trabalho.

Rojanasoonthon & Bard (2005) estudam um problema de sequenciamento de má-
quinas paralelas não relacionadas, com janelas de tempo (Rm|rj, dj,Mj, sjk|

∑
wjUj),

no qual as tarefas podem ser processadas apenas dentro de sua respectiva janela.
Além disso, as tarefas possuem diferentes classes de prioridade, e isso é considerado
na função objetivo por meio do parâmetro de peso wj. O objetivo do problema é
maximizar o número ponderado de tarefas processadas. Para solucionar o problema,
propõe-se uma heurística baseada em programação dinâmica e em GRASP. Rojana-
soonthon & Bard (2006) estudam um problema semelhante ao de Rojanasoonthon
& Bard (2005), que também buscam maximizar o número de tarefas processadas,
mas com a diferença de que as tarefas possuem múltiplas janelas. Com essa dife-
rença, surge um novo problema e uma nova abordagem de solução. Os autores do
artigo citado desenvolvem um algoritmo branch-and-price para resolver instâncias do
problema.

Gholami et al. (2019) focam em um problema de sequenciamento de máquinas
paralelas uniformes (Qm|rj, dj|γ) com o objetivo de maximizar a receita e o número
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de tarefas. Como abordagem de solução, propõe-se uma heurística de duas fases,
denominada Neighborhood combined dispatching rules algorithm. Esta heurística é
comparada com a meta-heurística Simulated Annealing, e apresenta um melhor de-
sempenho. Os autores citam que os trabalhos que estudam objetivos como maximizar
a receita e o número de tarefas processadas são limitados.

Em uma linha de pesquisa de problemas que não assumem que todas as tarefas
devem ser processadas, o Order Acceptance and Scheduling Problem (OASP) busca
definir quais tarefas são aceitas para o processamento e determinar uma programação
para elas, com o objetivo de maximizar a receita. Para uma revisão da literatura
sobre o OASP, veja Slotnick (2011). Os esforços dos pesquisadores do OASP têm se
voltado principalmente para os problemas com máquina única (Slotnick & Morton,
2007; Oğuz et al., 2010; Nobibon & Leus, 2011; Cesaret et al., 2012; Lin & Ying, 2013;
Geramipour et al., 2017; Chaurasia & Singh, 2017; Silva et al., 2018; Tarhan & Oğuz,
2021, 2022). Uma das variantes do OASP que teve um maior número de pesquisas é o
problema 1|rj, dj, dj, sij|γ, em que foram propostas diferentes abordagens de solução.
Este problema tem como objetivo maximizar a receita total, dada pela diferença
entre a soma das receitas das tarefas processadas e a soma ponderada dos atrasos.
Enquanto os problemas com máquina única receberam maior foco dos pesquisadores,
os problemas com máquinas paralelas (Wang et al., 2015; Emami et al., 2016, 2017;
Ou & Zhong, 2017; Wu et al., 2018; Wang & Ye, 2019; Liu & Lu, 2020; Naderi
& Roshanaei, 2020) receberam menor atenção. Em Wang et al. (2015); Wu et al.
(2018) e Naderi & Roshanaei (2020) são estudados problemas de sequenciamento de
máquinas paralelas idênticas com o objetivo de maximizar a receita líquida total,
definida como a diferença entre a soma das receitas das ordens aceitas e o atraso
total ponderado. Wang & Ye (2019) focam em um problema com a mesma função
objetivo, porém em um ambiente com máquinas paralelas não relacionadas. Emami
et al. (2016, 2017) também consideram um problema com a mesma função objetivo
dos artigos citados, porém em um ambiente com máquinas paralelas uniformes e uma
abordagem exata e robusta do problema, considerando incerteza poliedral na receita
das tarefas executadas e no tempo de processamento. Ou & Zhong (2017) e Liu & Lu
(2020) são estudos dedicados a problemas com máquinas idênticas e com o objetivo de
minimizar o makespan de todas as tarefas aceitas mais a soma total das penalidades
das tarefas rejeitadas.

Um outro problema da literatura que tem uma característica semelhante ao abor-
dado neste trabalho é estudado em Rebai et al. (2012). O artigo citado estuda um
problema de máquina única para sequenciar manutenções preventivas, com o objetivo
de minimizar a antecipação e o atraso das manutenções. Neste problema, são conside-
radas janelas de tempo em que a manutenção deve ser executada, para evitar custos
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de antecipação e atraso, contabilizados na função objetivo. Ainda sobre o problema,
todas as manutenções devem ser executadas, diferentemente do LTPMOSP.

2.1.2 Formulações matemáticas

Embora a literatura sobre os problemas de sequenciamento apresente uma grande
variedade de abordagens de solução heurísticas, há um grande esforço de pesquisa-
dores voltado ao desenvolvimento de formulações matemáticas. Essas formulações
são métodos comprovados, capazes de gerar limitantes para diversos problemas de
sequenciamento (Unlu & Mason, 2010). Esses limitantes podem levar ao desenvol-
vimento de abordagens de solução, denominadas na literatura como exatas. Através
dela é possível obter soluções ótimas, as quais são as melhores soluções factíveis para
o problema. Essa abordagem é a solução da formulação matemática via algoritmos
exatos ou solver comerciais (Unlu & Mason, 2010). Esta pesquisa estuda a resolução
de instâncias do problema através da solução de formulações matemáticas via solver
comercial.

As formulações encontradas na literatura para lidar com os problemas de sequen-
ciamento de máquinas podem ser classificadas conforme as variáveis de decisão em
que se baseiam (Unlu & Mason, 2010). Existem vários tipos diferentes de variáveis
de decisão com os quais os pesquisadores já modelaram e otimizaram problemas de
sequenciamento de máquinas. O artigo de Unlu & Mason (2010) avalia formula-
ções baseadas em quatro tipos de variáveis para solucionar variantes do problema
de sequenciamento de máquinas paralelas não preemptivas. A seguir, são revisados
diversos tipos de variáveis encontradas na literatura. Para cada tipo de variável, foi
elaborada uma formulação para o problema de máquinas paralelas idênticas, com o
objetivo de minimizar a soma dos tempos de conclusão das tarefas processadas.

2.1.2.1 Formulação baseada em variáveis de tempo de conclusão

As variáveis de tempo de conclusão foram introduzidas por Manne (1960) em um
problema de sequenciamento de job shop. Alguns anos depois, Balas (1985) utilizou
este tipo de variável em sua conhecida formulação disjuntiva de job shop. Posterior-
mente, a formulação inicial de Balas (1985) também foi estudada por Queyranne &
Wang (1991) e Queyranne (1993).

Nas formulações baseadas em variáveis de tempo de conclusão, a sequência é
determinada exclusivamente pelos tempos de conclusão das tarefas respectivas. Ela
utiliza o parâmetro B, que possui um valor constante e muito grande e as variáveis de
decisão: xm

j = 1 se a tarefa j é processada na máquina m e 0, caso contrário; ymij = 1

se as tarefas i e j são processadas na mesma máquina m, em que i precede j; e Cj



2.1 Formulações matemáticas 16

representa o tempo de conclusão da tarefa j. Além disso, esta formulação considera
a tarefa zero, cujo tempo de processamento é zero. Essa tarefa deve ser a primeira
na sequência de qualquer máquina. A formulação baseada nas variáveis de tempo de
conclusão para o problema Pm||

∑
Cj é, então:

min
∑
j∈J

Cj (2.1)

suj. a:
∑
m∈M

xmj = 1 ∀j ∈ J (2.2)

ymij + ymji ≥ xmj + xmi − 1 ∀m ∈M, i ∈ (J ∪ 0), j ∈ J, i ̸= j (2.3)

Cj ≥ Ci +
∑
m∈M

pjy
m
ij − (1−

∑
m∈M

ymij )B ∀i ∈ (J ∪ 0), j ∈ J, i ̸= j (2.4)

ym0j = xmj ∀m ∈M, j ∈ J (2.5)

Cj ≥ 0 ∀j ∈ (J ∪ 0) (2.6)

xmj ∈ {0, 1} ∀m ∈M, j ∈ (J ∪ 0) (2.7)

ymij ∈ {0, 1} ∀m ∈M, i ∈ (J ∪ 0), j ∈ J, i ̸= j (2.8)

A função objetivo (2.1) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.2)
impõem que cada tarefa j seja atribuída a uma máquina m. As restrições (2.3) definem a
precedência das tarefas i e j. As restrições (2.4) definem o tempo de conclusão da tarefa j,
baseado no tempo de conclusão da tarefa i que a precede. As restrições (2.5) garantem
que, se a tarefa j é alocada à máquina m, então a tarefa zero precede as demais tarefas
executadas na máquina. As restrições (2.6)-(??

As variáveis de ordenação linear foram introduzidas por Potts (1980) para resolver um
problema de máquina única com restrições de precedência. Elas são denominadas por Pinedo
(2022) como variáveis de sequenciamento. Dyer & Wolsey (1990) usaram essas variáveis, em
combinação com variáveis de tempo de início, para estudar o problema de máquina única
com restrições de data de liberação. Além disso, Dyer & Wolsey (1990) desenvolveram
várias abordagens poliédricas. As variáveis de ordenação linear foram estudadas também
por Blazewicz et al. (1991), Nemhauser & Savelsbergh (1992) e Chudak & Hochbaum (1999).

A formulação desta subseção se baseia no uso de três variáveis binárias para ordenar as
tarefas nas máquinas. Estas variáveis são: yij = 1 se a tarefa i precede j e 0, caso contrário.
Note que a tarefa i não é necessariamente posicionada imediatamente antes da tarefa j

quando yij = 1; xmj = 1 se a tarefa i é posicionada na máquina m, e 0, caso contrário; e
vij = 1 se as tarefas i e j não são alocadas na mesma máquina. Além disso, a formulação
utiliza a variável Cm

j , que representa o tempo de conclusão da tarefa j na máquina m. A
formulação baseada nas variáveis de ordenação linear para o problema Pm||

∑
Cj é, então:

min
∑
m∈M

∑
j∈J

Cm
j (2.9)
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suj. a:
∑
m∈M

xmj = 1 ∀j ∈ J (2.10)

yij + yji + vij = 1 ∀i, j ∈ J, i ̸= j (2.11)

yij + yjk + yki ≤ 2 ∀i, j, k ∈ J, i ̸= j ̸= k (2.12)

xmi + xmj + vij ≤ 2 ∀m ∈M, i, j ∈ J, i ̸= j (2.13)

Cm
j ≥ pjxmj ∀m ∈M, j ∈ J (2.14)

Cm
j ≥ Cm

i − (1− yij)B + pj(yij + xmi + xmj − 2) ∀m ∈M, i, j ∈ J, i ̸= j (2.15)

Cm
j ≥ 0 ∀m ∈M, j ∈ J (2.16)

xmj ∈ {0, 1} ∀m ∈M, j ∈ J (2.17)

yij , δij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ J, i ̸= j (2.18)

A função objetivo (2.9) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.10)
impõem que cada tarefa j seja atribuída a uma máquina m. As restrições (2.11) garantem
a precedência das tarefas i e j, desde que ambas estejam alocadas na mesma máquina. As
restrições (2.12) são responsáveis pela ordem linear de três tarefas. As restrições (2.13)
garantem que a variável vij será igual a zero se as tarefas i e j forem alocadas à mesma
máquina. As restrições (2.14) garantem que o tempo de conclusão da tarefa é maior ou igual
ao tempo de processamento da mesma, quando atribuída à máquina m. As restrições (2.15)
determinam o tempo de conclusão das tarefas. As restrições (2.16)-(2.18) definem o domínio
das variáveis de decisão.

2.1.2.2 Formulação baseada em variáveis de atribuição e posicionamento

As variáveis de atribuição e de posicionamento foram inicialmente aplicadas a problemas
de sequenciamento de máquina por Lasserre & Queyranne (1992). Os autores estudam um
problema de máquina única como um sistema que pode ser controlado em instantes discretos
no tempo, por meio de uma combinação de controles discretos e contínuos. Além disso, o
problema de minimizar o número total de tarefas atrasadas em uma única máquina foi
estudado por Dauzere-Peres (1997) e Dauzère-Pérès & Sevaux (2003) usando variáveis de
atribuição e de datas de posicionamento.

Em uma formulação com variáveis de atribuição e posicionamento, as variáveis de decisão
são definidas com base na noção de que cada máquina possui um número fixo de posições, ou
slots, às quais as tarefas podem ser atribuídas. Essas posições especificam a posição relativa
de uma tarefa em relação às demais processadas na mesma máquina, gerando, assim, uma
sequência de tarefas na máquina. Esta formulação utiliza as variáveis de decisão: xmjl = 1 se
a tarefa j é atribuída à posição l na máquina m e 0, caso contrário; ∆m

l que denota o tempo
de conclusão da tarefa na posição l na máquina m; e Cj que denota o tempo de conclusão
da tarefa j. Seja l ∈ L = {1, ..., |J |}, em que |J | é o número de tarefas disponíveis e B é
uma constante com valor muito grande. A formulação baseada em variáveis de atribuição e
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posicionamento para o problema Pm||
∑
Cj é, então:

min
∑
j∈J

Cj (2.19)

suj. a:
∑
m∈M

∑
l∈L

xmjl = 1 ∀j ∈ J (2.20)∑
j∈J

xmjl ≤ 1 ∀l ∈ L,m ∈M (2.21)

∆m
1 ≥ pjxmj1 ∀m ∈M (2.22)

∆m
l ≥ ∆m

l−1 +
∑
j∈J

pjx
m
jl ∀m ∈M, l ∈ L : l > 1 (2.23)

Cj ≥ ∆m
l −B(1− xmjl ) ∀m ∈M, j ∈ J, l ∈ L (2.24)

∆m
l ≥ 0 ∀j ∈ J, l ∈ L (2.25)

Cj ≥ 0 ∀j ∈ J (2.26)

xmjl ∈ {0, 1} ∀m ∈M, j ∈ J, l ∈ L (2.27)

A função objetivo (2.19) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.20)
garantem que todas as tarefas são atribuídas a exatamente uma posição e a uma única
máquina. As restrições (2.21) garantem que cada posição em todas as máquinas contém
no máximo uma tarefa. As restrições (2.22) garantem que o tempo de conclusão da tarefa
alocada na primeira posição de cada máquina seja maior ou igual ao tempo de processamento
da respectiva tarefa. As restrições (2.23) determinam o tempo de conclusão das tarefas em
cada posição de cada máquina. As restrições (2.24) determinam o tempo de conclusão
de cada tarefa, independentemente de sua posição. As restrições (2.25)-(2.27) definem o
domínio das variáveis de decisão.

2.1.2.3 Formulação baseada em variáveis de rede

As variáveis de rede foram usadas inicialmente para modelar o problema de sequencia-
mento de uma única máquina com tempo de processamento com dependência de sequência
em Queyranne & Schulz (1994), devido a sua proximidade com o problema de caixeiro via-
jante com dependência de tempo (Fox et al., 1980). Cakici & Mason (2007) apresentaram
uma formulação baseada em rede para o problema de sequenciamento em máquinas para-
lelas com restrições de recursos auxiliares. Essa formulação difere das demais porque as
restrições são formuladas com base na ideia de redes.

Nos modelos com estas variáveis para problemas de máquinas paralelas, as tarefas são
representadas por nós da rede, e o planejamento de uma máquina é representado por um
caminho na rede. A sequência de nós visitados nesse caminho representa a sequência na
qual as tarefas são processadas por uma máquina. Neste tipo de formulação, cada caminho
é iniciado com a tarefa fictícia zero, que possui o tempo de processamento igual a zero. A
formulação utiliza as variáveis de decisão: xmij = 1 se a tarefa i precede imediatamente a
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tarefa j na máquina m e 0, caso contrário; e Cj que denota o tempo de conclusão da tarefa
j. Esta formulação para o problema Pm||

∑
Cj é, então:

min
∑
j∈J

Cj (2.28)

suj. a:
∑
m∈M

∑
i∈J∪{0}:i ̸=j

xmij = 1 ∀j ∈ J (2.29)

∑
j∈J

xm0j ≤ 1 ∀m ∈M (2.30)

∑
j∈J :i ̸=j

xmij ≤ 1 ∀m ∈M, i ∈ J (2.31)

∑
i∈J∪{0}:i ̸=j

xmij =
∑

i∈J∪{|J |+1}:j ̸=i

xmji ∀m ∈M, j ∈ J (2.32)

Cj ≥ Ci − (1−
∑
m∈M

xmij )B +
∑
m∈M

pjx
m
ij ∀i ∈ J ∪ {0}, j ∈ J : i ̸= j (2.33)

Cj ≥ 0 ∀j ∈ J (2.34)

xmij ∈ {0, 1}
∀m ∈M,

i ∈ J ∪ {0},
j ∈ J ∪ {|J |+ 1} : i ̸= j

(2.35)

A função objetivo (2.28) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.29)
garantem que toda tarefa é alocada a uma máquina que possui apenas um único antecessor.
Os conjuntos de restrições (2.30) garantem que, no máximo, uma tarefa seja programada
imediatamente após o trabalho fictício zero. A variável xm0j = 1 indica que a tarefa j

é a primeira a ser processada na máquina m. As restrições (2.31) garantem que, em cada
máquina, a tarefa i terá, no máximo, um sucessor. As restrições (2.32) garantem a sequência
das tarefas nas máquinas. As restrições (2.33) determinam os tempos de conclusão das
tarefas. As restrições (2.34) e (2.35) definem o domínio das variáveis de decisão.

2.1.2.4 Formulação baseada em variáveis indexadas no tempo

A formulação baseada em variáveis indexadas no tempo para problemas de sequenci-
amento de máquinas foi introduzida por Sousa & Wolsey (1992) com aplicação em um
problema com uma única máquina.

Akker et al. (2000) e Bigras et al. (2008) utilizaram formulações com variáveis indexadas
no tempo e propuseram a aplicação do método de geração de colunas para resolver o pro-
blema. Berghman, Lotte et al. (2021) abordaram o problema de sequenciamento de máqui-
nas paralelas não relacionadas por meio de uma formulação baseada em variáveis indexadas
no tempo. Os autores apresentam novas inequações válidas e um algoritmo cutting-planes
para resolver instâncias do problema.

Nas formulações indexadas no tempo, o horizonte de planejamento é dividido em perío-
dos com duração igual a δ. Em geral, as variáveis de decisão desta formulação definem o
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período de início de processamento de cada tarefa. Após essa definição, é gerada a progra-
mação das tarefas em cada máquina, utilizando as seguintes variáveis de decisão: xtjm = 1

se a tarefa j for programada para começar seu processamento no período t na máquina m
e 0, caso contrário; e Cj que denota o tempo de conclusão da tarefa j. Seja o conjunto
de períodos T = {0, 1, ..., tmax}, onde tmax é o limite superior dos tempos de conclusão das
tarefas. A formulação baseada em variáveis indexadas no tempo para o problema Pm||

∑
Cj

é, então:

min
∑
j∈J

Cj (2.36)

suj. a:
∑
m∈M

tmax−pj+1∑
t=0

xtjm = 1 ∀j ∈ J (2.37)

∑
j∈J

t−1∑
h=max(0,t−pj+1)

xhjm ≤ 1 ∀m ∈M, t ∈ {0, ..., tmax − pj + 1} (2.38)

Cj ≥
∑
m∈M

tmax−pj+1∑
t=0

(t+ pj)x
t
jm ∀j ∈ J (2.39)

Cj ≥ 0 ∀j ∈ J (2.40)

xtjm ∈ {0, 1} ∀m ∈M, j ∈ J, t ∈ T (2.41)

A função objetivo (2.36) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.37)
garantem que cada tarefa inicia o processamento em apenas uma máquina, em apenas um
instante, ou seja, em apenas um período. As restrições (2.38) permitem que, no máximo,
uma tarefa seja processada a qualquer momento em qualquer máquina. As restrições (2.39)
determinam o tempo de conclusão de cada tarefa j. As restrições (2.40) e (2.41) definem o
domínio das variáveis de decisão.

2.1.2.5 Formulação baseada em variáveis de arcos indexados no tempo

A formulação baseada em variáveis de arcos indexados no tempo foi introduzida por
Pessoa et al. (2010) para estudar um problema de sequenciamento de máquinas paralelas
idênticas que busca minimizar a soma ponderada dos atrasos. As formulações indexadas
no tempo, revisadas na Subseção 2.1.2.4, são conhecidas por gerar bons limites inferiores
(no caso de problemas de minimização) (Unlu & Mason, 2010). No entanto, a formulação
proposta por Pessoa et al. (2010) consegue gerar limites inferiores ainda melhores. Além
disso, os autores do artigo citado desenvolveram um algoritmo branch-and-price com base na
nova formulação que propuseram. Estudando o mesmo tipo de variáveis, Silva et al. (2018)
apresentam uma formulação que permite tempo ocioso entre as tarefas. Nesello et al. (2018)
e Silva et al. (2021) também elaboram formulações baseadas em variáveis de arcos indexadas
no tempo, que essa subseção foca.

A formulação baseada em variáveis de arcos indexadas no tempo também divide o hori-
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zonte de planejamento em períodos, como na formulação baseada em variáveis indexadas no
tempo discutida na Subseção 2.1.2.4. Ela utiliza a tarefa fictícia zero para indicar o início
e |J | + 1 para indicar o fim de uma sequência. Os tempos de processamento de ambas as
tarefas são nulos. Esta formulação utiliza as variáveis de decisão: xtijm = 1 se a tarefa j
inicia o processamento em t na máquina m após a tarefa i ter sido finalizada, e 0, caso
contrário; e Cj , que denota o tempo de conclusão da tarefa j. As variáveis binárias xtijm
são responsáveis por sequenciar as tarefas. Seja o conjunto W = {(i, j) : i ∈ J ∪ {0} e
j ∈ J ∪ {|J |+ 1}, i ̸= j}. A formulação baseada em variáveis de arcos indexados no tempo
para o problema Pm||

∑
Cj é, então:

min
∑
j∈J

Cj (2.42)

suj. a:
∑
m∈M

∑
(i,j)∈W

tmax−pj∑
t=pi

xtijm = 1 ∀j ∈ J (2.43)

∑
(0,j)∈W

tmax−pj∑
t=p0

xt0jm ≤ 1 ∀m ∈M (2.44)

∑
(i,j)∈W :
t≥pj

xtijm −
∑

(j,i)∈W :
t+pj≤tmax−pi

x
t+pj
jim = 0 ∀m ∈M, j ∈ J,

t ∈ T : t ≤ tmax − pj
(2.45)

Cj ≥
∑
m∈M

∑
(i,j)∈W

tmax−pj∑
t=pi

(t+ pj)x
t
ijm ∀j ∈ J (2.46)

Cj ≥ 0 ∀j ∈ J (2.47)

xtijm ∈ {0, 1} ∀m ∈M, (i, j) ∈W,
t ∈ {pi, ..., (tmax − pj)}

(2.48)

A função objetivo (2.42) minimiza a soma dos tempos de conclusão. As restrições (2.43)
impõem que toda tarefa seja visitada por exatamente um caminho. As restrições (2.44)
garantem que existirá no máximo uma tarefa iniciando a sequência de cada máquina. As
restrições (2.45) garantem que, se a tarefa j é processada no período t, a tarefa i seguinte
(i ̸= j) deve ser processada no período t+ pj . As restrições (2.46) determinam o tempo de
conclusão de cada tarefa j. As restrições (2.47) e (2.48) definem o domínio das variáveis de
decisão.

2.1.2.6 Comparação das dimensões das formulações

Os diferentes tipos de variáveis originam formulações com diferentes expressões e dimen-
sões. A Tabela 2.4 apresenta o número de restrições e de variáveis para as formulações que
resolvem o problema Pm||

∑
Cj .

A segunda coluna da Tabela 2.4 mostra que os termos que mais influenciam o número
de restrições nas formulações das Seções 2.1.2.1, 2.1.2.2, 2.1.2.3 são de segunda ordem.
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Tabela 2.4: Dimensões das formulações do problema Pm||
∑

Cj.

Seção da Formulação # de restrições # de variáveis
2.1.2.1 |J |2(|M |+ 1) + |M |.|J |+ |J | |M |.|J |2 + |M |.|J |+ |M |+ |J |+ 1
2.1.2.1 |J |3 + 2|M ||J |2 − 2.|J |2 − |M |.|J |+ 2|J | 2|J |2 + |M |.|J |
2.1.2.2 |M |.|J |2 + 2|M |.|J |+ |J | |J |2(|M |+ 1) + |I|
2.1.2.3 |J |2 + 2|M |.|J |+ |M |+ |J | |M |.|J |2 + |M |.|J |+ 2|J |
2.1.2.4 |M |.|T |+ |M |+ 2|J | −

∑
j∈J pj/δ |M |.|J |.|T |+ |J |

2.1.2.5 |M |.|J |.|T |+ 2|J |+ |M | −
∑

j∈J pj/δ |M |.|J |2.|T |+ |M |.(|J |+ 1)|T |+ |J | −
∑

j∈J pj/δ

Apenas na formulação da Seção 2.1.2.1, esse termo é de terceira ordem. Diferente dessas
formulações, as das Seções 2.1.2.4 e 2.1.2.5 dependem de um termo pseudo-polinomial. No
entanto, esse termo depende diretamente do número de períodos, o qual pode ser um número
relativamente grande para casos com horizontes de planejamento longos. Quando a mesma
análise é feita na terceira coluna, verifica-se que, apenas na formulação da Seção 2.1.2.4,
o termo que mais influencia o número de variáveis é o pseudo-polinomial. Nas demais
formulações, ele é de segunda ordem. Porém, o número de períodos pode ser muito maior
do que o de tarefas, dependendo do tamanho do horizonte de planejamento.

2.2 Otimização de planejamento de manutenções pre-

ventivas

A literatura da otimização de manutenção é extensa, com inúmeras linhas de pesquisa.
Dentre essas linhas, estão os problemas de sequenciamento de manutenção preventiva, com
aplicações em diversas áreas, utilizando vários tipos de abordagens. Algumas das principais
áreas de aplicação são, por exemplo, o planejamento de manutenções em sistemas de energia
elétrica (Froger et al., 2016) e o planejamento de manutenções em vias ferroviárias (Sedghi
et al., 2021). Uma revisão de literatura sobre otimização de manutenções é apresentada por
Jonge & Scarf (2020).

Por outro lado, a literatura sobre otimização do planejamento de manutenção preventiva
é extensa. Existem diferentes abordagens para a manutenção, com diferentes métodos de
otimização e considerações específicas para o contexto da aplicação. Froger et al. (2016),
Jonge & Scarf (2020) e Geurtsen et al. (2022) apresentaram uma revisão de literatura sobre
problemas de otimização de manutenção.

Froger et al. (2016) descreveram uma revisão da literatura que aborda problemas de
programação de manutenção de geradores na indústria elétrica. Segundo os autores, uma das
características frequentes desse problema é a inclusão de restrições de janela de tempo para
a realização da manutenção. Jonge & Scarf (2020) revisaram a otimização das manutenções.
O artigo descreve termos comumente usados na modelagem, na classificação e em soluções.
Ele se encerra com os principais desenvolvimentos durante o período de revisão e com as
potenciais direções de pesquisa futuras. Um aspecto relevante da conclusão da revisão é que
as situações práticas inspiram a literatura. No entanto, apenas alguns artigos aplicaram
seus modelos a um estudo de caso com dados reais. Vale ressaltar que, em nosso trabalho,
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os dados são obtidos a partir de situações reais do dia a dia da indústria de mineração.
Geurtsen et al. (2022) revisaram problemas que integram a programação da produção

com atividades de manutenção. Sua pesquisa inclui uma seção dedicada a problemas de
programação de máquinas paralelas com janelas de tempo de manutenção. Um aspecto
mencionado neste trabalho é o pequeno número de artigos que abordam a resolução de pro-
blemas de programação de manutenção, de sequenciamento de produção e de programação
de recursos de maneira integrada.

A literatura sobre aplicações do planejamento de manutenção abrange uma variedade
de áreas, como a indústria elétrica, a manutenção ferroviária, a indústria de bens de con-
sumo, a manutenção de aeronaves, as linhas de transmissão e assim por diante. Rodríguez
et al. (2018) estudam o problema de programação de manutenção de geradores em sistemas
hidrelétricos, que busca maximizar a produção de eletricidade e minimizar os custos de ma-
nutenção. Chansombat et al. (2019) apresentam um modelo para resolver simultaneamente
o problema de programação integrada de produção e de manutenção preventiva na indús-
tria de bens de capital. Nesse problema integrado, cada manutenção preventiva possui uma
janela de tempo e pode ser programada a qualquer instante nela. Portanto, o horário de
início da manutenção faz parte da solução para o problema integrado. Shaukat et al. (2020)
descreveram um problema em que a manutenção preventiva deve ser programada dentro de
janelas de tempo definidas pelo cronograma de desligamento de aeronaves. Considerando
que cada manutenção possui um horário de liberação e de vencimento para o qual deve ser
programada, o objetivo do problema é minimizar o desvio das janelas de tempo, sem exceder
a capacidade de recursos disponíveis (número de equipes de trabalho). Eles propuseram um
modelo de programação matemática inteira mista, capaz de encontrar a solução ótima para
todas as instâncias reais em menos de 10 minutos, em média.

Schrotenboer et al. (2020) introduziram o problema de transporte de frota de manuten-
ção estocástica para parques eólicos offshore com o objetivo de minimizar custos. O pro-
blema determina o planejamento de médio prazo para a manutenção de múltiplos parques
eólicos, considerando a incerteza nos trabalhos de manutenção e as condições climáticas.
Eles estudaram três cenários: (i) realizar todos os trabalhos de manutenção; (ii) permitir
uma fração dos trabalhos não programados; e (iii) incentivar a realização da manutenção
com rapidez. Embora variações do problema sejam estudadas, uma característica que per-
manece em todos os cenários é que cada manutenção só pode ser programada dentro de
uma janela de tempo. Li et al. (2022) investigaram a otimização bi-objetivo para proble-
mas integrados de alocação de berços e atribuição de guindastes de cais com atividades
de manutenção preventiva. Os dois objetivos são: (i) minimizar o tempo total de parada
das embarcações e (ii) minimizar o custo das penalidades de manutenção de guindastes de
cais antecipadas e tardias. O problema utiliza o conceito de janela de tempo flexível, que
permite que a manutenção seja iniciada ou concluída fora da janela. No entanto, há uma
penalidade na função objetivo por cada adiantamento ou atraso. Para resolver o problema,
eles formularam um modelo de programação linear inteira e uma heurística iterativa bifásica
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baseada em restrições ϵ.
Rodríguez et al. (2021) estenderam o modelo de Rodríguez et al. (2018) para uma abor-

dagem estocástica e, também, propuseram um algoritmo exato para a solução do problema.
Woller et al. (2023) assumiram uma restrição semelhante a um conjunto de manutenções de
uma máquina que não podem ser programadas simultaneamente, associada a um problema
de programação de manutenção em linhas de transmissão. Nesse problema, a manutenção
não pode ser programada simultaneamente com outras atividades, devido à proximidade
física das linhas de transmissão. Zhang et al. (2023) estudaram o problema de otimiza-
ção da programação de manutenção para minimizar a perda geral de energia durante o
tempo de inatividade de um parque eólico offshore causada pela manutenção preventiva. O
artigo apresenta uma formulação de otimização não linear inteira mista que garante que a
manutenção de cada turbina seja restrita a um intervalo de tempo previamente especificado.

Os principais artigos que motivaram o desenvolvimento desta tese foram Aquino et al.
(2018a,b, 2019). Esses trabalhos abordam o Problema de Planejamento de Ordens de Ma-
nutenção Preventiva de Longo Prazo (Long-Term Preventive Maintenance Order Scheduling
Problem - LTPMOSP), proposto com base em um estudo de caso de planejamento de ma-
nutenção preventiva de uma unidade de beneficiamento de minério de ferro no Brasil. O
problema visa à otimização do planejamento de um conjunto de manutenções preventivas
em um horizonte de planejamento de 52 semanas. O objetivo é minimizar o número de
equipes de manutenção utilizadas e maximizar o número de manutenções preventivas efe-
tivamente executadas e, desta forma, minimizar a necessidade de manutenções corretivas.
Para solucionar este problema, Aquino et al. (2018a) introduziu uma formulação de pro-
gramação linear inteira mista. No entanto, para gerar soluções factíveis para as instâncias
de larga escala, foram implementados algoritmos meta-heurísticos baseados nos métodos
Simulated Annealing (Aquino et al., 2018a), Variable Neighborhood Search (Aquino et al.,
2018b) e Biased Random-Key Genetic Algorithm (Aquino et al., 2019). As soluções ge-
radas pelos algoritmos desenvolvidos foram capazes de produzir um planejamento melhor
do que o empregado pela empresa. Santos et al. (2022) desenvolveu novas abordagens de
solução baseadas nos métodos Iterated Local Search (ILS), Simulated Annealing e GRASP,
com o intuito de melhorar os limites superiores obtidos por Aquino et al. (2019). As abor-
dagens atingem o objetivo, com destaque para o algoritmo ILS, que apresenta o melhor
desempenho. Os autores destacam uma melhora de 40, 5% no resultado obtido na instância
real em relação ao trabalho de Aquino et al. (2019). Recentemente, Coelho et al. (2026)
estudaram uma abordagem estocástica do LTPMOSP. Eles propuseram um simheuristic-
based algorithm capaz de considerar a incerteza no tempo de processamento das ordens de
manutenção. Nos experimentos foram testados três cenários com diferentes níveis de incer-
teza quanto ao tempo das ordens de manutenção. Os resultados mostram que o algoritmo
pode ser usado para apoiar a tomada de decisões em diferentes ambientes industriais, desde
aqueles com baixa variabilidade na duração do trabalho até aqueles com alta variabilidade.

(Magnoga & Cota, 2023)
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Tabela 2.5: Resumo das características comuns dos problemas abordados nos artigos
citados

Características
Artigos (i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi) (vii) (viii) (ix) (x) (xi)

Chansombat et al. (2019) ✓ ✓ ✓
Li et al. (2022) ✓ ✓ ✓ ✓
Oğuz et al. (2010); Silva et al. (2018) ✓ ✓ ✓
de Weerdt et al. (2021); Tarhan & Oğuz (2021, 2022)
Rodríguez et al. (2018, 2021) ✓ ✓ ✓
Rojanasoonthon & Bard (2005, 2006) ✓ ✓ ✓
Shaukat et al. (2020) ✓ ✓ ✓
Schrotenboer et al. (2020) ✓ ✓ ✓
Wang et al. (2015); Emami et al. (2016) ✓ ✓
Emami et al. (2017); Ou & Zhong (2017)
Wu et al. (2018); Liu & Lu (2020)
Naderi & Roshanaei (2020)
Woller et al. (2023) ✓ ✓ ✓ ✓
Wu et al. (2018) ✓ ✓ ✓
Zhang et al. (2019) ✓ ✓ ✓
Zhang et al. (2023) ✓ ✓ ✓
Aquino et al. (2018a,b, 2019); Santos et al. (2022); Coelho et al. (2026) ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
Esta tese ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

A Tabela 2.5 resume as características comuns dos problemas descritos nos artigos cita-
dos nesta seção e na Seção 2.1.1 relacionados ao LTPMOSP. A primeira coluna identifica os
artigos. As colunas seguintes referem-se a (i) problemas com uma solução integrada entre
programação de manutenção e a aplicação; (ii) problemas de programação de manutenção;
(iii) ambientes com uma única máquina; (iv) ambientes com máquinas paralelas; (v) res-
trições de janela de tempo; (vi) manutenções que não podem ser programadas para serem
processadas simultaneamente; (vii) manutenções que exigem um conjunto específico de má-
quinas e equipes para serem executadas; (viii) problemas nos quais todas as manutenções
não precisam necessariamente serem executadas, ou seja, algumas podem ser rejeitadas; (ix)
problemas de curto prazo; (x) problemas de médio prazo; (xi) problemas de longo prazo. O
símbolo ✓indica se a característica da coluna é considerada no problema do artigo referen-
ciado. Os artigos na Tabela 2.5 são classificados em ordem alfabética. No caso de artigos
agrupados, a primeira publicação foi considerada para fins de classificação.

A Tabela 2.5 mostra que a maioria dos artigos citados nessa seção tem uma característica
em comum com o LTPMOSP, que é a restrição de janela de tempo para execução das
manutenções preventivas. Essa restrição aparece frequentemente na literatura por estar
fortemente relacionada à manutenção preventiva. É possível encontrar outras características
associadas à manutenção preventiva nesses artigos; no entanto, são específicas da aplicação
estudada. Woller et al. (2023) é o único artigo citado que considera um problema com
a característica (vi), além de Aquino et al. (2018a,b, 2019); Santos et al. (2022) e esta
tese. Todos esses estudos citados na Seção 2.2 têm a característica comum do LTPMOSP:
a possibilidade de alguns trabalhos de manutenção serem rejeitados. Essa característica
difere de grande parte da literatura sobre problemas de escalonamento em ambiente de
máquina, que trata de problemas em que todos os trabalhos devem ser processados. A
restrição de janela de tempo também aparece em Rojanasoonthon & Bard (2005, 2006)
e em artigos citados sobre problemas de máquina única. Portanto, é possível encontrar
artigos na literatura que estudam problemas com uma ou mais características semelhantes
ao LTPMOSP, mas não todas. Até onde sabemos, exceto Aquino et al. (2018a,b, 2019) e
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Santos et al. (2022), nenhum outro estudo considera o problema abordado nesta tese.

2.3 Problemas de sequenciamento com multi-habili-

dades

Afshar-Nadjafi (2021) apresenta uma revisão dos anos 2000 a 2020 sobre pesquisas que
estudaram problemas de sequenciamento com multi-habilidades. Dentre as pesquisas revi-
sadas por ele, verifica-se que a multi-habilidade foi abordada de diferentes formas em pro-
blemas de sequenciamento. Um dos problemas mais citados pelo autor, devido às diferentes
abordagens de multi-habilidade, é o Problema de Programação de Projeto com Restrições de
Recurso. Ele consiste, de forma simples, em programar um conjunto de atividades sem que
o nível dos recursos seja violado. Uma das variações desse problema considera a hipótese de
multi-habilidade. Nela, cada recurso possui várias habilidades necessárias para realizar uma
atividade. Almeida et al. (2018) e Almeida et al. (2019) estudaram a versão desse problema
que minimiza o makespan. Zheng et al. (2017) e Lin et al. (2020) investigaram um problema
semelhante, em que os recursos dominam habilidades de diferentes níveis, e uma atividade
requer recursos que dominem habilidades em pelo menos um nível específico.

Karam et al. (2017) e Anoshkina & Meisel (2020) abordaram problemas em que os
trabalhadores possuem multi-habilidade com diferentes níveis de desempenho. Chen &
Gu (2017) e Chen et al. (2020) estudaram um problema multiobjetivo de programação de
projetos e de atribuição de equipes com multi-habilidade. Cada projeto contém tarefas
que exigem habilidades diversas. Além disso, o nível de habilidade das equipes pode ser
aprimorado com a prática. Isso significa que as equipes ficam mais eficientes e requerem
menos tempo para executar as tarefas dos projetos. Barghi & Sikari (2022) investigam uma
versão do problema mencionado, na qual se considera o tempo de setup. Além disso, nessa
versão, os projetos requerem multi-habilidade e um ou mais funcionários com a mesma
habilidade para serem executados.

Em uma linha de pesquisa semelhante, Qin et al. (2016) investigam o problema Multis-
killed Workforce Scheduling, em que os funcionários têm múltiplas habilidades e a produtivi-
dade varia com o aprendizado de conhecimento, conforme as tarefas que lhes são atribuídas.
Henao et al. (2015) investigaram um problema que envolve a projeção de um plano de trei-
namento de funcionários, no qual se decidem quais funcionários terão multi-habilidades e
quais habilidades cada um deve possuir.

Walter & Zimmermann (2012), por sua vez, investiga um problema de programação de
equipes que busca minimizar o tamanho médio das equipes. Para um determinado conjunto
de trabalhadores e de tarefas que requerem várias habilidades, é necessário encontrar uma
equipe de trabalhadores para cada tarefa que tenha todas as habilidades necessárias para
executá-la. Liang et al. (2019) investigam um problema Multi-Skilled Task Assignment
aplicado a redes rodoviárias, no qual as tarefas requerem multi-habilidades para serem
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processadas e os funcionários que as executam também possuem multi-habilidades. Além
disso, uma tarefa pode ser executada por mais de um funcionário, caso ele não tenha todas
as habilidades que ela exige. Song et al. (2020) também estudam um problema de atribuição
de tarefas de multi-habilidades, em que as tarefas requerem a colaboração de um conjunto
de trabalhadores com diferentes habilidades. Wang et al. (2021); You & Hsieh (2021) e Liu
et al. (2022) seguem a mesma linha dos demais artigos citados neste parágrafo, em que as
tarefas requerem multi-habilidade e mais de um funcionário para serem executadas.

2.4 Problemas de planejamento de manutenções pre-

ventivas com multi-habilidades

A literatura sobre problemas de planejamento de manutenção preventiva que consideram
multi-habilidades é restrita. A seguir, são revisados os artigos que mais se aproximam da
linha de pesquisa do LTPMOSP-MS.

Pessan et al. (2007) estudam um caso real de programação de manutenções preventi-
vas que envolve multi-habilidade. Para serem processadas, as manutenções exigem uma ou
mais habilidades específicas, que não podem ser desempenhadas por todos os profissionais
disponíveis. Além disso, cada profissional pode ter mais de uma habilidade, porém só pode
exercê-la uma por vez. Para solucionar o problema, os autores desenvolvem um modelo
matemático. Çakirgil et al. (2020) propuseram uma solução integrada para um problema
multiobjetivo de roteirização e de programação de mão de obra. Para que as tarefas, que
são manutenções preventivas ou corretivas, sejam executadas pelas equipes, exigem-se múl-
tiplas habilidades e diferentes níveis de proficiência. Além disso, as tarefas possuem janelas
de tempo e prioridade para serem executadas. Eles desenvolvem um modelo de progra-
mação mista para encontrar a fronteira de Pareto. No entanto, em instâncias reais, os
autores implementaram um algoritmo de dois estágios. Bocewicz et al. (2023) investigaram
um problema de programação envolvendo a alocação de funcionários com multi-habilidades
em manutenções preventivas. No entanto, o estudo considera os efeitos de esquecimento
e de aprendizagem de habilidade ao longo do horizonte de planejamento. O efeito do es-
quecimento considera o aumento do tempo para um profissional executar a manutenção de
acordo com o tempo que ele fica sem usar a habilidade associada à manutenção. Enquanto,
aprendizagem considera a redução do tempo para um profissional executar a manutenção
de acordo com tempo que ele mais usa a habilidade associada a manutenção.

Embora os trabalhos revisados nas Seções 2.2, 2.3 e 2.4, que envolvem problemas de
planejamento de manutenções preventivas e multi-habilidade, tenham estudado problemas
semelhantes ao LTPMOSP-MS, nenhum deles, segundo o conhecimento do autor desta tese,
abordou o problema de planejamento de manutenções preventivas e multi-habilidades como
aqui realizado. Aquino et al. (2018a,b, 2019) e a Tabela 2.5 apontam que não há, na lite-
ratura, um problema que reúna, de forma conjunta, todas as características do LTPMOSP.
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Como o LTPMOSP-MS é uma extensão do LTPMOSP, ele é introduzido na literatura pela
presente tese, o que constitui uma de suas principais contribuições.

2.5 Métodos heurísticos

Os métodos exatos podem ser inviáveis para soluções de problemas de natureza NP −
difcil em termos de tempo de processamento e esforço computacional. Para contornar isso,
são aplicados métodos heurísticos, capazes de encontrar soluções “boas” em um tempo e
esforço computacionais viáveis. A heurística é uma técnica inspirada em processos intuitivos
que procura uma boa solução a um custo computacional aceitável. No entanto, essa solução
não tem garantia de otimalidade, bem como de garantir quão próxima ela está da solução
ótima.

Em geral, heurísticas são muito específicas para o problema que visam resolver. As-
sim, foram desenvolvidos procedimentos heurísticos que apresentam uma estrutura teórica,
permitindo sua aplicação em diferentes problemas. Esses procedimentos são conhecidos
na literatura como meta-heurísticas. Dentre a variedade de meta-heurísticas existentes na
literatura, esta tese aborda a GRASP. A seguir, apresenta-se uma breve descrição desse
algoritmo.

2.5.1 Greedy randomized adaptative search procedure (GRASP)

O GRASP (Feo & Resende, 1989, 1995; Resende & Ribeiro, 2010, 2016) é uma meta-
heurística multi-início (multi-start) utilizada na solução de problemas de otimização com-
binatória. Este algoritmo consiste em um processo iterativo, sendo que cada iteração é
composta por duas fases: (i) uma fase construtiva e (ii) uma fase de busca local. A fase
construtiva gera uma solução inicial para o problema. Na fase de busca local a solução é
refinada, através da exploração da vizinhança da solução.

O Algoritmo 1 descreve, de forma genérica, os passos básicos da meta-heurística GRASP.
O algoritmo inicia o contador it do número de iterações com o valor zero. Em seguida, o
procedimento entra no seu laço principal, que consiste em, a cada iteração, criar uma nova
solução inicial e, em seguida, realizar um procedimento de busca local, na tentativa de obter
soluções de melhor qualidade para o problema. Por meio do procedimento atualizaSolucao,
a solução obtida após o refinamento é comparada à melhor gerada até o momento. Caso
a nova solução obtida apresente um valor melhor da função objetivo, a melhor solução é
atualizada. Atingido o número de iterações previamente definido, o algoritmo retorna a
melhor solução encontrada.

Na criação da solução inicial, os elementos candidatos são todos os que podem ser
incorporados à solução parcial em construção, sem violar nenhuma restrição do problema.
A definição do próximo elemento a ser incorporado na solução é determinada pela avaliação
de todos os elementos candidatos, de acordo com uma função de avaliação. A avaliação
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Algoritmo 1: Meta-heurística GRASP
Entrada: GRASPmax, α

1 it←− 0
2 while (it ≤ GRASPmax) do
3 solucao←− Construcao(α)
4 solucao←− BuscalLocal(solucao)
5 atulizaSolucao(solucao,melhorSolucao)
6 it −→ it+ 1

7 end
8 Retorne s∗

do elemento por essa função resulta na criação de uma lista restrita de candidatos (LRC),
ou, em inglês, Restricted Candidate List. Esta lista é composta pelos melhores elementos,
segundo a avaliação. O elemento incorporado na solução parcial é aleatoriamente selecionado
dentre os contidos na lista restrita, o que constitui um aspecto probabilístico da heurística.
Uma vez que o elemento é selecionado e adicionado à solução parcial, a lista de candidatos
é atualizada. Essa estratégia é similar à heurística semi-gulosa proposta por Hart & Shogan
(1987), que também possui uma abordagem multi-reinício baseada em construções gulosas
aleatórias, porém, sem a utilização de busca local.

Hart & Shogan (1987) e Feo & Resende (1989) propuseram duas formas de construir uma
lista restrita. Em Hart & Shogan (1987), a criação baseia-se na cardinalidade, ou seja, as
primeiras k melhores soluções são consideradas. Por outro lado, em Feo & Resende (1989),
ela é baseada no valor da função objetivo das soluções gulosas obtidas. Em Resende et al.
(2000), os elementos inseridos na lista são todos cujo valor da função objetivo esteja entre
α(cmax − cmin) do valor guloso, sendo cmax = max{c(e) | e ∈ C} e cmin = min{c(e) | e ∈ C},
em que C é o conjunto de elementos candidatos. Para um problema de minimização, a lista
restrita é composta por todas as soluções em que

LRC = {e ∈ C | c(e) ≤ cmin + α(cmax − cmin)} .

Vale ressaltar que, se α = 0, a heurística se torna puramente gulosa; por outro lado, se
α = 1, a busca é puramente aleatória. As implementações iniciais do GRASP utilizaram
um valor fixo de α; no entanto, em pesquisas posteriores, foram desenvolvidas abordagens
de autoajuste do parâmetro α, como as propostas por Prais & Ribeiro (2000a,b).

A fase de busca local consiste em iterar sobre a vizinhança da solução corrente, em
busca de uma solução melhor. As vizinhanças são geradas por modificações realizadas na
solução corrente, o que se denomina movimento. No método de descida com a estratégia best
improvement, a busca analisa todos os vizinhos e escolhe a solução de melhor qualidade entre
eles. No entanto, este método pode ser exaustivo e computacionalmente caro, dependendo
da dimensão da vizinhança. Para evitar isso, pode-se aplicar a estratégia first improvement.
Nesta estratégia, a busca é interrompida quando um vizinho melhor é encontrado. Um
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outro método é o random descent/uphill, que consiste em analisar um vizinho qualquer e o
aceitar somente se ele for melhor que a solução corrente; caso não seja, a solução corrente
permanece inalterada e outro vizinho é gerado. A busca iterativa é interrompida após um
número fixo de iterações sem melhora na solução. Para o método random descent/uphill,
não há garantia de que a solução final seja um ótimo local.

2.6 Considerações parciais

Neste capítulo foram revisados os principais conceitos, definições, trabalhos e formu-
lações matemáticas sobre o problema de sequenciamento de produção e a meta-heurística
GRASP. Além disso, foi revisada uma série de pesquisas envolvendo problemas de pla-
nejamento de manutenções preventivas e multi-habilidade. Por fim, destacou-se que os
problemas abordados nesta tese são novos na literatura. O LTPMOSP foi introduzido em
Aquino et al. (2018a) e investigado em Aquino et al. (2018b, 2019), Santos et al. (2022) e
Coelho et al. (2026). No entanto, o LTPMOSP-MS é introduzido nesta tese.

Nos capítulos 3 e 4, serão formalmente definidos o LTPMOSP e o LTPMOSP-MS, res-
pectivamente.



Capítulo 3

Problema de planejamento de ordens
de manutenção de longo prazo

Este capítulo é dedicado ao estudo do Problema de Planejamento de Ordens de Ma-
nutenções Preventivas de Longo Prazo (LTPMOSP). Inicialmente, a Seção 3.1 descreve
formalmente o LTPMOSP. A Seção 3.2 apresenta um exemplo descritivo do LTPMOSP,
usando, para tal, uma instância de pequena dimensão, de modo a facilitar a compreensão
do problema. A Seção 3.3 apresenta a formulação matemática para o LTPMOSP proposta
por Aquino et al. (2018a). As Seções 3.4 e 3.5 introduzem as formulações do LTPMOSP
desenvolvidas para esta tese. A primeira formulação é baseada em variáveis indexadas no
tempo e a segunda combina variáveis indexadas no tempo com variáveis de precedência.
Em seguida, as dimensões das duas formulações matemáticas com a formulação de Aquino
et al. (2018a) são comparadas na Seção 3.6.

Devido ao fato de o problema pertencer à classe NP-difícil, os métodos exatos podem
não ser adequados para solucionar instâncias de grande porte, por requererem altos valores
de tempo computacional e de memória computacional para sua resolução. Para contornar
essa desvantagem, é apresentado um algoritmo baseado na meta-heurística GRASP (Feo &
Resende, 1995) na Seção 3.7.

Para comparar e analisar o desempenho dos métodos de solução propostos nesta tese
é realizado um extenso experimento computacional. Os resultados são apresentados, ana-
lisados e discutidos na Seção 3.8. Por fim, a Seção 3.9 apresenta conclusões parciais com
relação aos resultados aqui expostos.

3.1 Descrição do problema

O Problema de Manutenções Preventivas de Longo Prazo (Long-Term Preventive Main-
tenance Order Scheduling Problem -LTPMOSP) pode ser formalmente definido da seguinte
forma. Seja um conjunto I de ordens de manutenções que devem ser executadas, um con-
junto K de equipes de trabalho disponíveis para executar essas ordens de manutenções e
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um conjunto M de máquinas nas quais essas manutenções serão realizadas.
Cada manutenção i ∈ I pode ser executada apenas por um subconjunto Γi ⊆ K de

equipes que possuem a habilidade habi requerida para realizar a manutenção. Além disso,
cada manutenção i ∈ I requer um tempo de execução pi e deve ser realizada na máquinam =

ei ∈ M no período de tempo representado pela janela de tempo [αi, βi]. As manutenções
podem ser executadas em qualquer instante da janela de tempo, desde que iniciem e finalizem
nos limites da mesma. Caso a manutenção i ∈ I não seja finalizada dentro da janela, ela é
classificada como não executada e penalizada com o valor wi.

Cada equipe de trabalho k ∈ K tem apenas uma habilidade habk (por exemplo, me-
cânica, elétrica, etc.) para a execução das manutenções e ela está disponível somente no
intervalo de tempo [0, hk]. Além disso, seja o subconjunto Ωk ⊆ I, que denota o conjunto
de manutenções que a equipe de trabalho k ∈ K tem habilidade para realizar. Por fim,
seja o subconjunto Φm ⊆ I, que denota o conjunto de manutenções a serem realizadas na
máquina m ∈M .

O LTPMOSP tem, como objetivo, minimizar o número de equipes de trabalho ativas
e o somatório das penalidades das manutenções não executadas, satisfazendo às seguintes
restrições:

(i) se executada, cada manutenção deve ser designada a exatamente uma equipe de tra-
balho;

(ii) cada equipe de trabalho pode executar somente uma manutenção por vez;

(iii) cada máquina m ∈M não pode ter mais de uma manutenção sendo executada simul-
taneamente;

(iv) cada equipe k ∈ K está disponível somente no intervalo [0, hk];

(v) cada manutenção i ∈ I deve ser executada dentro de sua janela de tempo [αi, βi]

previamente estabelecida; e

(vi) cada manutenção i ∈ Ωk ⊆ I requer uma equipe k ∈ Γi ⊆ K que tenha a habilidade
específica para realizá-la.

3.2 Exemplo para descrição do LTPMOSP

Esta seção apresenta uma ilustração do LTPMOSP usando uma instância teste de pe-
quena dimensão. Os dados de entrada referentes a este exemplo são apresentados nas Ta-
belas 3.1 e 3.2. A Tabela 3.1 mostra, para cada manutenção i, a habilidade habi necessária
para executar a manutenção e demais parâmetros, de acordo com a notação apresentada na
definição do LTPMOSP. A Tabela 3.2 apresenta, para cada equipe k, a habilidade habk que
a equipe de trabalho possui, e o instante final hk, em horas, de disponibilidade da equipe.
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Tabela 3.1: Dados de entrada das tarefas.

i habi ei αi βi pi wi

1 2 213 3 9 4 72
2 2 199 2 7 3 132
3 1 199 1 5 2 20
4 1 342 2 6 3 30
5 2 213 0 10 5 212
6 1 213 0 3 2 168
7 2 199 4 8 3 40

Tabela 3.2: Dados de entrada das equipes de trabalho.

k habk hk
1 1 6
2 2 10
3 2 8

A Figura 3.1 ilustra, através de um gráfico de Gantt, o sequenciamento das manutenções.
Esta figura está dividida em três partes. Na sua parte superior está a linha do tempo, na qual
cada número representa uma hora. Na Figura 3.1(a), as barras em cor cinza representam a
janela de tempo em que cada equipe pode trabalhar, enquanto que a barra na parte superior
da cada manutenção, e com a mesma cor, corresponde à sua janela de tempo.

A Figura 3.1(b) ilustra a programação das manutenções para as equipes de trabalho.
Observa-se que a equipe de trabalho 1 executa as manutenções 6 e 4 em sequência, a equipe 2
executa as manutenções 2 e 5 nesta sequência e a equipe 3 executa apenas a manutenção 7.
Nota-se, também, que as manutenções 6 e 4 estão alocadas à equipe de trabalho 1, pois ela
possui a habilidade necessária para executar estas duas manutenções. As demais manuten-
ções estão alocadas às equipes de trabalho 2 e 3, pois requerem a habilidade 2.

A Figura 3.1(c) mostra a alocação das manutenções às máquinas. Na parte inferior da
figura, as três cores diferentes identificam em qual máquina será realizada cada manutenção.
Nesta parte, as manutenções 2 e 7, nesta sequência, estão alocadas à máquina 199; as manu-
tenções 6 e 5 estão alocadas à máquina 213 e a manutenção 4 está alocada à máquina 342.
Evidentemente, os tempos de início e conclusão das manutenções são os mesmos das equipes
de trabalho e máquinas. Por esta figura, nota-se que existe uma sequência de manutenções
nas equipes e nas máquinas, que é uma das principais características que levam ao aumento
da complexidade do LTPMOSP. Note, por fim, que, na solução apresentada na Figura 3.1,
não foi possível alocar as manutenções 1 e 3 em nenhuma equipe de trabalho; logo, elas não
são executados.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Equipe 1

Manutenção 6 6

Manutenção 4 4

Equipe 2
Manutenção 2 2

Manutenção 5 5

Equipe 3
Manutenção 7 7

(a) Sequenciamento das manutenções com janelas de tempo.

jjhgfh

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Equipe 1 46

Equipe 2 2 5

Equipe 3 7

(b) Programação das manutenções nas equipes de trabalho.

jjhgfh

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Máquina A 2 7

Máquina B 6 5

Máquina C 4

(c) Programação das manutenções nas máquinas.

Máquina A
Máquina B
Máquina C

Figura 3.1: Ilustração de uma solução factível para o LTPMOSP.
.

3.3 Formulação matemática da literatura

A formulação matemática proposta por Aquino et al. (2018a), aqui denotada como
formulação NET (Formulation based on Network variables), que é baseada em variáveis
de rede, utiliza os conjuntos e os parâmetros apresentados na Seção 3.1. Além disso, esta
formulação utiliza os parâmetros B′ e B′′ para representar números suficientemente grandes.
Define-se, então as seguintes variáveis de decisão:

(i) yk é uma variável binária que é igual a 1 se a equipe de trabalho k é ativada; e 0, caso
contrário;



3.3 Formulação matemática da literatura 35

(ii) xik é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i for programada para ser
executada pela equipe de trabalho k; e 0, caso contrário;

(iii) vkij é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i precede imediatamente
a manutenção j programada para ser executada pela equipe de trabalho k; e 0, caso
contrário. Neste caso, considera-se uma manutenção fictícia denotada por 0;

(iv) rij é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i precede a manutenção j
no uso da mesma máquina quando ambas as manutenções são executadas por equipes
diferentes; e 0, caso contrário;

(v) cik é uma variável não negativa que representa o tempo de conclusão da manutenção i
pela equipe de trabalho k.

A formulação matemática (NET) proposta por Aquino et al. (2018a) é dada, assim, por:

(NET ) min z =
∑
k∈K

yk +
∑
i∈I

wi

1−
∑
k∈Γi

xik

 (3.1)

suj. a:
∑
k∈Γi

xik ≤ 1 ∀i ∈ I (3.2)

∑
i∈Ωk∪{0}\{j}

vkij = xjk ∀j ∈ I, k ∈ Γj (3.3)

∑
j∈Ωk

vk0j = yk ∀k ∈ K (3.4)

∑
i∈Ωk∪{0}\{l}

vkil =
∑

j∈Ωk∪{0}\{l}

vklj ∀k ∈ K, l ∈ Ωk (3.5)

c0k = 0 ∀k ∈ K (3.6)

cjk ≥ cik + pj −B′ij(1− vkij) ∀k ∈ K, i ∈ Ωk ∪ {0}, j ∈ Ωk (3.7)

cik ≥ (αi + pi)xik ∀k ∈ K, i ∈ Ωk (3.8)

cik ≤ βi ∀k ∈ K, i ∈ Ωk (3.9)

cjk′ ≤ cik − pi +B′′ijrij ∀k ∈ K,∀k′ ∈ K, i ∈ Ωk, j ∈ Ωk′ ,

k ̸= k′, i < j, ei = ej

(3.10)

cjk′ ≥ cik + pj −B′ij(1− rij) ∀k ∈ K,∀k′ ∈ K, i ∈ Ωk, i ∈ Ωk′ ,

k ̸= k′, i < j, ei = ej

(3.11)

cik ≤ hk ∀k ∈ K, i ∈ Ωk (3.12)

vkij ∈ {0, 1} ∀k ∈ K, i ∈ Ωk ∪ {0}, j ∈ Ωk ∪ {0} (3.13)

xik ∈ {0, 1} ∀k ∈ K, i ∈ Ωk (3.14)

yk ∈ {0, 1} ∀k ∈ K (3.15)

rij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, j ∈ I|i < j, ei = ej (3.16)

cik ≥ {0, 1} ∀k ∈ K, i ∈ Ωk (3.17)
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A função objetivo (3.1) minimiza o número de equipes de trabalho ativadas (primeiro
termo) e a soma das penalidades das manutenções não executadas (segundo termo). As
restrições (3.2) garantem que, caso uma manutenção seja realizada, ela deve ser executada
por apenas uma equipe. As restrições (3.3) asseguram que caso uma manutenção seja
executada por uma equipe, ela deve ser precedida por uma manutenção, que pode incluir a
manutenção fictícia 0. As restrições (3.4) impõem que uma equipe seja ativada somente se
tiver uma ou mais manutenções alocadas. As restrições (3.5) são responsáveis por manter a
sequência das manutenções executadas em cada equipe. As restrições (3.6) impõem que o
tempo de conclusão da manutenção fictícia seja zero em todas as equipes. Esta manutenção
é alocada antes da primeira manutenção executada por cada equipe. As restrições (3.7)
garantem que o tempo de conclusão da manutenção i seja menor que o tempo de conclusão
da manutenção j, caso a manutenção i preceda a manutenção j na mesma equipe. As
restrições (3.8) asseguram que o tempo de conclusão de cada manutenção seja maior que o
início da janela mais o tempo de processamento. As restrições (3.9) impõem que o tempo
de conclusão de cada manutenção seja menor que o final da janela. As restrições (3.10)
e (3.11) são restrições disjuntivas, responsáveis por garantir que cada máquina não tenha
mais de uma manutenção sendo executada simultaneamente. As restrições (3.12) asseguram
que o instante de conclusão das manutenções alocadas a cada equipe seja menor ou igual à
quantidade de horas disponíveis. As restrições (3.13)-(3.17) definem o domínio das variáveis
de decisão.

3.4 Formulação baseada em variáveis indexadas no

tempo

A formulação baseada em variáveis indexadas no tempo proposta nesta tese, é baseada
na formulação de Sousa & Wolsey (1992) para solucionar um problema de sequenciamento
de uma única máquina. Neste tipo de formulação, o horizonte de planejamento é dividido
em períodos. De uma forma geral, o problema consiste em definir em qual período cada
manutenção deve iniciar o seu processamento, sequenciando, deste modo, as manutenções.
A principal vantagem das formulações com variáveis indexadas no tempo é que sua relaxação
linear fornece um limite inferior forte (no caso dos problemas de minimização), enquanto sua
maior desvantagem é o grande número de variáveis e os tempos de processamento longos,
especialmente quando o horizonte de planejamento tem um grande valor.

Nesta formulação, o conjunto de períodos é denotado por T . A formulação matemática
baseada em variáveis indexadas no tempo para o LTPMOSP, denotada como formulação TI,
utiliza os conjuntos e parâmetros apresentados na Seção 3.1, e as variáveis de decisão yk e xik
apresentadas na Seção 3.3. Para garantir que cada manutenção seja executada dentro da sua
janela de tempo e no tempo de disponibilidade das equipes, foram adicionadas limitações no
índice t ∈ T das variáveis e das restrições. Para isto, a formulação TI utiliza T̄ k

i ⊆ T para
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denotar o subconjunto de períodos em que a manutenção i pode começar a ser executada
na equipe k, de forma a respeitar as janelas de tempo da manutenção e a disponibilidade
da equipe, ou seja:

T̄ k
i = {t ∈ T : t ≤ hk − pi, αi ≤ t ≤ βi − pi}.

Além disso, será utilizado o parâmetro:

f̄ tik = min{t̄ ∈ T̄ k
i : t̄ ≥ t− pi + 1}

para denotar o menor período de início de execução da manutenção i na equipe k que pode
estar em execução no período t. A formulação também utiliza a variável binária utik, de
modo que utik = 1 se a manutenção i for programada para começar a ser executada no
período t pela equipe k; e utik = 0, caso contrário, para i ∈ I, k ∈ Γi, t ∈ T̄ k

i .
A formulação TI é baseada na versão clássica proposta por Sousa & Wolsey (1992). No

entanto, como a versão clássica considera que todas as manutenções devem ser processadas,
foi necessário realizar algumas adaptações na formulação. Além disso, foram feitas modifi-
cações para alocação simultânea das manutenções às equipes e às máquinas e para atender
as janelas de execução. A formulação TI é dada, portanto, por:

(TI) min z =
∑
k∈K

yk +
∑
i∈I

wi

1−
∑
k∈Γi

xik

 (3.18)

suj. a: (3.2), (3.14)− (3.15) (3.19)

xik ≤ yk ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.20)∑
t∈T̄k

i

utik ≥ xik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.21)

∑
k∈Γi

∑
t∈T̄k

i

utik ≤ 1 ∀i ∈ I (3.22)

∑
i∈Ωk

t∑
f=f̄ t

ik

ufik ≤ 1 ∀k ∈ K,∀t ∈ T (3.23)

∑
i∈Φm

∑
k∈Γi

t∑
f=f̄ t

ik

ufik ≤ 1 ∀m ∈M,∀t ∈ T (3.24)

utik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi, ∀t ∈ T̄ k
i (3.25)

A função objetivo (3.18) é igual à função objetivo da formulação NET. As restri-
ções (3.20) impõem que uma equipe de trabalho será ativada somente se tiver uma ou
mais manutenções alocadas. As restrições (3.21) associam as variáveis utik e xik, ao garantir
que a manutenção é iniciada apenas na equipe em que ela é alocada. As restrições (3.22)
garantem que, caso uma manutenção seja alocada a uma equipe, ela deverá ser iniciada em
algum momento, e exatamente uma vez e em um período. As restrições (3.23) garantem
que não haverá mais de uma ordem programada para estar em execução em uma mesma
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equipe no mesmo período. As restrições (3.24) garantem que não haverá mais de uma or-
dem programada para estar em execução em uma mesma máquina no mesmo período. As
restrições (3.25) definem o domínio das variáveis de decisão.

3.5 Formulação baseada em variáveis indexadas no

tempo e variáveis de precedência

A segunda formulação proposta neste trabalho, que é denotada por formulação TIP, é
baseada em variáveis indexadas no tempo e em variáveis de precedência. Na formulação
TIP, o horizonte de planejamento é dividido em períodos e as manutenções podem ser pro-
gramadas para serem executadas em um único período ou em vários períodos, dependendo
da duração do período e de quando a manutenção é executada. Além disso, esta formulação
considera que, em um mesmo período, podem ser alocadas diferentes manutenções para
serem executadas na mesma equipe ou na mesma máquina, diferentemente do que ocorre
na formulação TI, em que apenas uma manutenção pode ser executada na mesma equipe
ou máquina por período. Assim, na formulação TIP, as variáveis indexadas no tempo são
responsáveis por indicar se a manutenção está alocada a cada período, enquanto que as
variáveis de precedência são responsáveis por sequenciar as manutenções, ou partes delas,
dentro dos períodos para garantir a não sobreposição de ordens de manutenção nas equipes
e nas máquinas. A vantagem desta formulação é que permite maior flexibilidade de dis-
cretização do horizonte de planejamento, podendo resultar em uma formulação de menor
dimensão que a formulação TI.

Para a formulação TIP, considere o conjunto de períodos T = {0, 1, . . . , tmax}. A duração
de cada período é definida pelo parâmetro π. Desse modo, o período t se inicia no instante tπ
e se encerra no instante (t+1)π. 0 parâmetro π é muito importante para a formulação TIP,
pois ele afeta o número de períodos em que o horizonte de planejamento é dividido e o
número de períodos utilizados para executar cada manutenção. Além disso, esse parâmetro
interfere na dimensão da formulação.

A formulação TIP utiliza as seguintes variáveis de decisão:

(i) A variável binária utik é igual a 1 se a manutenção i for alocada à equipe k no período
t; caso contrário, ela é igual a 0;

(ii) As variáveis ∆t
ik, que variam entre 0 e π, representam o tempo de execução da manu-

tenção i alocada à equipe k no período t;

(iii) A variável binária ψt
ij , usada para sequenciar as manutenções dentro de um mesmo

período, é igual a 1 se a manutenção i precede imediatamente a manutenção j no
período t na mesma equipe; caso contrário, é igual a 0;

(iv) A variável binária µtij é igual a 1 se a manutenção i precede imediatamente a ordem j

no período t em uma máquina em que ambas estão associadas (ei = ej); caso contrário,
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é igual a 0;

(v) A variável ctik, que varia entre 0 e π, indica o instante de conclusão da manutenção i na
equipe k no período t. Se t é o último período no qual a manutenção i foi programada,
então o tempo de conclusão dela é tπ + ctik;

(vi) A variável binária stik é igual a 1 se a manutenção i é programada nos períodos t− 1

e t na equipe k; caso contrário, é igual a 0.

(vii) A variável binária f tik é igual a 1 se a manutenção i é programada nos períodos t e
t+ 1 na equipe k; caso contrário, é igual a 0.

As variáveis stik e f tik são utilizadas para garantir que uma manutenção que é executada
em dois períodos seguidos tem que finalizar o primeiro dos períodos em execução e iniciar o
período seguinte em execução para garantir a não preempção.

Para exemplificar o uso dessas variáveis, considere uma instância com apenas uma equipe
e duas manutenções, em que π = 4, p1 = 3h, p2 = 6h e T = {0, 1, 2}. Como o tempo de
execução da manutenção 1 é menor que a duração do período (pi ≤ π), uma solução possível
é executar toda a manutenção 1 no período 1. Logo, ∆t

11 = {0, 3, 0} e ut11 = {0, 1, 0}
(veja a Figura 3.2a). Outra possibilidade de programação para a manutenção 1 é iniciar
sua execução no início da hora 2 no período 0 e finalizar sua execução ao final da hora 4
(primeira hora do período 1). Logo, ∆t

11 = {2, 1, 0} e ut11 = {1, 1, 0} (Figura 3.2b). Quanto
à manutenção 2, como p2 > π, é necessário programar a execução desta manutenção em pelo
menos dois períodos. Dois exemplos de solução podem ser dados por: (i) ∆t

21 = {0, 2, 4}
e ut21 = {0, 1, 1} (Figura 3.2c), (ii) ∆t

21 = {1, 4, 1} e ut21 = {1, 1, 1} (Figura 3.2d). Note
que

∑
t∆

t
ik é sempre igual a pi. A Figura 3.2 ilustra os exemplos de soluções apresentadas

para manutenção 1 (em azul) e 2 (em vermelho). A primeira linha desta figura refere-se ao
período e a segunda, à hora de execução.

t=0 t=1 t=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(a) Ordem 1
∆1

11=3

(b) Ordem 1
∆0

11=2 ∆1
11=1

(c) Ordem 2
∆1

21=2 ∆2
21=4

(d) Ordem 2
∆0

21=1 ∆1
21=4 ∆2

21=1

Figura 3.2: Exemplos de soluções para as variáveis ∆t
ik.

Para programar o tempo de processamento ∆t
ik nos períodos e consequentemente as

manutenções, são consideradas as variáveis ctik e ψt
ij . A Figura 3.3 mostra um exemplo de
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solução com as manutenções 1 e 2 sendo executadas por apenas uma equipe. A solução
é ∆t

11 = {2, 1, 0} e ut11 = {1, 1, 0} e ∆t
21 = {0, 2, 4} e ut21 = {0, 1, 1}. Para essa solução,

tem-se os seguintes valores para ctik: c
t
11 = {4, 1, 0} e ct21 = {0, 4, 4}. Além disso, apenas

ψ1
12 = 1. Como a manutenção 1 inicia no período 0 e finaliza no período seguinte, ∆0

11

é alocado ao final do período, logo ct11 = 4 = π, e ∆1
11 é alocado no início período, logo

c111 = 1 = ∆1
11. Portanto, não existe preempção. A mesma explicação é aplicada para os

valores de ctik para manutenção 2. A variável ψ1
12 = 1 determina a sequência das manutenções

alocadas no período 1. Através das variáveis ctik, os tempos correspondentes às variáveis ∆t
ik

são programados nos períodos, de forma que as duas manutenções não são executadas ao
mesmo tempo na equipe. As linhas verticais em vermelho na Figura 3.3 destacam os tempos
de conclusão de cada ∆t

ik.

t=0 t=1 t=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Equipe 1
c01=2 c11=1 c12=2 c22=4

Figura 3.3: Exemplo de solução com duas manutenções alocada em uma equipe.

Seja o mesmo exemplo, agora adicionando-se uma segunda equipe e uma terceira manu-
tenção, em que p3 = 1, que exige uma habilidade que apenas a segunda equipe tenha. Esta
terceira manutenção pode ser alocada à segunda equipe (em amarelo na Figura 3.4). Como
as três manutenções estão associadas à mesma máquina, elas não podem ser executadas
simultaneamente. Para garantir isso, são utilizadas as variáveis µtij . A Figura 3.4 apresenta
um exemplo de solução com as três manutenções. Nesta solução, as manutenções 1 e 2
estão alocadas à equipe 1 e possuem os mesmo valores da solução da Figura 3.3, enquanto
que para a manutenção 3, temos ∆t

32 = {0, 1, 0}, ut32 = {0, 1, 0} e ct32 = {0, 2, 0}. Além
disso, µ113 = µ132 = 1 e as demais variáveis µtij são iguais a 0, indicando que a manutenção 1
precede a manutenção 3 e a manutenção 3 precede a manutenção 2 na máquina. Os valores
das variáveis cti e o diagrama de Gantt na Figura 3.4 mostram a programação do tempo
de execução das manutenções referente às variáveis ∆t

ik em um período com várias manu-
tenções alocadas à mesma equipe e que estas manutenções não são executadas ao mesmo
tempo.

t=0 t=1 t=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Equipe 1
c01=4 c11=1 c12=4 c22=4

Equipe 2
c13=2

Figura 3.4: Exemplo de solução com três manutenções, associadas à mesma máquina,
alocadas em duas equipes.

Para garantir que as manutenções sejam executadas dentro da janela de tempo, são
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considerados os parâmetros tαi , t
β
i , δ

α
i e δβi para cada manutenção i. O parâmetro tαi está

associado ao período de início da janela de tempo da manutenção i, sendo obtido pela
expressão tαi =

⌊
αi
π

⌋
. O parâmetro tβi está associado ao período de término da janela de

tempo da manutenção i, sendo dado pela expressão tβi =
⌈βi

π

⌉
− 1. No entanto, o início e o

fim da janela de tempo podem não ocorrer exatamente no início ou fim dos períodos. Por
exemplo, considere π = 4 e uma manutenção i com a janela de tempo de αi = 3 e βi = 10.
Nesse exemplo, a janela inicia após o início do período 0 e se encerra antes do fim do período
2, como mostra a Figura 3.5. Assim, utiliza-se δαi para contabilizar o tempo do início do
período até o início da janela e utiliza-se δβi para contabilizar o tempo do início do período
até o fim da janela. O parâmetro δαi e δβi são dados, respectivamente, pelas expressões
δαi = αi − tαi π e δβi = βi − tβi π. Aplicando os valores da manutenção i nas expressões, no
exemplo mencionado, para tornar mais claros os parâmetros, tem-se: tαi = 0, tβi = 2, δαi = 3

e δβi = 2. Na Figura 3.5 é possível visualizar os parâmetros δαi e δβi . De forma semelhante,
são utilizados os parâmetros thk e δhk para garantir que as manutenções não sejam executadas
depois do tempo limite de trabalho de cada equipe k. Os parâmetros thk e δhk são definidos
por thk = ⌈hk

π ⌉ − 1 e δhk = hk − thkπ.

t=0 t=1 t=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Janela de tempo da manutenção i

δαi = 3 δβi = 2

Figura 3.5: Exemplo ilustrando os parâmetros δαi e δβi para a janela de tempo da
manutenção i.

Para a formulação TIP são utilizadas as variáveis de decisão e parâmetros apresentados
nesta subseção, os conjuntos e parâmetros apresentados na Seção 3.1 e as variáveis de decisão
yk e xik apresentadas na Seção 3.3. Assim, a formulação TIP proposta pode ser dada por:

(TIP ) min z =
∑
k∈K

yk +
∑
i∈I

wi

1−
∑
k∈Γi

xik

 (3.26)

s. a: (3.2), (3.14)− (3.15), (3.20) (3.27)∑
k∈Γi

pixik =
∑
k∈Γi

∑
t∈T

∆t
ik ∀i ∈ I (3.28)(⌈pi

π

⌉
+ 1

) ∑
k∈Γi

xik ≥
∑
k∈Γi

∑
t∈T

utik ∀i ∈ I (3.29)⌈pi
π

⌉ ∑
k∈Γi

xik ≤
∑
k∈Γi

∑
t∈T

utik ∀i ∈ I (3.30)

∆t
ik ≤ πutik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi, ∀t ∈ T (3.31)

utik ≤ xik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi, ∀t ∈ T (3.32)
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∆t
ik ≤ πxik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi,∀t ∈ T (3.33)

∆t
ik ≥ (ut−1ik + ut+1

ik − 1)π ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi, t ∈ T \ {0, tmax} (3.34)
t−1∑
e=0

ueik − tut−1ik + tutik ≤ t ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi,∀t ∈ T \ {0} (3.35)∑
i∈Ωk

∆t
ik ≤ π ∀k ∈ K,∀t ∈ T (3.36)

∑
i∈Φm

∑
k∈Γi

∆t
ik ≤ π ∀m ∈M,∀t ∈ T (3.37)

utik + utjk + ut+1
ik + ut+1

jk ≤ 3
∀k ∈ K,∀i, j ∈ Ωk, i ̸= j,

∀t ∈ T \ {tmax}
(3.38)

∑
k∈Γi

utik +
∑
k′∈Γj

utjk′ +
∑
k∈Γi

ut+1
ik +

∑
k′∈Γj

ut+1
jk′ ≤ 3

∀m ∈M,

∀i, j ∈ Φm, i ̸= j,

∀t ∈ T \ {tmax}
(3.39)

stik ≥ utik + ut−1ik − 1 ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk,∀t ∈ T \ {0} (3.40)

f tik ≥ utik + ut+1
ik − 1 ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk,∀t ∈ T \ {tmax} (3.41)

ctik ≤ ∆t
ik + π(1− stik) ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk, ∀t ∈ T (3.42)

ctik ≥ πf tik ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk,∀t ∈ T (3.43)

ctik ≤ πutik ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk,∀t ∈ T (3.44)

ctik ≥ ∆t
ik ∀k ∈ K,∀i ∈ Ωk,∀t ∈ T (3.45)

ctjk ≥ ctik +∆t
jk − π(1− ψt

ij) ∀k ∈ K,∀i, j ∈ Ωk, i ̸= j,∀t ∈ T (3.46)∑
k∈Γj

ctjk ≥
∑
k∈Γi

ctik +
∑
k∈Γj

∆t
jk − π(1− µtij)

∀m ∈M,

∀i, j ∈ Φm, i ̸= j
(3.47)

ψt
ij + ψt

ji ≥ utik + utjk − 1 ∀k ∈ K,∀i, j ∈ Ωk, ∀t ∈ T (3.48)

µtij + µtji ≥
∑
k∈Γi

utik +
∑
k∈Γj

utjk − 1 ∀m ∈M,∀i, j ∈ Φm, ∀t ∈ T

(3.49)∑
k∈Γi

∑
t∈T

t≤tαi −1
t≥tβi +1

t≥thk+1

utik = 0 ∀i ∈ I (3.50)

∆
tαi
ik ≤ (π − δαi ) ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.51)

∆
tβi
ik ≤ δ

β
i ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.52)

∆
thk
ik ≤ δ

h
k ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.53)

c
tαi
ik ≥

{
(δαi + pi)u

tαi
ik se (δαi + pi) ≤ π

πu
tαi
ik caso contrário

∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.54)
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c
tβi
ik ≤ δ

β
i u

tβi
ik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.55)

c
thk
ik ≤ δ

h
ku

thk
ik ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi (3.56)

0 ≤ ∆t
ik ≤ π, 0 ≤ ctik ≤ π ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi,∀t ∈ T (3.57)

utik ∈ {0, 1}, stik ∈ {0, 1}, f tik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀k ∈ Γi,∀t ∈ T (3.58)

ψt
ij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀j ∈ I, i ̸= j,∀t ∈ T (3.59)

µtij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀j ∈ I, i ̸= j, ei = ej , ∀t ∈ T (3.60)

A função objetivo (3.26) é igual à função objetivo das formulações NET e TI. As res-
trições (3.28) garantem que o somatório dos tempos de execução nos períodos aos quais a
manutenção i foi alocada seja igual ao seu tempo de execução. As restrições (3.29) e (3.30)
definem um limite superior e um limite inferior, respectivamente, para o número de períodos
aos quais cada manutenção pode ser alocada. As restrições (3.31) impõem que a variável
∆t

ik seja igual a zero, se a manutenção i não estiver alocada ao período t e equipe k. As
restrições (3.32) e (3.33) garantem que se uma manutenção for alocada para ser executada
por uma equipe em qualquer período, esta manutenção deve ser alocada a esta equipe. As
restrições (3.34) garantem que, caso uma manutenção esteja alocada em três ou mais pe-
ríodos, o valor das variáveis ∆t

ik nos períodos intermediários devem ser iguais a π, para
garantir a não preempção. As restrições (3.35) garantem que os períodos serão atribuídos
de maneira consecutiva para as manutenções executadas. Estas restrições são baseadas na
formulação proposta em Barros et al. (2011). As restrições (3.36) e (3.37) garantem que o
tempo total de execução das manutenções em um mesmo período e na mesma equipe ou
máquina, respectivamente, seja menor ou igual a π. As restrições (3.38) e (3.39) complemen-
tam estas últimas restrições, garantindo que manutenções associadas à mesma equipe e à
mesma máquina, respectivamente, não sejam executadas simultaneamente quando alocadas
em períodos consecutivos.

As restrições (3.40)-(3.49) determinam o sequenciamento e a programação das manu-
tenções nos períodos. As restrições (3.40) garantem que stik será igual a 1 se a manutenção i
estiver alocada aos períodos consecutivos t−1 e t. As restrições (3.41) garantem que f tik será
igual a 1 se a manutenção i estiver alocada aos períodos t e t+1. As restrições (3.42) impõem
que o tempo de conclusão ctik de uma certa manutenção no período t deve ser igual a ∆t

ik se
a execução da manutenção iniciar no período t− 1 ou antes. Assim, estas restrições forçam
que a primeira manutenção a ser executada no período seja a manutenção inicializada em
períodos anteriores. As restrições (3.43) impõem, para uma manutenção que é executada
tanto no período t quanto no período seguinte, que o seu tempo de conclusão no período t
deve ser igual a π, ou seja, esta manutenção é programada para ser executada no final do
período. As restrições (3.44) garantem que o tempo de conclusão de uma manutenção em
uma equipe no período t será igual a 0, caso a manutenção não esteja alocada a esta equipe
neste período. Por outro lado, as restrições (3.45) impõem que o tempo de conclusão de
uma manutenção em uma equipe em um determinado período seja maior ou igual ao tempo
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de execução desta manutenção nesta equipe neste período. As restrições (3.46) e (3.47) ga-
rantem que o tempo de conclusão de uma manutenção seja maior que o tempo de conclusão
da manutenção que a precedeu na mesma equipe ou máquina, respectivamente, mais o seu
tempo de processamento. Assim, essas restrições garantem que duas manutenções alocadas
à mesma equipe ou máquina não sejam executadas simultaneamente. As restrições (3.48) e
(3.49) garantem que, caso duas manutenções sejam alocadas à mesma equipe ou máquina,
respectivamente, no período t, será definida uma sequência de execução, ou seja, uma delas
deve preceder a outra.

As restrições (3.50)-(3.56) são responsáveis por garantir que as manutenções sejam exe-
cutadas dentro das suas respectivas janelas de tempo e do tempo de serviço das equipes
de trabalho. As restrições (3.50) garantem que não haverá execução das manutenções nos
períodos que não pertencem à janela de tempo e ao intervalo de serviço das equipes asso-
ciadas a cada manutenção. As restrições (3.51)-(3.53) definem um limite para as variáveis

∆
tαi
ik , ∆tβi

ik e ∆
thi
ik nos períodos tαi , tβi e thk . A restrição (3.51) considera que, como o valor de

δαi representa o tempo entre o início do período e o momento em que se inicia a janela, o
tempo disponível para a manutenção i no período tαi é a duração total do período menos o
tempo que inicia a janela. As restrições (3.54)-(3.56) estão associadas ao tempo de conclu-
são da execução que dura ∆t

ik nos períodos tαi , tβi e thi . As restrições (3.54) apresentam um
limite superior para o tempo de conclusão de uma manutenção que começa a ser executada
no início de sua janela de tempo. As restrições (3.55) e (3.56) garantem que o tempo de
conclusão da manutenção deve ser menor ou igual ao final da janela da manutenção e ao
final do intervalo de serviço da equipe, respectivamente. Por fim, as restrições (3.57)-(3.60)
definem os domínios das variáveis de decisão.

3.6 Análise e comparação das dimensões dos mode-

los

Para efeito de comparação, a Tabela 3.3 fornece a quantidade de restrições e de variáveis
das formulações apresentadas. Pode-se notar que os termos que mais afetam o número de
restrições das formulações NET e TIP são, respectivamente, |I|2.|K|2 e |I|2.|T |.(|M |+ |K|).
Para o número de variáveis, os termos que exercem maior influência para as formulações
NET e TIP são, respectivamente, |I|2(|K| + 1) e |T |.|I|(|I| + |K|). Diferentemente das
formulações NET e TIP, a formulação TI depende de um número pseudo-polinomial de
variáveis e restrições. No entanto, o número de variáveis e restrições depende diretamente
do número de períodos, o qual pode ser um número relativamente muito grande.

Ao comparar a formulação TI com a TIP, existe uma diferença no número total de
períodos. Essa diferença está vinculada ao parâmetro π, que define a duração do período e
em quantos períodos o horizonte de planejamento é dividido. Como o número de períodos é
inversamente proporcional à duração dos períodos e o parâmetro π pode ter qualquer valor,
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Tabela 3.3: Dimensões das formulações.

Formulação #restrições #variáveis
NET |K|.|I|.(|K|.|I| − |K|+ 6) + 2|K|+ |I| |K|.(|I|2 + |I|+ 1) + |I|2 − |I|
TI |K|.(2|I|+ |T |) + |T |.|M |+ 2|I| |K|.(|I|.|T |+ |I|+ 1)

TIP |I|.(|I| − 1).(|M |+ |K|).(3|T | − 1)
+|I|.|K|.(10|T |+ 4) + |T |.(|M |+ |K|) + |I|.(|T | − 3)

|T |.(|I|2 − |I|) + |K|.(5|I|.|T | − |I|+ 1)

a formulação TIP pode ser descrita com um número menor de períodos do que a formulação
TI. Por exemplo, em um caso em que as manutenções possuem um tempo de execução
fracionário, a duração do período na TI pode ter que ser igual a 10% hora, enquanto que, na
formulação TIP, pode ser qualquer valor maior que zero, incluindo valores inteiros. Como π
está associado a |T |, esse parâmetro afeta fortemente o número de variáveis e de restrições,
ou seja, a dimensão da formulação. Uma análise empírica da influência do valor de π na
formulação TIP é apresentada na Seção 3.8.2.1.

A alocação simultânea das manutenções às equipes e às máquinas e a restrição de que
manutenções associados à mesma máquina não podem ser executadas simultaneamente são
características importantes do LTPMOSP e que influenciam as formulações. A condição
citada é garantida na formulação TI através das restrições (3.24). Elas são responsáveis
pela construção da sequência de execução das manutenções nas máquinas, sem que tenha
sobreposição de manutenções. As restrições (3.24) são semelhantes as (3.23), pois da mesma
forma que se tem uma programação nas equipes, tem-se nas máquinas. Como ambas as
restrições estão associadas com períodos, é gerado um grande número de restrições quando
a quantidade de períodos é grande. Por outro lado, a formulação TIP utiliza um conjunto
de variáveis e restrições para garantir que manutenções associados à mesma máquina não
sejam executados ao mesmo tempo, tornando a formulação mais extensa. As variáveis de
precedência e de conclusão, e as restrições que utilizam estas variáveis, foram adicionadas
à formulação porque apenas as restrições (3.36) e (3.38) não são suficientes para garantir a
não sobreposição.

3.7 Métodos de solução propostos baseados no algo-

ritmo GRASP

Esta seção introduz dois métodos de solução baseados no algoritmo GRASP, propostos
para solucionar o LTPMOSP. O primeiro, nomeado como GRASP, é uma implementação
direta dessa meta-heurística. O segundo, chamado GRASP+Formulation, é um método
exato hibrido que usa o algoritmo GRASP proposto para gerar uma solução inicial para o
solver. Esta seção está organizada da seguinte forma. A Subseção 3.7.1 descreve o método
GRASP, enquanto, a Subseção 3.7.2 apresenta o método exato híbrido.
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3.7.1 Método heurístico GRASP

Esta seção está organizada da seguinte forma: a Subseção 3.7.1.1 mostra como uma
solução para LTPMOSP é representada. A Subseção 3.7.1.2 descreve o algoritmo para
gerar uma solução, atribuir manuteções às equipes e definir o tempo de conclusão das
manutenções. A Subseção 3.7 apresenta o algoritmo GRASP proposto. A Subseção 3.7.1.4
detalha o procedimento de busca local deste método GRASP.

3.7.1.1 Representação da solução

Para representar uma solução do LTPMOSP, é utilizado um vetor s = ⟨s1, . . . , s|I|⟩ com
|I| posições. Nesta representação, cada posição si do vetor indica uma manutenção. A
sequência em que as manutenções são alocadas nas posições do vetor solução s é definida
pelo algoritmo GRASP apresentado na Subseção 3.7.1.3. Como em Aquino et al. (2018a),
esta pesquisa optou por utilizar esta representação indireta da solução, pois ela simplifica a
construção de soluções e a exploração do espaço de soluções viáveis utilizando operadores
de vizinhança mais simples em relação à representação direta, em que há uma lista de
manutenções para cada equipe e máquina. De posse de uma solução s neste formato,
uma solução para o LTPMOSP é obtida através de um algoritmo de posicionamento de
manutenções descrito na Seção 3.7.1.2.

3.7.1.2 Algoritmo de posicionamento de manutenções

Dado o vetor s representando uma sequência de manutenções, um subproblema de po-
sicionamento pode ser usado para gerar e decodificar uma solução. Esse subproblema, que
tem o mesmo objetivo do problema original, concentra-se em determinar, para um vetor s,
(i) as equipes ativadas; (ii) as manutenções programadas; (iii) a atribuição das manuten-
ções programadas a uma equipe ativada; e (iv) a programação das manutenções dentro de
sua janela. Resolver esse subproblema é bastante desafiador, pois também é um problema
NP-difícil, de acordo com a Proposição 1 no Apêndice A. Portanto, devido à complexidade
deste subproblema, um procedimento heurístico, ou seja, o algoritmo de posicionamento de
manutenções (PM), foi proposto para abordá-lo para um vetor s. O Algoritmo 2 apresenta
seu pseudocódigo.

O Algoritmo 2 utiliza uma lista de prioridades para cada manutenção i, denotada por
Θi =

(
θ1i , . . . , θ

|Γi|
i

)
. Essa lista possui |Γi| posições, cada uma representando uma equipe.

Cada lista Θi possui apenas equipes com a habilidade para executar a manutenção i. Essa
lista de prioridades é baseada na ordenação decrescente do valor hk para k ∈ Γi. Assim, as
equipes com o maior valor de hk são as primeiras da lista.

O Algoritmo PM assume que o valor inicial da função objetivo z é igual a zero (linha 1).
Todas as equipes começam desabilitadas (yk = false) nas linhas 2 a 4 e sem manutenções atri-
buídas. Na linha 5, um processo iterativo é iniciado, o qual, em cada iteração, tenta atribuir
exatamente uma manutenção (si). Na linha 6, a variável booleana manutencaoAtribuida,
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Algoritmo 2: PM
Entradas: solução s
Saídas : valor de função objetivo (z)

1 z ← 0
2 for cada equipe k ∈ K de k ← 1 to |K| do
3 yk ← false
4 end
5 for cada manutenção si de i← 1 to |I| do
6 manutencaoAtribuida← false

7 for cada equipe θlsi de l← 1 to |Γsi | do
8 η = min(βsi , hθlsi

)

9 manutencaoAtribuida← encontraIntervalo(si, θ
l
si , αsi , η)

10 if manutencaoAtribuida = true then
11 Atribui a manutenção si à equipe θlsi
12 Atribui a manutenção si à respectiva máquina
13 if yk = false then
14 yk ← true
15 z ← z + 1

16 end
17 retorna para a linha 5. // Procede para a próxima manutenção do

vetor s.
18 end
19 end
20 if manutencaoAtribuida = false then
21 z ← z + wsi

22 end
23 end
24 return z

que controla se a manutenção é atribuída (true) ou não (false), recebe false. Na linha 7,
um processo iterativo é iniciado, o qual, em cada iteração, tenta atribuir a manutenção si
a uma equipe da lista Θsi . Este processo começa com a equipe θ1si . Na linha 8, o valor
do parâmetro η = min(βsi , hθlsi

) é determinado. Este parâmetro define a janela de tempo
resultante [αsi , η] em que a manutenção si pode ser atribuída à equipe θlsi .

Na linha 9, a função encontraIntervalo(·) é executada. Ela é usada para encontrar um
intervalo de tempo psi disponível na equipe θlsi para atribuir a manutenção si a ela. Este
intervalo de tempo deve estar dentro da janela de tempo resultante [αsi , η] e não se sobrepor
a nenhuma manutenção atribuída à equipe θlsi e à máquina associada à manutenção si. O
Algoritmo 3 apresenta o pseudocódigo da função encontraIntervalo(·).

Se a função encontraIntervalo(·) retornar manutencaoAtribuida = true, a manutenção
si é atribuída ao mesmo instante do intervalo disponível encontrado na função para a equipe
e a máquina associadas à manutenção (linhas 11 e 12). Além disso, se a equipe do intervalo
disponível foi desabilitada (yθlsi = false) e a manutenção si é a primeira a ser atribuída, então
a equipe é considerada ativada e yθlsi é definido como true (linha 14). Consequentemente,
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o valor de z deve ser incrementado em uma unidade (linha 15). Após a manutenção si ter
sido atribuída, o processo iterativo prossegue para a próxima manutenção do vetor s, ou
seja, a manutenção si+1.

Por outro lado, se a função encontraIntervalo(·) retornamanutencaoAtribuida = false

(linha 20), a manutenção si não é programada. Então, uma penalidade para a respectiva
manutenção é adicionada ao valor da função objetivo (linha 21), e o algoritmo PM passa
para a próxima manutenção do vetor s.

Após o processo iterativo tentar atribuir todas as manutenções do vetor s, o algoritmo
PM é finalizado. Cada execução completa do algoritmo gera uma solução viável para o
LTPMOSP.

Portanto, a decodificação do vetor s para encontrar uma solução para o problema é rea-
lizada nas seguintes linhas do algoritmo: (i) as equipes ativadas são encontradas na linha 14;
(ii) as manutenções programadas são fornecidos na linha 9; (iii) a atribuição das manuten-
ções programadas a uma equipe é fornecida na linha 11; e (iv) a programação das manuten-
ções dentro de sua janela de tempo designada é definida na função encontraIntervalo(·),
chamada na linha 9. Uma descrição do procedimento para definir o horário de início e
término da programação para cada manutenção, na função encontraIntervalo(·), é apre-
sentada no Algoritmo 3.

O Algoritmo 3 começa com algumas variáveis auxiliares recebendo False (linhas 1 a 3).
Na linha 4, a variável tempoFinal, usada para armazenar o tempo final do intervalo disponível
encontrado e limitar a busca, recebe η. Ela recebe esse parâmetro para evitar a busca por
um intervalo após a janela final da manutenção si. O loop principal se inicia na linha 6. Este
procedimento iterativo é responsável por buscar e encontrar um intervalo disponível dentro
da janela de tempo resultante da equipe e da máquina. Na linha 7, uma busca é realizada
para encontrar um intervalo disponível na equipe θlsi . Este intervalo não pode se sobrepor
a nenhuma manutenção atribuída à equipe θlsi . Toda busca começa no instante tempoFinal
e continua em direção ao início da janela resultante. A busca termina após encontrar o
primeiro intervalo disponível. Na linha 8, o valor da variável tempoFinal é atualizado. Se
o início do intervalo (tempoFinal−psi) ocorrer após o início da janela resultante, a variável
equipeIntervalo receberá o valor true, indicando que o intervalo encontrado na equipe θlsi
está disponível. Caso contrário, a variável buscaFim receberá o valor true, e o procedimento
iterativo será encerrado pois nenhum intervalo disponível foi encontrado dentro da janela
de tempo da manutenção si.

Se equipeIntervalo = true, o algoritmo avança para a próxima etapa, que consiste
em verificar se, no intervalo disponível da equipe θlsi , há alguma manutenção atribuída à
máquina da manutenção si (linha 15). Se não houver conflito, um intervalo disponível
foi encontrado nas janelas de tempo da equipe θlsi e da máquina associada à manutenção
si, e, então, manutencaoAtribuida recebe o valor true (linha 17), e a busca é encerrada
(linha 18). Por outro lado, se houver conflito, o intervalo encontrado não está disponível
para a conclusão da manutenção na máquina, então equipeIntervalo recebe o valor false.



3.7 Métodos de solução propostos baseados no algoritmo GRASP 49

Algoritmo 3: encontraIntervalo(.)
Entradas: manutenção si, equipe θlsi , janela de tempo resultante [αsi , η]

Saídas : true ou false se manutenção si foi atribuída a equipe θlsi . Se true é indicado o instante de
tempo de execução da respectiva manutenção

1 manutencaoAtribuida ← false // Variável para indicar se a manutenção si pode ser atribuída à
equipe θlsi e sua máquina

2 equipeIntervalo ← false // Variável para indicar se há um intervalo disponível na equipe θlsi
3 maquinaIntervalo ← false // Variável para testar se há um intervalo disponível na máquina da

manutenção si
4 tempoFinal ← η // Variável para armazenar o tempo final do intervalo encontrado
5 buscaFim ← false
6 while (buscaFim == false) do
7 Procure o primeiro intervalo disponível antes do instante tempoFinal na equipe θlsi
8 tempoFinal ← tempo final do intervalo encontrado
9 if ((tempoFinal−psi ) ≥ αsi) then

10 equipeIntervalo ← true
11 else
12 buscaFim ← true
13 end
14 if (equipeIntervalo == true) then
15 Verifique se, no intervalo disponível da equipe θlsi , há alguma manutenção atribuída à máquina

da mantenção si
16 if (não há conflito) then
17 manutencaoAtribuida ← true
18 buscaFim ← true
19 else
20 equipeIntervalo ← false
21 end
22 end
23 if (buscaFim == false) then
24 Procure o primeiro intervalo disponível antes do instante tempoFinal na máquina da manutenção

si
25 tempoFinal ← tempo final do intervalo encontrado
26 if ((tempoFinal−psi ) ≥ αsi) then
27 maquinaIntervalo ← true
28 else
29 buscaFim ← true
30 end
31 if (maquinaIntervalo == true) then
32 Verifique se há alguma manutenção atribuída à equipe θlsi no intervalo disponível da

máquina da manutenção si
33 if (não há conflito) then
34 manutencaoAtribuida ← true
35 buscaFim ← true
36

37 else
38 maquinaIntervalo ← false
39 end
40 end
41 end
42 end
43 return manutencaoAtribuida

Nesse caso, a próxima etapa do algoritmo visa buscar um intervalo diferente do encontrado
anteriormente.

Na linha 24, um intervalo disponível na máquina do manutenção si é pesquisado. Di-
ferentemente da pesquisa anterior, esta considera apenas as manutenções atribuídas à má-
quina. No entanto, similarmente à linha 7, a pesquisa é feita do final para o início da
janela de tempo resultante, começando no instante tempoFinal. Esta pesquisa termina
após encontrar o primeiro intervalo antes do instante tempoFinal. Como este novo intervalo
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começa antes do anterior, ele pode ter um tempo de conclusão antes das manutenções com
os quais o intervalo anterior entrou em conflito. Na linha 25, o valor da variável tempo-
Final é atualizado com o novo intervalo disponível encontrado. Se o início do intervalo
disponível (tempoFinal−psi) começar após o início da janela de tempo resultante, então
maquinaIntervalo recebe o valor true, indicando que o intervalo encontrado está disponível
na máquina. No entanto, é necessário verificar se ele também está disponível para a equipe.
Caso contrário, buscaFim recebe o valor true, e o procedimento iterativo termina.

Se a variável equipeIntervalo = true, na linha 33, verifica-se se, no intervalo encontrado
na máquina da manutenção si, há alguma manutenção atribuída à equipe θlsi . Se não houver
conflito, um intervalo disponível foi encontrado na equipe θlsi e na máquina, então manuten-
caoAtribuida recebe o valor true (linha 34), e a busca é concluída. Caso contrário, não há
intervalo disponível na equipe θlsi para executar a manutenção si, então a variável machi-
neInterval recebe o valor false. O próximo passo do algoritmo é iniciar uma nova busca por
um intervalo diferente daquele encontrado na linha 26. Assim, o algoritmo retorna à linha 7
e repete o procedimento de busca por um intervalo disponível na equipe θlsi e a verificação
de um conflito na máquina da manutenção si. Portanto, o procedimento iterativo de busca
e verificação de um intervalo disponível é repetido até que nenhum intervalo disponível seja
encontrado dentro da janela de tempo resultante [αsi , η].

A complexidade dos algoritmos PM e encontraIntervalo é investigada. Em Algorithm 2,
a linha 2 é executada |K| vezes. Por sua vez, no loop de repetição das linhas 6 a 23,
a linha 6 é executada |I| vezes, enquanto a linha 7 é executada |Γsi | vezes, onde Γsi é
o subconjunto de equipes de trabalho que possui a habilidade necessária para executar a
manutenção si. Como Γi ⊆ K, então, no pior caso, temos |Γsi | = |K|, ou seja, a linha 7
é executada |K| vezes. Por outro lado, na função encontraIntervalo, descrita no Algoritmo
2, a janela de tempo de cada manutenção si é percorrida do fim para o início, ou seja,
no pior caso, essa operação consome |βsi − αsi | ≤ |H| unidades de tempo ∀i ∈ I, onde
H é o horizonte de planejamento. Portanto, no pior caso, essa operação requer |I| × |H|
unidades de tempo para cobrir as janelas de tempo de todas as manutenções. Como é
necessário verificar se a máquina associada à manutenção está disponível para cada instante
de tempo de cada manutenção, essa verificação leva uma unidade de tempo. Portanto, a
função encontraIntervalo tem complexidade de tempo O(|I| × |H|). Então, o Algoritmo 2
tem complexidade de tempo O(|I|2 × |K| × |H|).

Como mencionado anteriormente, esta tese utiliza a representação de solução introdu-
zida por Aquino et al. (2018a,b, 2019). No entanto, ela propõe um algoritmo diferente de
posicionamento de manutenções para construir uma solução viável e avaliá-la. Este novo
algoritmo busca atribuir as manutenções no final de suas janelas de tempo, enquanto aqueles
autores as atribuem no início. Esse foi utilizado em Coelho et al. (2026). Além disso, o
algoritmo proposto cria uma lista de equipes prioritárias para executar cada manutenção,
enquanto o algoritmo dos artigos citados não utiliza essa lista de prioridades. Outra dife-
rença está na construção do vetor de solução s. Enquanto nos artigos citados este vetor é
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previamente definido de acordo com as penalidades das manutenções, na presente tese, por
outro lado, um algoritmo GRASP, apresentado na subseção a seguir, o determina.

3.7.1.3 Algoritmo GRASP

Diferentemente da versão padrão de um algoritmo GRASP, revisada na Seção 2.5.1, o
algoritmo proposto no presente trabalho não executa a fase de busca local em cada iteração.
A fase de busca local é executada apenas uma vez, com a melhor solução encontrada no
processo iterativo de construção de novas soluções. Com esta estratégia, é possível explorar
melhor o Algoritmo PM e obter um tempo relativamente reduzido de execução do algo-
ritmo meta-heurístico. Esta estratégia é adotada, pois a fase de busca local é muito custosa
computacionalmente e executá-la em todas as iterações elevaria muito o tempo computaci-
onal do Algoritmo GRASP, principalmente nas instâncias de maior escala. Além disso, o
Algoritmo PM é capaz de gerar boas soluções. O Algoritmo 4 mostra o pseudocódigo do
algoritmo GRASP proposto neste trabalho.

Algoritmo 4: GRASP
Entrada: GRASPmax, α, RDmax
Saídas : solução s∗

1 z∗ ←−∞
2 s∗ ←− ∅
3 s←− ∅
4 it←− 0
5 while (it ≤ GRASPmax) do
6 s←− faseConstrucao(α)
7 z ←− PM(s)
8 if (z < z∗) then
9 s∗ ←− s

10 z∗ ←− z
11 it←− 0

12 end
13 else
14 it −→ it+ 1

15 end
16 end
17 if instância é pequena then
18 s⋆ ←− buscaLocal-BI(s⋆)
19 end
20 else
21 s⋆ ←− buscaLocal-RD(s⋆,RDmax)
22 end
23 return s∗

Nas quatro primeiras linhas do algoritmo GRASP são definidos os valores iniciais das
variáveis que armazenam o valor da função objetivo (z⋆), a melhor solução (s⋆), a solução
atual (s) e o contador de iterações (it). Em seguida, um procedimento iterativo é iniciado
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(linhas 5 a 17), que é interrompido quando o número máximo de iterações (GRASPmax)
sem melhoria na melhor solução é atingido. Na linha 6, a função faseConstrucao(α) é
executada. Esta função atribui todas as manutenções disponíveis a uma posição no vetor
de soluções s. A descrição do procedimento da construção do vetor s através da função é
apresentada no Algoritmo 5. Com o vetor s definido, o algoritmo PM é executado para obter
uma solução para o problema (linha 7). Se o valor da função objetivo z da solução fornecida
pelo algoritmo PM for melhor que z∗ (linha 8), ela é aceita como a melhor solução até o
momento, e o contador it retorna a zero; caso contrário, o contador it é incrementado em
uma unidade. Após GRASPMax iterações sem melhorar a melhor solução, o loop principal
é concluído e o algoritmo aplica o procedimento de busca local descrito na Subseção 3.7.1.4.

Algoritmo 5: faseConstrucao(α)

Entradas: α
Saídas : vetor s

1 s←− ∅
2 Crie uma LC
3 Crie uma LRC com as α manutenções de maiores valores de penalidades da LC
4 j ←− 0
5 while j < |I| do
6 Selecione aleatoriamente uma manutenção da LRC
7 Adicione a manutenção selecionada na posição m da solução s
8 Remova a manutenção selecionada da LRC
9 Insira na LRC a manutenção de maior penalidade ainda não inserida

10 j = j + 1

11 end
12 return s

O Algoritmo 5 inicia com o vetor s sem nenhuma manutenção (linha 1). Na linha 2 é
criada uma lista de candidatos (LC). Ela é uma lista de todas as manutenções classificadas,
em ordem decrescente de acordo com o valor da penalidade. Em seguida, na linha 3 é criada
uma lista de candidatos restrita (LRC) com α posições usando a LC. A LRC é inicialmente
composta pelo número limite α de manutenções com os maiores valores de penalidade em
LC. Após a construção da LRC, é iniciado um processo iterativo que busca posicionar todas
as manutenções disponíveis no vetor s. Ele ocorre entre as linhas 5 e 11. Este processo
tem as seguintes etapas: selecionar aleatoriamente uma manutenção da LRC 6; adicionar a
manutenção selecionada à solução s 7; remover a manutenção selecionada da LRC 8; e inserir
na LRC a manutenção com a maior penalidade ainda não inserida 9. Este procedimento é
repetido até que todas as manutenções disponíveis sejam atribuídas.

Para ilustrar o funcionamento da função faseConstrucao(α), considere α = 3 e o exem-
plo da Figura 3.1. Com esses dados de entrada, a função inicia com LC = {5, 2, 1, 7, 6, 4,
3} e LRC = {5, 2, 1}. Inicia-se, então, um procedimento iterativo, que segue os seguintes
passos. Primeiramente, na Etapa (i), seleciona-se aleatoriamente uma manutenção da LRC,
ou seja, a manutenção 2. A Etapa (ii) adiciona essa manutenção à primeira posição do
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vetor s, por exemplo, s = ⟨2⟩. Na Etapa (iii), a manutenção 2 é removida da LRC e a
manutenção 7 é inserida na LRC na Etapa (iv), resultando em LRC = {5, 1, 7}. Inicia-se,
então, uma nova iteração do procedimento. Supondo que a manutenção 5 seja selecionada
aleatoriamente, ela é adicionada à segunda posição do vetor s, ou seja, s = ⟨2, 5⟩. Em se-
guida, o procedimento remove a manutenção 5 da LRC e adiciona outra manutenção ainda
não analisada à mesma lista. Este procedimento é repetido até que todas as manutenções
no vetor s tenham sido alocadas.

3.7.1.4 Busca local

De acordo com a Subseção 3.8.1, este capítulo trata de instâncias de pequena, média e
grande escala. Esses conjuntos de instâncias, no entanto, apresentam variações significati-
vas no número de manutenções, equipes de trabalho e máquinas, conforme é mostrado na
Tabela 3.4. Esse fator aumenta o custo computacional do procedimento de busca local uti-
lizado e leva à adoção do formato apresentado a seguir para mitigar seu impacto na análise
de problemas.

A fase de busca local é implementada por meio do método best improvement para ins-
tâncias de pequena escala e do método de descida randômica para instâncias de média e
grande escala. Esses dois métodos de busca local são descritos a seguir.

O método best improvement consiste em partir de qualquer solução inicial, analisar todos
os seus vizinhos possíveis a cada passo e avançar apenas para o vizinho que apresentar o
melhor valor da função objetivo. O algoritmo para quando um ótimo local é encontrado. O
movimento de troca é usado para explorar o espaço de soluções. Este movimento envolve a
troca da manutenção sj na posição j pela manutenção sr na posição r. A função buscaLocal-
BI do algoritmo GRASP que implementa o método best improvement tem como entrada
apenas a solução s.

Como analisar todos os vizinhos gerados por instâncias de média, grande e escala real é
impraticável, implementa-se o método de busca local com descida randômica. Este método
consiste em analisar um vizinho selecionado aleatoriamente e aceitar este vizinho se ele
tiver um valor de função objetivo estritamente menor que a melhor solução obtida até
então. Caso contrário, a melhor solução permanece inalterada e outro vizinho é gerado
aleatoriamente. Este procedimento é interrompido após um número máximo de iterações
sem melhoria na solução, definido pelo parâmetro RDmax. Para gerar um vizinho no método
de descida randômica, é necessário selecionar aleatoriamente duas posições do vetor s e
trocar as posições. A função buscaLocal-DR do algoritmo GRASP que implementa o método
de descida randômica tem como entrada a solução s e o parâmetro RDmax.

Em relação à complexidade, como existem |I| manutenções em uma solução s, a vi-
zinhança de troca envolve |I| × (|I| − 1)/2 movimentos de troca na melhor estratégia de
melhoria. Considerando que o algoritmo PM é executado em cada operação de troca e sua
complexidade é O(|I|2 × |K| × |H|), então a complexidade dessa estrutura de vizinhança é
O(|I|4 × |K| × |H|).
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3.7.2 Método exato híbrido

Além das duas novas formulações TI e TIP propostas e do algoritmo heurístico baseado
em GRASP, este trabalho também propõe um método exato que combina cada formulação
com o algoritmo GRASP. O Algoritmo 6 apresenta o pseudocódigo para este método exato
híbrido.
Algoritmo 6: Método exato híbrido

Entradas: GRASPmax, α, RDmax, F
Saídas : vetor s⋆

1 s←− GRASP (GRASPmax, α,RDmax)
2 s⋆ ←− SolveMIP(s, F )
3 return s⋆

Este método executa o algoritmo GRASP descrito na Subseção 3.7 para gerar uma so-
lução inicial (s) com um bom valor de função objetivo. A partir dessa solução inicial, um
solver é executado com a formulação F e retorna a solução ótima, denotada por s⋆. Uma
vez que o algoritmo GRASP gera uma solução inicial, a heurística do solver pode ser desa-
bilitada. Nesse caso, o tempo de execução pode ser reduzido, eliminando-se o tempo gasto
pela heurística do solver e pela possibilidade de podar mais nós da árvore de ramificação e
corte, visto que o solver já começa com uma boa solução incumbente.

Este método também pode ser executado com um tempo limite. Nesse caso, o solver
pode retornar uma solução melhorada, possivelmente ótima. Além disso, como o solver
fornece a solução final deste método híbrido, ele também fornece um limite inferior, que
permite o cálculo do gap entre o valor da função objetivo desta solução e este limite.

3.8 Experimentos computacionais em instâncias do

LTPMOSP

Esta seção apresenta os resultados dos experimentos computacionais referentes à formu-
lação NET, de Aquino et al. (2018a), e às formulações TI e TIP e ao algoritmo GRASP
propostos neste trabalho. Além disso, os experimentos são comparados com os resultados
dos métodos contidas nos trabalhos de Aquino et al. (2018a,b, 2019) e Santos et al. (2022).
Os experimentos computacionais foram executados em um computador equipado com um
processador Intel i3-10100T 3.00GHz, 16 Gb de RAM e sistema operacional Ubuntu 18.04.6
LTS. Todas as formulações citadas foram implementadas na linguagem C++ e solucionadas
pelo solver CPLEX 12.9. O algoritmo GRASP foi implementado usando a linguagem C++.
Em todas as tabelas apresentadas nesta seção, FN, FTI e FTIP referem-se, respectivamente,
ás formulações NET, TI e TIP.

Esta seção está organizada da seguinte forma. A Subseção 3.8.1 descreve as caracterís-
ticas das instâncias utilizadas nos experimentos computacionais. A Subseção 3.8.2 relata e
analisa os resultados dos métodos exatos, enquanto a Subseção 3.8.3 apresenta os resultados
do algoritmo heurístico.
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3.8.1 Instâncias

Os experimentos computacionais foram realizados com as instâncias de Aquino et al.
(2018a), disponíveis em www.decom.ufop.br/prof/marcone/projects/LTPMSP.html. Como
o número de manutenções nas instâncias varia de 20 a 33.484, elas foram divididas em quatro
conjuntos, conforme mostrado na Tabela 3.4. Nessa tabela, a primeira coluna refere-se aos
conjuntos de instâncias (P,M, G, GG). A segunda coluna refere-se ao número de instâncias
no respectivo conjunto. Portanto, são 139 instâncias. A terceira, a quarta e a quinta colunas
descrevem os números mínimo e máximo de manutenções, máquinas e equipes de trabalho,
respectivamente, para cada conjunto de instâncias. De acordo com Aquino et al. (2018a),
apenas a instância com 33.484 manutenções é instância do mundo real, que está incluída no
conjunto GG. Essa instância refere-se aos dados de planejamento de 52 semanas. Os autores
geraram as outras instâncias decompondo a instância do mundo real. Eles definiram o valor
de penalidade wi para cada manutenção i com base na equação: wi = pi × prioridadei, em
que pi é o tempo de processamento da manutenção i e prioridadei é sua prioridade. Eles
consideraram quatro níveis de prioridade ({40, 30, 20, 10}), sendo 40 associado à manutenção
de maior prioridade e 10 à manutenção de menor prioridade.

Tabela 3.4: Características das instâncias.

conj. #instâncias #manutenções #máquinas #equipes
P 100 20-80 2-5 2-14
M 18 150-600 57-256 91-388
G 18 1200-4800 88-283 252-1286
GG 3 9600-33484 132-145 816-1032

3.8.2 Comparação dos métodos exatos

Está seção apresenta os resultados computacionais dos métodos exatos. Ela é dividida
em duas partes. A primeira é apresenta os resultados para as instâncias do conjunto P e a
segundo é a respeito os resultados da instânciaM, como definido na Tabela 3.4.

3.8.2.1 Resultados para as instâncias do conjunto P

Esta seção foca em comparar os resultados obtidos pela formulação NET, proposta
por Aquino et al. (2018a), e pelas formulações TI e TIP, propostas neste trabalho, para
as instâncias do conjunto P. Em todos os experimentos desta seção, o tempo limite de
execução do solver CPLEX foi fixado em 3600 segundos.

As Tabelas 3.5, 3.6 e 3.7 apresentam os resultados computacionais das formulações NET,
TI e TIP, respectivamente, para os conjuntos de instâncias do conjunto P. Nessas tabelas,
as instâncias são classificadas segundo o número de máquinas. Assim, são agrupadas em
quatro classes, com 25 instâncias em cada classe. Nas tabelas citadas, |M | indica o número de
máquinas considerados nas instâncias. Para as instâncias com mesmo número de máquinas,

www.decom.ufop.br/prof/marcone/projects/LTPMSP.html
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t(s) indica a média do tempo computacional de execução do solver em segundos; gap(%)

indica a média do gap entre o melhor limitante superior (UB) e o melhor limitante inferior
(LB) encontrado pelo solver, sendo dado por: gap = 100(UB − LB)/UB; zRL indica a
média dos limites inferiores dados pela relaxação linear; tRL indica o tempo computacional
de execução do solver em segundos para solucionar a formulação relaxada; e #opt indica
o número de soluções ótimas encontradas. Como o tempo de execução das manutenções
do conjunto de instâncias são fracionários e múltiplos de 0, 1, cada período da formulação
TI tem a duração de 0, 1 horas. Como demonstrado na Seção 3.6, o número de períodos,
que depende do parâmetro π, interfere no número de restrições e de variáveis de decisão.
Assim, para analisar a influência de π no desempenho da formulação TIP para solucionar o
conjunto P de instâncias, foram realizados experimentos computacionais para cinco valores
de π. Os testes computacionais utilizaram os seguintes valores para o parâmetro π: 4, 8,
12, 18, e 24. Para facilitar a apresentação, a formulação TIP associada a um certo valor de
π será denotada por FTIPπ. A Tabela 3.7 apresenta uma coluna extra para especificar o
valor do parâmetro π. A Tabela 3.8, por sua vez, resume os resultados computacionais das
formulações em todas as instâncias do conjunto P.

Tabela 3.5: Resultados dos experimentos computacionais utilizando a formula-
ção NET para as instâncias do conjunto P .

FN
|M | t(s) gap(%) zRL tRL(s) #opt

2 1615.71 26.05 0.00 0.11 14
3 2076.16 25.27 0.20 0.13 12
4 3200.58 35.68 0.20 0.09 3
5 3170.82 24.53 12.68 0.06 4

Tabela 3.6: Resultados dos experimentos computacionais utilizando a formulação TI
para as instâncias do conjunto P .

FTI
|M | t(s) gap(%) zRL tRL(s) #opt

2 670.93 0.09 278.48 2.42 21
3 1397.94 3.14 826.68 3.09 16
4 1603.29 11.71 466.68 4.02 16
5 1611.46 3.92 510.88 6.18 16

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 mostram um desempenho
inferior da formulação NET em relação às formulações TI e TIP. Este resultado pode ser
confirmado pelas médias de tempo computacional, que estão próximas do tempo limite de
execução, pelas médias dos gaps, que são superiores a 24%, e o baixo número de soluções
ótimas encontrada pela formulação proposta por Aquino et al. (2018a).
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Tabela 3.7: Resultados dos experimentos computacionais utilizando a formulação
TIP para as instâncias do conjunto P .

FTIPπ

|M | t(s) gap(%) zRL tRL(s) #opt

π = 4 2 1416.54 22.06 201.68 9.20 18
3 1724.96 19.91 746.36 7.39 16
4 1793.84 25.83 398.52 5.75 15
5 1603.26 22.27 441.12 4.66 15

π = 8 2 316.40 1.33 201.68 3.40 24
3 328.95 0.14 734.52 2.58 24
4 454.60 2.55 398.52 2.22 23
5 451.01 1.87 441.12 1.65 23

π = 12 2 368.74 1.32 192.08 2.26 24
3 550.25 0.08 718.20 1.74 23
4 761.38 4.13 382.20 1.53 21
5 615.93 2.44 414.88 1.10 22

π = 18 2 158.87 0.00 74.00 1.29 25
3 675.53 0.90 567.00 1.06 23
4 596.20 1.61 256.92 0.92 21
5 491.47 0.60 297.28 0.66 23

π = 24 2 171.61 1.00 192.08 0.90 24
3 277.55 0.12 638.52 0.77 24
4 270.09 0.10 363.96 0.60 24
5 189.73 0.26 403.36 0.47 24

Tabela 3.8: Resumo dos resultados computacionais das formulações para as instâncias
do conjunto P .

t(s) gap(%) zRL tRL(s) #opt

FN 2515.82 27.88 3.27 0.10 33
FTI 1320.91 4.72 520.68 3.93 69
FTIP4 1634.65 22.52 446.92 6.75 64
FTIP8 387.74 1.47 443.96 2.46 94
FTIP12 574.08 1.99 426.84 1.66 90
FTIP18 480.52 0.78 298.80 0.98 92
FTIP24 227.25 0.37 399.48 0.69 96

A Tabela 3.5 mostra que a maior parte das soluções ótimas encontradas pela formulação
NET são instâncias com |M | igual a 2 e 3 e a menor parte são instâncias com |M | igual a 4 e
5. Como pode ser observado na Tabela 3.8, a formulação NET encontrou soluções ótimas em
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apenas 33% das instâncias do conjunto P, enquanto que a formulação TI encontrou soluções
ótimas em 69% das instâncias. Os resultados demonstram que a formulação baseada em
variáveis indexada no tempo, proposta neste trabalho, obteve melhores resultados que a
formulação proposta em Aquino et al. (2018a). Além disso, os valores médios da coluna
gaps da Tabela 3.6 mostram uma diferença na qualidade das soluções encontradas pelas
formulações. Os bons valores de gaps da formulação TI possivelmente estão vinculados
aos bons limites inferiores gerados pela relaxação linear da formulação, como demonstra os
valores da coluna zRL.

Os resultados reportados nas tabelas indicam que os melhores resultados estão associados
à formulação FTIPπ proposta nesta tese. A FTIP24 foi capaz de encontrar solução ótima
para 96% das instâncias do conjunto P. Para outros valores de π, a porcentagem de soluções
ótimas encontradas varia, porém permanece superior a 90%, com exceção para a formulação
com π = 4. Os experimentos usando a formulação FTIPπ demonstram que o parâmetro
π gera resultados diferentes. Além do número de soluções ótimas encontradas, observa-se
diferenças nas coluna tRL(s), no qual as médias são maiores nas formulações com menor
valor de π. Uma possível justificativa para isso está associada à dimensão da formulação,
uma vez que menores valores de π geram formulações com número maior de restrições e
variáveis, que, consequentemente, necessitam de um tempo maior para serem solucionadas
pelo solver. Outra diferença que pode ser destacada é o valor dos limites inferiores dados pela
relaxação linear. Nota-se que as formulações com π = 4 e π = 8 obtiveram limites inferiores
melhores, enquanto que a formulação com π = 18 obteve limites inferiores piores. Embora
a formulação com maior valor de π obteve os melhores resultados, a FTIP8 encontrou o
segundo maior número de soluções ótimas, em vez da FTIP12 e da FTIP18. Além disso, a
FTIP4 gera bons limites inferiores; no entanto, é uma formulação de dimensão maior que
as demais, e encontrou um número menor de soluções ótimas que a formulação TI. Vale
destacar que, com a combinação dos melhores resultados da formulação TIP para todos os
valores de π, foi possível encontrar solução ótima para todas as instâncias do conjunto P.

A comparação dos valores na coluna zRL da Tabela 3.8 mostra que a formulação FTI gera
os melhores limites inferiores, enquanto que a formulação NET obtém os piores. Esses dois
resultados estão de acordo com a literatura, quando se considera os dois tipos de formulação
aplicadas em outros problemas de sequenciamento de máquinas. Com relação à formulação
TIP, ela gera bons limites inferiores com relativa proximidade com a formulação TI. Para
todas as formulações geradas com diferentes valores de π, nota-se que as médias dos limites
inferiores são melhores que as médias dos limites inferiores referentes à formulação NET.

Com relação à comparação dos tempos computacionais para solucionar as formulações
relaxadas, os valores na coluna tRL da Tabela 3.8 mostram que as menores médias de tempo
estão associadas à formulação NET. Como esperado, a formulação TI possui médias de
tempo computacional com valores superiores ao da formulação NET. Os tempos computa-
cionais da formulação TIP variam de acordo com os valores de π, em que as maiores médias
de tempo estão associadas às formulações com menores valores de π. A média de tempo da
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FTIP4 chega a ser superior ao da formulação TI. No entanto, a relaxação linear das FTIP24

e FTIP18 foi resolvida em tempos bem inferiores ao tempo de resolução da relaxação linear
da formulação TI e relativamente próximo ao da formulação NET.

A Figura 3.6 foi elaborada com o objetivo de apresentar uma visão alternativa dos
gaps obtidos pelas formulações. Esta figura apresenta a porcentagem de ocorrência de gaps
em diferentes intervalos para cada formulação. Nesta figura, nota-se que a formulação TI
encontrou, na maior parte das instâncias, soluções com gap inferior a 1%. No entanto, para
27% das instâncias, o gap foi superior a 50%. Além disso, verifica-se que as instâncias em que
a FTIPπ com π ≥ 8 não encontra solução ótima, obtém-se um gap em sua maioria superior
a 1%. Este resultado pode estar relacionado com a capacidade da formulação TIP gerar
bons limites superiores e a dificuldade em gerar limites inferiores que provem a otimalidade
da solução.
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Figura 3.6: Gráfico de barra com gaps gerados pelas formulações para as instâncias
do conjunto P .
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Além dos testes apenas com as formulações, testes adicionais foram conduzidos com um
método exato híbrido, combinando cada formulação com o algoritmo GRASP. Este método
de resolução é referenciado nesta tese como GRASP+Formulação. Como a solução GRASP
fornece o limite superior inicial, a heurística do solucionador CPLEX foi desabilitada.

Para as instâncias do conjunto P, a busca local do algoritmo GRASP utiliza a estratégia
best improvement, uma vez que as instâncias são de pequena escala. Portanto, apenas os
parâmetros de entrada do GRASP devem ser calibrados. Para isso, utilizamos a ferramenta
IRACE (López–Ibáñez et al., 2016). Esta ferramenta foi projetada para encontrar o con-
junto de valores mais adequado para os parâmetros de um algoritmo a partir de um conjunto
de valores previamente fornecido a ela, juntamente com um conjunto de instâncias repre-
sentativas do problema. A Tabela 3.9 mostra os valores fornecidos à ferramenta IRACE e o
valor retornado para cada parâmetro do algoritmo aplicado às instâncias do conjunto P.

Tabela 3.9: Parâmetros, conjunto de valores fornecidos ao IRACE e valores retornados
por ele para instâncias do conjunto P .

Parâmetros Conjunto de valores fornecidos ao IRACE Valores retornados
GRASPmax {25, 40, 50} 50

α {⌊0.15× |I|⌋, ⌊0.25× |I|⌋, ⌊0.5× |I|⌋} ⌊0.25× |I|⌋

A Tabela 3.10 apresenta os resultados das versões, combinando cada formulação com o
algoritmo GRASP para as instâncias do conjunto P. Cada versão GRASP+Formulação foi
executada cinco vezes para cada instância. Além da coluna #opt, esta tabela mostra tbest(s),
que indica o tempo computacional médio para executar cada versão GRASP+Formulação,
e gapbest(%), que indica a diferença média entre o melhor limite superior e o melhor limite
inferior encontrados pelo solucionador CPLEX a partir da melhor solução. Os valores médios
dessas duas colunas foram calculados para cada formulação, considerando as 100 instâncias
do conjunto S e as cinco execuções, e apenas o melhor resultado para cada instância é
reportado.

Tabela 3.10: Resultados computacionais de cada método GRASP+Formulação para
as instâncias do conjunto P .

GRASP+Formulação
tbest(s) gapbest(%) #opt

FN 2589.67 26.65 33
FTI 1270.91 1.08 71
FTIP4 1594.36 9.10 65
FTIP8 383.12 1.75 93
FTIP12 671.83 2.68 89
FTIP18 608.94 1.64 93
FTIP24 212.61 0.37 96

A comparação das Tabelas 3.8 e 3.10 mostra melhorias nos resultados nas formulações
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TI, NET, FTIP4, FTIP18 e FTIP24 com a implementação do método GRASP+Formulação.
Na formulação TI, houve um aumento no número de soluções ótimas e na média do gap.
A formulação NET também obteve melhora na média do gap; no entanto, o número de
soluções ótimas encontradas continua o mesmo. A melhoria nos gaps pode ser resultado dos
bons limites superiores iniciais obtidos com a heurística GRASP. Os bons limites superiores
da heurística GRASP combinado com os bons limites inferiores gerados pela formulação TI,
resultaram em melhoria nos valores de gap. No caso da formulação NET, a média do gap
continua superior a 20%, devido aos fracos limites inferiores gerados pela formulação. Com
relação à formulação TIP, nota-se uma melhora no número de soluções ótimas encontradas
nas formulações com π = 4 e π = 18, enquanto para π = 12 obteve-se uma redução no
número de soluções ótimas e para π = 24 manteve-se o número.

3.8.2.2 Resultados para as instâncias do conjunto M

Esta seção foca em comparar os resultados obtidos pelas formulações NET, TI e TIP
nas instâncias do conjunto M. Em todos os experimentos desta seção, o tempo limite de
execução do solver CPLEX foi fixado em 3600 segundos.

A Tabela 3.12 apresenta os resultados computacionais para as instâncias do conjunto
M para dois métodos de solução. Um método utiliza apenas as formulações apresentadas
para solucionar o problema, enquanto o segundo usa o método GRASP+Formulação. Além
das colunas t(s), gap(%), zRL, #opt, tbest(s) e gapbest(%), a Tabela 3.12 apresenta a coluna
#oom1, que indica o número de instâncias para as quais o solver não foi capaz de obter uma
solução para o problema por falta de memória, e a coluna #oom2, que indica o número de
instâncias para as quais a execução do solver foi finalizada antes de atingir o tempo limite
por falta de memória. Como as melhores soluções encontradas pela FTIPπ na resolução
das instâncias do conjunto P foram obtidas para π = 24, que foi o maior valor de π testado,
então nestes experimentos foram utilizados os seguintes valores de π: 24, 48 e 72. Para
cada instância, o método GRASP+Formulação foi executada 5 vezes. Para o conjunto M,
a busca local da GRASP utiliza o método da descida randômica.

Portanto, a ferramenta IRACE deve calibrar o parâmetro RDmax, além dos parâmetros
do GRASP. Seis instâncias do conjunto M foram usadas para calibrar seus valores de
parâmetros. A Tabela 3.11 mostra os valores fornecidos à ferramenta IRACE e o valor
retornado para cada parâmetro do algoritmo GRASP para as instâncias do conjunto M.

Tabela 3.11: Resultados computacionais de cada método GRASP+Formulação para
as instâncias do conjuntoM.

Parâmetros Conjunto de valores fornecidos ao IRACE Valores retornados
GRASPmax {25, 40, 50} 40

α {⌊0.15× |I|⌋, ⌊0.25× |I|⌋, ⌊0.5× |I|⌋} ⌊0.5× |I|⌋
RDmax {250, 400, 500} 250

Os resultados mostram que a formulação TIP foi capaz de encontrar soluções ótimas,
enquanto que as demais formulações não encontraram nenhuma solução ótima. Os valores
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Tabela 3.12: Resultados computacionais para as instâncias do conjuntoM.

Formulação GRASP+Formulação
#oom1 #oom2

t(s) gap(%) zRL #opt tbest(s) gapbest(%) #opt
FN 3601.18 42.61 859.38 0 3600.90 25.42 0 8 5
FTI – – – 0 – – 0 18 0
FTIP24 1971.25 20.53 1131.50 7 1455.43 6.15 7 6 0
FTIP48 2342.96 24.41 1351.71 5 2214.92 7.42 5 4 1
FTIP72 2224.26 29.28 1804.25 6 1852.31 1.95 7 2 1

não nulos na coluna #oom1 e o símbolo (-) nas demais colunas associada à formulação TI nos
dois métodos indicam que o solver não conseguiu gerar nenhuma solução para o problema.
Esse resultado é devido à escala das instâncias, que gera formulações com dimensões maiores
e grande número de períodos, que requerem uma quantidade superior de memória.

Com relação à formulação NET, ela não encontrou nenhuma solução ótima, porém
gerou resultados até o tempo limite considerado para 27, 78% das instâncias. O método
híbrido exato gerou gaps melhores, porém nenhuma solução ótima foi encontrada. Na coluna
#oom2, verifica-se que em 5 instâncias o solver finalizou antes de atingir o tempo limite.
Isso acontece porque a formulação NET gera um grande número de nós, que requer uma
grande capacidade de memória. Ao atingir a capacidade limite de memória do computador,
o solver é finalizado.

Em ambos os métodos, a FTIP72 conseguiu gerar soluções para instâncias que as FTIP24

e FTIP48 não conseguiram. Além disso, verifica-se na tabela que a FTIP72 apresenta o
menor valor na coluna #om1. A justificativa para isso está associada ao parâmetro π. Com
maiores valores de π, gera-se formulações com dimensões menores, que, consequentemente,
requerem menor valores de memória. Quando são comparados os gaps dos dois métodos
para a formulação TIP, nota-se uma melhora nos valores das médias. Essa melhoria pode
estar associada à combinação dos bons limites inferiores gerados pela formulação TIP e os
bons limites superiores dados pela heurística GRASP.

A Figura 3.7 apresenta o melhor gap para cada instância do conjunto M obtido pelas
formulações NET, FTIP24, FTIP48 e FTIP72. Como não foi possível gerar soluções para a
formulação TI, ela não aparece na figura. O melhor gap é dado pelo menor valor obtido entre
os métodos com e sem o uso da heurística GRASP. Além disso, no caso da formulação TIP,
o melhor gap é o menor valor entre os dois métodos para FTIP24, FTIP48 e FTIP72. Como
mostra a Tabela 3.4, são consideradas 18 instâncias no conjunto M . Nesta figura, cada
quadrado refere-se ao valor do gap para uma instância e o quadrado preenchido indica que
a respectiva formulação encontrou a solução ótima para respectiva instância. Além disso,
nota-se que algumas instâncias não possuem nenhum quadrado associado; nesses casos, a
formulação não conseguiu gerar nenhuma solução por falta de memória.

Com a combinação dos resultados, a formulação TIP encontrou solução ótima em 8
instâncias, como mostra a Figura 3.7. Além disso, essa formulação obteve um gap menor que



3.8 Experimentos computacionais em instâncias do LTPMOSP 63

Figura 3.7: Figura com os melhores gaps obtidos pelos métodos das formulações NET
e TIP para as instâncias do conjuntoM.
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10% em 13 instâncias. Na instância 9, os quadrados das duas formulações estão sobrepostos;
no entanto, a formulação TIP encontrou a solução ótima e a formulação NET obteve um
gap de 0.54%. É importante destacar que apenas a FTIP72 foi capaz de gerar soluções para
instâncias com 600 manutenções. Esta formulação foi capaz de encontrar solução ótima
para uma instância e para outra obteve um gap de 0, 09.

3.8.3 Comparação entre as soluções heurísticas

Esta seção é dedicada a comparar os limites superiores das instâncias do conjunto M,
G e GG, encontrados nos trabalhos de Aquino et al. (2018a,b, 2019) e Santos et al. (2022),
com os providos pelo algoritmo GRASP proposto neste trabalho.

Na Tabela 3.15 são apresentados e comparados os resultados computacionais do algo-
ritmo GRASP proposto com os melhores resultados encontrados em Aquino et al. (2019),
Santos et al. (2022) e Coelho et al. (2026). Nesta tabela, as colunas Conjunto e id iden-
tificam o conjunto e a instância, respectivamente. As colunas |I|, |K| e |M | representam
o número de manutenções, máquinas e equipes de trabalho, respectivamente, disponível na
instância. A coluna BKS indicam o melhor limite superior conhecido para cada instâncias,
considerando o valor encontrado na presente tese e nos demais estudos da literatura. As
colunas z e t(s) estão associadas às soluções dadas pelos algoritmos meta-heurísticos da
literatura e representam o melhor limite superior encontrado e o tempo de execução em
segundos do algoritmo, respectivamente. Como os experimentos computacionais de Aquino
et al. (2018a,b, 2019), Santos et al. (2022) e Coelho et al. (2026) usam uma máquina diferente
daquela usada neste trabalho, os tempos computacionais foram ajustados usando-se o soft-
ware PassmarMark, disponível em https://www.cpubenchmark.net/singleCompare.php,
permitindo a comparação entre os processadores de cada computador usado. Ao dividir o

https://www.cpubenchmark.net/singleCompare.php
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valor de CPU Maker do computador utilizado no respectivo trabalho pelo valor do CPU Maker

do computador utilizado nos experimentos computacionais desta tese, obtém-se um fator de
ajuste. Para Aquino et al. (2018a,b, 2019), esse valor é 1,44; para Santos et al. (2022), esse
valor é dado por é 0,98; e para Coelho et al. (2026) esse valor é 2,90. Portanto, os tempos
da coluna t(s) são iguais aos tempos de execução apresentados nos respectivos trabalhos
multiplicados pelo fator de ajuste. As colunas zmin e zmédia apresentam o limite superior ge-
rado pelo algoritmo GRASP e representam o valor mínimo e valor médio, respectivamente.
O valor mínimo encontrado pelo algoritmo GRASP representa a melhor solução. A coluna
tmédia representa o tempo médio, em segundos, em cinco execuções, do algoritmo em cada
instância. A coluna RPD(%) mostra o Relative Percentage Deviation(RPD). Esse indica-
dor compara o limite superior da coluna BKS com o melhor limite superior encontrado no
trabalho associado a coluna. O valor de RPD é dado por:

RPD = 100× z − zBKS

zBKS

Assim, RPD > 0 indica que o limite superior encontrado pelo algoritmo do trabalho é
maior do que o melhor conhecido na respectiva instância. Se RPD = 0, indica que o limite
superior gerado pelo algoritmo do trabalho é igual ao melhor limite superior conhecido. O
carácter --"indica que o trabalho citado não apresentou uma solução para a instância. Além
disso,

Os valores dos parâmetros utilizados pelo algoritmo para as instâncias do conjunto M
são os mesmos da Subseção 3.8.2.2. Seis instâncias foram utilizadas para calibrar os valores
dos parâmetros do algoritmo GRASP para o conjunto G e três instâncias para o conjunto
GG. As tabelas 3.13 e 3.14 mostram o conjunto de valores fornecidos à ferramenta IRACE
e o valor retornado para cada parâmetro do algoritmo em instâncias dos conjuntos L e GG,
respectivamente.

Tabela 3.13: Conjunto de valores fornecidos ao IRACE e valores retornados por ele
para cada parâmetro do GRASP aplicado ao conjunto G.

Parâmetros Conjunto de valores fornecidos ao IRACE Valores retornados
GRASPmax {25, 40, 50} 40

α {⌊0.15× |I|⌋, ⌊0.25× |I|⌋, ⌊0.5× |I|⌋} ⌊0.25× |I|⌋
RDmax {250, 400, 500} 400

Tabela 3.14: Conjunto de valores fornecidos ao IRACE e valores retornados por ele
para cada parâmetro do GRASP aplicado ao conjunto GG.

Parâmetros Conjunto de valores fornecidos ao IRACE Valores retornados
GRASPmax {25, 40, 50} 40

α {⌊0.1× |I|⌋, ⌊0.15× |I|⌋, ⌊0.25× |I|⌋} ⌊0.1× |I|⌋
RDmax {400, 500, 750} 500

De acordo com Santos et al. (2022), as soluções encontradas por Aquino et al. (2019) nas
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instâncias 1, 7, 13, 19, 25 e 31 são inviáveis; logo, seus resultados não serão considerados.
Por causa disso, estas instâncias possuem o símbolo −−∗ nas colunas zbks, tBKS e gap1(%).
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Tabela 3.15: Resultados providos pelo algoritmo GRASP nas instâncias dos conjuntos M, G e GG. As

GRASP* Aquino et al. (2018a,b, 2019)** Santos et al. (2022)*** Coelho et al. (2026)***
Conjunto id |I| |K| |E| zBKS z zmdia tmdia RPD z t(s) RPD z t(s) RPD z t(s) RPD

M 1 150 120 148 1848 1848 1848 0,09 0,00 –* –* –* 1850 147,9 0,11 1848 435,37 0,00
2 150 129 75 30 30 30 0,06 0,00 30 216 0,00 30 147,9 0,00 30 435,37 0,00
3 150 91 102 3273 3273 3273 0,07 0,00 3273 216 0,00 3273 147,9 0,00 3273 435,37 0,00
4 150 126 57 24 24 24 0,12 0,00 24 216 0,00 24 147,9 0,00 24 435,37 0,00
5 150 93 92 49 49 49 0,05 0,00 49 216 0,00 49 147,9 0,00 49 435,37 0,00
6 150 101 71 106 106 106 0,06 0,00 106 216 0,00 106 147,9 0,00 106 435,37 0,00
7 300 179 158 1931 1931 1985,4 0,18 0,00 –* –* –* 1991 295,8 3,11 1931 870,73 0,00
8 300 239 221 2451 2451 2452,6 0,22 0,00 2452 432 0,04 2456 295,8 0,20 2451 870,73 0,00
9 300 177 112 3359 3359 3359 0,17 0,00 3360 432 0,03 3363 295,8 0,12 3359 870,73 0,00

10 300 181 75 35 35 35 0,23 0,00 35 432 0,00 35 295,8 0,00 35 870,73 0,00
11 300 162 121 65 65 65 0,12 0,00 281 432 332,31 65 295,8 0,00 65 870,73 0,00
12 300 176 119 308 308 308 0,14 0,00 308 432 0,00 308 295,8 0,00 308 870,73 0,00
13 600 329 165 4494 4566 4624,2 0,96 1,60 –* –* –* 4684 591,6 4,23 4494 1741,47 0,00
14 600 388 256 3380 3448 3457,6 0,83 2,01 3384 864 0,12 3465 591,6 2,51 3380 1741,47 0,00
15 600 288 120 8576 8576 8974,4 1,20 0,00 8578 864 0,02 8580 591,6 0,05 8577 1741,47 0,01
16 600 215 77 37 38 38 0,71 2,70 42 864 13,51 40 591,6 8,11 37 1741,47 0,00
17 600 279 126 410 410 410 0,77 0,00 414 864 0,98 410 591,6 0,00 410 1741,47 0,00
18 600 292 120 5660 5660 5660,6 0,50 0,00 5663 864 0,05 5959 591,6 5,28 – – –

G 19 1200 186 519 10921 10923 10973,2 10,31 0,02 –* –* –* 11056 1183,2 1,24 10921 3482,93 0,00
20 1200 263 666 9517 9621 9653,6 4,96 1,09 9527 1728 0,11 9657 1183,2 1,47 9517 3482,93 0,00
21 1200 122 470 21921 22673 23068,2 5,69 3,43 21930 1728 0,04 23621 1183,2 7,76 21921 3482,93 0,00
22 1200 88 252 299 299 299 2,87 0,00 309 1728 3,34 300 1183,2 0,33 299 3482,93 0,00
23 1200 130 420 513 581 597,2 2,67 13,26 526 1728 2,53 529 1183,2 3,12 513 3482,93 0,00
24 1200 122 403 6829 6830 6830,2 2,50 0,01 6841 1728 0,18 6829 1183,2 0,00 6836 3482,93 0,10
25 2400 188 738 26174 26174 26314,8 61,52 0,00 –* –* –* 26665 2366,4 1,88 26932 6965,86 2,90
26 2400 283 869 24528 24528 24631,4 38,42 0,00 24553 3456 0,10 24826 2366,4 1,21 – – –
27 2400 130 603 37566 45537 45846,4 26,15 21,22 38094 3456 1,41 40773 2366,4 8,54 37566 6965,86 0,00
28 2400 90 278 566 566 569,2 14,92 0,00 1585 3456 180,04 567 2366,4 0,18 570 6965,86 0,71
29 2400 132 701 621 760 776,4 14,46 22,38 816 3456 31,40 715 2366,4 15,14 621 6965,86 0,00
30 2400 126 561 8234 8234 8234,2 9,79 0,00 8259 3456 0,30 8474 2366,4 2,91 8242 6965,86 0,10
31 4800 197 1128 56164 56164 56252,6 299,18 0,00 –* –* –*- 56564 4732,8 0,71 56902 13931,72 1,31
32 4800 78 1286 40953 41135 41797,2 122,66 0,44 41925 6912 2,37 42735 4732,8 4,35 40953 13931,72 0,00
33 4800 130 720 86147 91174 95693 177,82 5,84 92320 6912 7,17 93995 4732,8 9,11 86147 13931,72 0,00
34 4800 91 294 194868 194868 194868,4 47,58 0,00 198340 6912 1,78 – – – 194944 13931,72 0,04
35 4800 41 294 1422 1426 1426,6 54,80 0,28 – – – 1422 4732,8 0,00 – – –
36 4800 135 990 1944 2613 2753,6 89,45 34,41 6008 6912 209,05 2130 4732,8 9,57 1944 13931,72 0,00
37 4800 129 713 15171 16212 16737,6 60,23 6,86 16745 6912 10,38 16617 4732,8 9,53 15171 13931,72 0,00

GG 38 9600 132 816 29943 33782 35119,2 349,19 12,82 35778 13824 19,49 30002 9465,6 0,20 29943 27863,45 0,00
39 19200 132 908 68711 80720 81725,2 1.690,19 17,48 102773 27648 49,57 68711 18931,2 0,00 69688 55726,89 1,42
40 33484 145 1032 123538 141431 149869 5.193,56 14,48 220048 48216,96 78,12 128856 33015,22 4,30 123538 97185,38 0,00

* Executado em um Intel Core i3-10100T 3.00 GHz x 8 com 16 GB de memória RAM;
** Executado em um Intel Xeon CPU E5-2660v2 2.20 GHz x 20 com 384 GB de memória RAM;
*** Executado em um Intel Core CPU i7-4790 3.60GHz x 8 com 15 GB de memória RAM;
**** Executado em um Intel Xeon E5-2699 v4 @ 2.20GHz x 44 com 64 GB de memória RAM
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As instâncias destacadas em vermelho indicam as soluções que foram provadas serem
ótimas nos métodos exatos da Seção 3.8.2.2 e que o algoritmo GRASP foi capaz de encon-
trar. Pelos valores destacados em negrito na Tabela 3.15 nas colunas z dos dois trabalhos
citados e zmin, nota-se que o algoritmo GRASP encontrou as melhores soluções em 60%
das instâncias. Vale destacar a diferença significativa de tempo computacional do algoritmo
GRASP proposto com relação aos algoritmos da literatura. Ao comparar os resultados dessa
pesquisa com os algorítimos de Aquino et al. (2018a,b, 2019) verifica-se que houve uma me-
lhora expressiva nos limites gerados pelo algoritmo GRASP. Isso ocorre, principalmente nas
instâncias de maior dimensão (instâncias 38 e 39) e na instância real (instância 40). Os
algoritmos de Aquino et al. (2018a,b, 2019) encontram soluções iguais as melhores conhe-
cidas em 22,50% das instâncias, enquanto, os algoritmos de Santos et al. (2022) encontram
35.00%. Ambos trabalhos apresentaram uma porcentagem inferior ao do presente trabalho.
Vale destacar que, Santos et al. (2022) encontrou alguns limites superiores melhor que os
demais trabalhos citados. Por fim, o algoritmo de Coelho et al. (2026) encontrou 77,50%
das melhores soluções encontradas.

Os novos limites superiores encontrados na maior parte das instâncias indicam que as
novas soluções possuem um percentual menor de equipes ativadas e maior percentual de
manutenções programadas. Em algumas instâncias, a diferença entre os limites superiores
encontrados anteriormente e os novos é relativamente menor que as demais, e isto significa
que, nessas novas soluções, as tarefas foram alocadas de um modo diferente, que permite
um menor número de equipes de manutenção ativadas.

3.9 Conclusões parciais

Esta seção abordou métodos de solução para o LTPMOSP. Para resolver este desafiador
problema de otimização, foram propostas duas novas formulações matemáticas e um algo-
ritmo heurístico. A primeira formulação, denominada TI, é baseada em variáveis indexadas
no tempo, enquanto a segunda formulação, chamada TIP, usa variáveis indexadas no tempo
e de precedência e divide o horizonte de planejamento a partir de um parâmetro de entrada
π. Até onde sabemos, esta segunda formulação é nova na literatura. O algoritmo desen-
volvido para tratar instâncias de maior dimensão do problema é baseado na metaheurística
GRASP. Esse algoritmo baseado em GRASP utiliza um novo algoritmo de posicionamento
de manutenções. Além disso, também, foi proposto um método exato híbrido, que com-
bina o algoritmo GRASP com uma formulação de programação matemática. Neste caso, o
algoritmo GRASP é usado apenas para gerar a solução inicial para o solucionador.

As formulações, o método exato híbrido e o algoritmo GRASP foram testados em instân-
cias variando de 20 a 33.434 manutenções. As duas formulações propostas foram comparadas
com a formulação NET apresentada em Aquino et al. (2018a). Dentre essas três formula-
ções, a formulação TIP foi a que obteve o melhor desempenho, encontrando soluções ótimas
para todas as instâncias de 20 a 80 manutenções. Além disso, com o método exato híbrido
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usando a formulação TIP, foi possível encontrar soluções ótimas em 44,45% das instâncias
com 150 a 600 manutenções. Em 72,23% das instâncias deste conjunto, este método gerou
soluções com gaps menores que 10%. Por outro lado, a formulação TI também apresentou
resultados melhores que os da formulação da literatura nas instâncias de pequena dimensão.
Com o método exato híbrido utilizando a formulação TI, foi possível encontrar as soluções
ótimas em 71% das instâncias de 20 a 80 manutenções. No entanto, a formulação TI não
conseguiu gerar nenhum resultado para as instâncias com 150 a 600 manutenções devido
ao tamanho da instância. Os resultados computacionais mostraram que o formulação TIP
conseguiu gerar bons limites inferiores e, ao mesmo tempo, exigir menor tempo computa-
cional para resolver o relaxamento linear da formulação que a formulação TI. Além disso,
esses tempos são próximos aos da formulação NET.

Os resultados computacionais mostraram que o algoritmo GRASP proposto foi capaz
de obter limites superiores melhores ou iguais aos da literatura em 60% das instâncias com
150 a 33434 manutenções, em um tempo computacional significativamente inferior. Além
disso, o algoritmo conseguiu encontrar a solução ótima em diversas instâncias. Os novos
e bons limites superiores obtidos estão associados principalmente à estratégia para obter
o vetor solução pelo algoritmo GRASP e com o algoritmo PM. Este algoritmo é parte
fundamental do algoritmo meta-heurístico e sua estratégia de tentar alocar as manutenções
primeiramente no final da janela origina novas e diferentes soluções para o problema. Os
baixos tempos computacionais estão justamente relacionados com a estratégia adotada, de
aplicar a fase de busca local apenas na melhor das soluções construídas.



Capítulo 4

Problema de planejamento de ordens
de manutenção de longo prazo com
multi-habilidade

Este capítulo é dedicado ao estudo do Problema de planejamento de ordens de manu-
tenção de longo prazo com multi-habilidade (LTPMOSP-MS). A Seção 4.1 descreve for-
malmente o LTPMOSP-MS. A Seção 4.1.1 apresenta um exemplo para auxliar na melhor
descrição do LTPMOSP-MS, envolvendo uma instância de pequena dimensão do problema
e sua respectiva solução. A Seção 4.2 introduz a formulação matemática proposta nesta tese
para o LTPMOSP-MS. Como ele é um problema NP-difícil (Pinedo, 2022), pode ser difícil
encontrar a solução ótima ou uma solução de boa qualidade para instâncias do problema,
conforme a dimensão das instâncias aumenta. Para contornar isso, foram desenvolvidas
versões de uma heurística de duas fases. A Seção 4.3 apresenta três versões da heurística
proposta nesta tese. Para analisar e comparar o desempenho da formulação apresentada na
Seção 4.2 com as diferentes versões da heurística duas fases para um conjunto de instâncias
de diferentes escalas, é elaborado um extenso experimento computacional. Os resultados são
apresentados, analisados e discutidos na Seção 4.4. Por fim, a Seção 4.5 apresenta conclusões
parciais.

4.1 Descrição do problema LTPMOSP-MS

O Problema de Planejamento de Manutenções Preventivas com Multi-habilidades (Long-
Term Preventive Maintenance Order Scheduling Problem with Multi-Skill – LTPMOSP-MS)
é formalmente definido a seguir.

Considere um conjunto I de manutenções, um conjunto M de máquinas submetidas
às manutenções preventivas, um conjunto K de equipes que executam essas manutenções
e um conjunto S de habilidades que as manutenções requerem para serem executadas.
Cada manutenção i ∈ I requer um tempo de processamento ρi e deve ser programada

69
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dentro de uma janela de tempo [ai, bi]. Cada manutenção pode ser programada em qualquer
instante dentro dessa janela, desde que ela comece e finalize no interior de sua própria janela
de tempo. Se uma manutenção i ∈ I não pode ser programada dentro da janela, ela é
classificada como não programada e penalizada com o valor wi na função objetivo. Cada
manutenção i ∈ I deve ser programada para ser realizada em uma máquina ei = m ∈M . O
subconjunto Φm ⊆ I denota as manutenções que devem ser realizadas na máquina m ∈M .
Além disso, cada manutenção i ∈ I requer um subconjunto Ψi ⊆ S de habilidades distintas
para ser executada. Para cada habilidade s ∈ Ψi da manutenção i há um subconjunto
Γs
i ⊆ K de equipes que possuem a habilidade s. Como cada manutenção i requer um

total de λi habilidades, é necessário atribuir a ela uma equipe para cada habilidade. A
manutenção i só pode ser atribuída às equipes do subconjunto Γi = Γs1

i ∪ Γs2
i ∪ · · · ∪ Γsi

i ,
pois apenas elas possuem as habilidades necessárias para executá-la.

Cada equipe k ∈ K possui apenas uma habilidade skk = s ∈ S para executar as
manutenções. Pode-se ter mais de uma equipe com a mesma habilidade. Além disso, uma
equipe k ∈ K está disponível para a execução das manutenções somente dentro das janelas
de tempo [0, b̄

(1)
k ] e [āk, b̄

(2)
k ]. O subconjunto Ωk ⊆ I denota as manutenções que a equipe

k ∈ K tem a habilidade para executar.
As janelas das manutenções e das equipes podem ocorrer em instantes de tempo diferen-

tes; no entanto, cada manutenção deve ser programada nas equipes em uma janela resultante
(JR) que considera ambas as janelas. Assim, cada manutenção i terá uma ou duas JR para
cada equipe k ∈ Γi. Devida à duração e posição dessas janelas, cada manutenção pode ter
uma ou duas JRs, como mostra a Figura 4.1. O conjunto Q denota as JRs e o subconjunto
Qik denota as janelas de cada manutenção i para cada equipe k. Assim, Qik = {1} indica
que a manutenção i possui apenas a primeira JR (Figura 4.1(a)); Qik = {2} indica que
a manutenção i possui apenas a segunda JR (Figura 4.1(b)); e Qik = {1, 2} mostra que a
manutenção i possui as duas JRs (Figura 4.1(c)). Se a manutenção possui apenas a primeira
JR, ela é dada por: [

max(ai, 0); min(bi, b̄
(1)
k )] = [α

(1)
ik ;β

(1)
ik

]
.

Se, por outro lado, a manutenção possui apenas a segunda JR, ela é dada por:[
max(ai, āk); min(bi, b̄

(2)
k )] = [α

(2)
ik ;β

(2)
ik

]
.

Caso a manutenção possua as duas JRs, elas são calculadas com as mesmas expressões e
respectivamente.

O LTPMOSP-MS busca minimizar o número de equipes utilizadas no planejamento e
a soma das penalidades das manutenções preventivas não programadas. As restrições do
LTPMOSP-MS são as seguintes:

(i) Se programada, cada manutenção deve ser simultaneamente atribuída a uma máquina
e às equipes. O instante de início de execução das manutenções preventivas deve ser
o mesmo nas equipes e na máquina sob manutenção;
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tempo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(a) Manutenção com apenas a JR 1.

tempo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(b) Manutenção com apenas a JR 2.

tempo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(c) Manutenção com apenas a JR 1 e 2.

Janela da manutenção Janela da equipe JRs

Figura 4.1: Possibilidades de JRs para as manutenções.

(ii) Cada equipe pode executar apenas uma manutenção por vez;

(iii) Cada máquina sob manutenção não pode ter mais de uma manutenção sendo executada
simultaneamente;

(iv) Cada manutenção i é executada por λi equipes que possuem as habilidades específicas
para executá-la. A manutenção i deve ser atribuída a uma equipe k ∈ Γs

i ⊆ K para
cada habilidade s ∈ Ψi ⊆ S que ela requer; e

(v) Cada manutenção i ∈ I deve ser programada dentro de uma JR que considera a sua
janela de execução e a janela da equipe k ∈ K.

4.1.1 Um exemplo numérico

Esta seção apresenta um exemplo do LTPMOSP-MS. O intuito é tornar mais claro
o entendimento do problema. Para o exemplo, considere cinco manutenções preventivas
(1, 2, 3, 4, 5), três equipes (1, 2, 3) e duas máquinas (A,B). Os dados de entrada para as
manutenções preventivas e equipes utilizadas neste exemplo são mostrados nas Tabelas 4.1
e 4.2.

Tabela 4.1: Dados de entrada das manutenções.

i ei ρi [ai, bi] wi Ψi

1 B 4 [3, 10] 160 {1,2}
2 B 3 [6, 12] 30 {2}
3 A 4 [15, 20] 90 {2,3}
4 B 4 [5, 15] 80 {3}
5 A 6 [0, 12] 120 {1,3}

A Figura 4.2 ilustra, utilizando um diagrama de Gantt, a atribuição das manutenções às
equipes e máquinas. A barra na cor azul sobre os blocos para as manutenções representa as
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Tabela 4.2: Dados de entrada das equipes.

k ski [0, b̄
(1)
i ] [āi, b̄

(2)
i ]

1 1 [0, 10] [11, 14]
2 2 [0, 3] [5, 19]
3 3 [0, 14] [15, 20]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Equipe 1

Manutenção 1Manutenção 5

Equipe 2
Manutenção 1 Manutenção 3

Equipe 3
Manutenção 5 Manutenção 3Manutenção 4

Equipe 1 Máquina A Máquina B

Figura 4.2: Ilustração de uma solução factível para o LTPMOSP-MS, representando
a atribuição simultânea das manutenções a equipes e máquinas, assim como o tempo
de início e fim das manutenções programadas.

janelas de tempo de cada equipe. Note que a Equipe 1 executa as manutenções 5 e 1, nesta
sequência; a Equipe 2 executa as manutenções 1 e 3; e a Equipe 3 executa as manutenções 5,
4 e 3. Veja que cada uma das manutenções 1, 3 e 5 é programada para ser executada em um
mesmo instante por duas equipes diferentes, porque elas requerem duas habilidades distintas
para serem executadas.

Com relação ao sequenciamento nas máquinas, as manutenções 5 e 3 são programadas,
nesta sequência, na Máquina A, enquanto as manutenções 1 e 4 são programadas na Má-
quina B. Note que as manutenções programadas na mesma máquina não são executadas ao
mesmo tempo. Por fim, observa-se, na solução viável apresentada na Figura 4.2, que não
é possível programar a manutenção 2 na Equipe 1. Isso ocorre porque as manutenções 1
e 4 estão programadas dentro da janela da manutenção 2 na Máquina B. Como o objetivo
é minimizar as penalidades e a manutenção 2 possui o menor valor de penalidade dentre
as três, ela não é programada. Através desse exemplo, nota-se que os sequenciamentos das
manutenções nas equipes e máquinas estão integrados.

4.2 Formulação Matemática do LTPMOSP-MS

A formulação matemática proposta nesta tese para o LTPMOSP-MS é baseada em va-
riáveis indexadas no tempo e é denotada por T I. Nela, o horizonte de planejamento é
dividido em períodos. A duração de cada período é ζ e é assumido que todos os parâmetros
de entrada das manutenções e das equipes são múltiplos de ζ. O conjunto de períodos é
definido como P = {0, . . . ,P}, em que P = maxk∈K{b̄

(2)
k }/ζ. De forma geral, o que se pre-

tende é definir em qual período a manutenção inicia sua execução, o que consequentemente
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gera o sequenciamento das manutenções preventivas.
Para garantir que cada manutenção seja executada dentro da sua janela e das equipes,

foram adicionadas limitações no índice p ∈ P na formulação das restrições. Para isto, os
períodos em que cada manutenção pode ser programada para iniciar sua execução para cada
equipe são restritos na formulação para garantir que as restrições de janela de tempo sejam
satisfeitas. Assim, considere P̄ k

i ⊆ P para denotar o subconjunto de períodos em que a
manutenção i pode iniciar sua execução pela equipe k, para respeitar as janelas de tempo
da manutenção e da equipe, o qual é dado por:

P̄ik =
{
p ∈ P : p ∈ [αi/ζ, βi/ζ − ρi/ζ] ∩

(
[0, b

(1)
k /ζ − ρi/ζ] ∪ [ak/ζ, b

(2)
k /ζ − ρi/ζ]

)}
.

Além disso, é utilizado o parâmetro s̄ik para representar o menor período de início de
execução da manutenção i pela equipe k que pode estar em atividade no período p, em que:

s̄pik = min{p̄ ∈ P̄ik : p̄ ≥ p− ρi/ζ + 1}.

A formulação T I utiliza os conjuntos, os parâmetros apresentados na Seção 4.1.1 e as
seguintes variáveis binárias:

(i) yk, que é igual a 1 se a equipe de trabalho k é ativada e 0, caso contrário, com k ∈ K;

(ii) vi, que é igual a 1 se a manutenção i é executada e 0, caso contrário, com i ∈ I;

(iii) xik, que é igual a 1 se a manutenção i ∈ I for programada para ser executada pela
equipe de trabalho k ∈ Γi e 0, caso contrário;

(iv) upik, que é igual a 1 se a manutenção i ∈ I inicia sua execução com a equipe k ∈ Γi no
período p ∈ P̄ k

i e 0, caso contrário.

A formulação T I é dada, então, por:

min z =
∑
k∈K

yk +
∑
i∈I

wi (1− vi) (4.1)

suj. a: xik ≤ yk ∀i ∈ I, k ∈ Γi (4.2)∑
k∈Γs

i

xik = vi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.3)

∑
p∈P̄ik

upik ≥ xik ∀i ∈ I, s ∈ Ψi, k ∈ Γs
i (4.4)

∑
k∈Γs

i

∑
p∈Pik

upik = vi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.5)

∑
i∈Ωk

p∑
l=spik
l∈P̄ik

ulik ≤ 1 ∀k ∈ K, p ∈ P (4.6)
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∑
i∈Φm

∑
k∈Γs1

i

p∑
l=spik
l∈P̄ik

ulik ≤ 1 ∀m ∈M,p ∈ P (4.7)

(λi − 1)
∑
k∈Γs1

i
p∈Pik

upik =
∑

s∈Ψi\{s1}

∑
k∈Γs

i

p∈P̄ik

upik ∀i ∈ I, p ∈ P (4.8)

yk, vi, xik, u
p
ik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ Γi, p ∈ Pik. (4.9)

A função objetivo (4.1) busca minimizar o número de equipes utilizadas no planejamento
e as penalidades pelas manutenções preventivas não programadas. As restrições (4.2) im-
põem que uma equipe seja ativada se tiver pelo menos uma manutenção atribuída a ela. As
restrições (4.3) garantem que cada manutenção programada seja realizada por equipes que
tenham as habilidades para executá-la. As restrições (4.4) garantem que, se uma manuten-
ção for atribuída a uma equipe, então ela será programada nesta equipe. As restrições (4.5)
garantem que uma manutenção programada inicie sua execução em apenas um período por
habilidade. As restrições (4.6) são responsáveis por construir a programação das manuten-
ções em cada equipe e garantir que as equipes executem apenas uma manutenção por vez.
As restrições (4.7), por sua vez, são responsáveis por construir a programação das manu-
tenções em cada máquina e garantir que apenas uma manutenção seja executada por vez
em cada máquina. As restrições (4.8) garantem que o período de início de execução de cada
manutenção seja igual para todas as equipes a ela atribuídas. As restrições (4.9) especificam
o domínio das variáveis.

A formulação T I é baseada na formulação proposta na Seção 3.4 para o LTPMOSP.
Porém, foram adicionadas a ela a variável vi e as restrições (4.3), (4.5) e (4.8). Além disso,
a função objetivo e as restrições (4.5) e (4.7) foram modificadas. Essas modificações foram
realizadas para considerar as características do LTPMOSP-MS relativas tanto à exigência
de multi-habilidade requerida pelas manutenções, quanto à disponibilidade das equipes.
Além disso, o subconjunto P̄ik ⊆ P foi modificado para garantir que as manutenções sejam
programadas nas janelas das equipes.

4.3 Heurística de duas fases

A principal ideia da heurística de duas fases, denotada por H2F, é decompor o LTPMOSP-
MS em um ou mais subproblemas de menor dimensão, que são resolvidos em duas fa-
ses. A primeira fase é responsável por solucionar o problema com parte das restrições do
LTPMOSP-MS relaxadas, quais sejam as restrições de não preempção e sobreposição de
manutenções no sequenciamento das máquinas. Além disso, não há restrições que garan-
tam que as manutenções com multi-habilidade iniciem em um mesmo instante em todas
as equipes em que elas são atribuídas. A solução desse problema atribui as manutenções
programadas às equipes, definindo as manutenções que cada equipe deve executar. Essa
atribuição é feita de forma a minimizar o número de equipes e o número de manutenções
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não executadas, que é o mesmo objetivo do problema original. Assim, a segunda fase tem
como objetivo programar as manutenções nas equipes e máquinas, respeitando todas as res-
trições do problema. É importante destacar que as manutenções que não foram atribuídas
a nenhuma equipe na primeira fase não são consideradas na segunda fase. Além disso, pode
ocorrer que manutenções atribuídas às equipes na primeira fase não sejam programadas
na segunda fase. Após finalizada a segunda fase, tem-se uma solução inteira viável para o
LTPMOSP-MS.

Para solucionar o problema relaxado da fase 1, utiliza-se uma formulação matemática,
que será denominada de formulação FI . Ela é uma versão adaptada da eficiente formulação
TIP introduzida na Seção 3.5. A formulação FI é também baseada em variáveis indexadas
no tempo. Nela, o horizonte de planejamento é dividido em partes menores com duração
igual. Cada parte, ou melhor, cada período, pode ter uma duração de tempo que possibi-
lita alocar diversas manutenções, ou mesmo, ter uma duração que possibilite alocar uma
manutenção em mais de um período. Essa possibilidade de não ter nenhuma condição para
definir a duração do período difere a formulação FI da formulação T I. Nela, o período pode
ter somente a duração igual a ζ, em que esse valor é definido pelos dados das manutenções.
Além disso, o número de variáveis e restrições da formulação T I está fortemente relacio-
nado com o número de períodos e, como ζ é um número pequeno, ele torna a formulação
muito grande. Em contrapartida, com a formulação FI , pode-se ter períodos maiores que
geram formulações de dimensões menores. Nesta tese, a formulação FI é utilizada apenas
considerando períodos com duração muito maior que ζ.

Após finalizada a fase um, é executada a fase dois. A solução da primeira fase possibilita
duas estratégias diferentes para a segunda fase. A primeira estratégia consiste em solucionar
um subproblema para todo o horizonte de planejamento (H2F-hor). Nessa estratégia, as
manutenções atribuídas na fase podem ser programadas em qualquer instante das suas JRs.
Diferentemente, a segunda estratégia consiste em dividir o subproblema de todo o horizonte
em subproblemas menores e, assim, solucionar cada um deles separadamente e em sequência
(H2F-per). Nessa estratégia, cada período da formulação FI torna-se um subproblema. Em
cada subproblema podem ser programadas apenas as manutenções atribuídas a ele na fase
1. Além disso, as manutenções podem ser programadas apenas nos instantes da JR que
estão dentro do subproblema. Desse modo, a solução obtida no final da segunda fase pode
ser utilizada para gerar pseudo-cortes que podem ser adicionados na formulação da primeira
fase para eliminar a solução corrente. Assim, as duas fases podem ser executadas de forma
iterativa (H2F-iter). Portanto, essa tese apresenta três versões para a H2F. Cada uma
delas será apresentada e detalhada nas Subseções 4.3.3, 4.3.4 e 4.3.5. Todas as versões
da heurística utilizam uma formulação para solucionar o problema relaxado na primeira
fase e uma formulação para solucionar um ou mais subproblemas na segunda. Ambas as
formulações serão detalhadas nas Subseções 4.3.1 e 4.3.2, respectivamente.



4.3 Heurística de duas fases 76

4.3.1 Formulação matemática para a Fase 1 da H2F

A formulação matemática da fase 1 (FI) é baseada na formulação que combina variá-
veis indexadas no tempo e de precedência da Seção 3.5. Diferente da formulação citada, a
apresentada neste capítulo utiliza apenas as variáveis indexadas no tempo. Além disso, a
formulação da Seção 3.5 é utilizada para encontrar uma solução inteira viável para o pro-
blema; já a formulação FI tem uma abordagem diferente. A nova versão da formulação é
utilizada como parte da H2F, com o objetivo de solucionar o problema com relaxação das
restrições que garantem a não preempção, a sobreposição no sequenciamento das manuten-
ções nas máquinas e início no mesmo instante de manutenções atribuídas a mais de uma
equipe.

Na formulação FI , o horizonte de planejamento é dividido em períodos com igual du-
ração. Cada período pode ter mais de uma manutenção atribuída a ele. As manutenções
podem ser atribuídas a um ou mais períodos, dependendo da duração do período, do tempo
de execução e da JR da manutenção.

A formulação FI considera o conjunto de períodos T = {0, 1, ..., tmax}. Todos os períodos
têm duração definida pelo parâmetro π. Cada período t inicia no instante t × π e finaliza
no instante (t + 1) × π. Para garantir que as manutenções sejam atribuídas em períodos
que pertencem às suas JRs, considere os subconjuntos T (1)

ik , T (2)
ik e Tik. Os subconjuntos

T (1)
ik e T (2)

ik denotam os períodos em que a manutenção i pode ser atribuída à equipe k,
considerando, respectivamente, a primeira e a segunda JR, enquanto Tik = T (1)

ik ∪ T
(2)
ik .

Os parâmetros µlbi e µubi são utilizados na formulação FI para definir, respectivamente, um
limite inferior e superior para o número de períodos em que cada manutenção pode ser
atribuída. Esses parâmetros são dados por: µlbi =

⌈
pi
π

⌉
e µubi =

⌈
pi
π

⌉
+ 1.

A formulação FI utiliza os conjuntos, os parâmetros apresentados na Seção 4.1.1 e as
seguintes variáveis:

(i) yk é uma variável binária que é igual a 1 se a equipe k é utilizada no planejamento;

(ii) xik é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i é executada pela equipe
k e 0, caso contrário;

(iii) uqikt é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i é executada pela equipe
k no período t na JR q e 0, caso contrário;

(iv) ∆q
ikt é uma variável real não negativa que representa o tempo de execução da manu-

tenção i na equipe k no período t na JR q;

(v) rqik é uma variável binária que é igual a 1 se a manutenção i é executada pela a equipe
k e está alocada à JR q.

Para que as manutenções sejam alocadas considerando as JRs, são utilizados os parâme-
tros t

α(1)

ik , t
β(1)

ik , t
α(2)

ik , t
β(2)

ik , δ
α(1)

ik , δ
β(1)

ik δ
α(2)

ik e δ
β(2)

ik . Os parâmetros t
α(1)

ik e t
α(2)

ik referem-se aos
períodos em que inicia a primeira e a segunda JR, respectivamente, e os parâmetros t

β(1)

ik e
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t
β(2)

ik aos períodos em que finaliza a primeira e a segunda JR, respectivamente. Eles são dados

por t
α(1)

ik =
⌊
α
(1)
ik
π

⌋
, t

α(2)

ik =
⌊
α
(2)
ik
π

⌋
, t

β(1)

ik =
⌈
β
(1)
ik
π

⌉
−1 e t

β(2)

ik =
⌈
β
(2)
ik
π

⌉
−1. Os parâmetros δ

α(1)

ik

e δ
α(2)

ik são utilizados para calcular o tempo entre o início do período e o início da primeira e
da segunda JR, respectivamente, e os parâmetros δ

β(1)

ik e δ
β(2)

ik , para calcular o tempo entre o
início do período e o fim da primeira e da segunda JR. Eles são calculados pelas expressões
δ
α(1)

ik = α
(1)
ik − t

α(1)

ik π, δ
α(2)

ik = α
(2)
ik − t

α(2)

ik π, δ
β(1)

ik = β
(1)
ik − t

β(1)

ik π e δ
β(2)

ik = β
(2)
ik − t

β(2)

ik π. Essa
transformação dos parâmetros apresentados na Seção 4.1 é necessária devido a divisão do
horizonte em períodos. Note que todos os parâmetros dependem do parâmetro π.

Para limitar o tempo nos períodos que iniciam e finalizam as janelas de cada equipe,
são considerados os parâmetros t

ā(2)
k , t

b̄(1)
k , t

b̄(2)
k , δ

ā(2)
k , δ

b̄(1)
k e δ

b̄(2)
k . De modo semelhante

aos parâmetros da JR, os parâmetros das janelas das equipes são dados pelas expressões:

t
ā(2)
k =

⌊
ā
(2)
ik
π

⌋
, t

b̄(1)
k =

⌈
b̄
(1)
ik
π

⌉
− 1, t

b̄(2)
k =

⌈
b̄
(2)
ik
π

⌉
− 1, δ

ā(2)
k = ā

(2)
ik − t

ā(2)

ik π, δ
b̄(1)
k = b̄

(1)
ik − t

b̄(1)

ik π e

δ
b̄(2)
k = b̄

(2)
ik − t

b̄(2)

ik π.
As JRs das manutenções podem se sobrepor e, com isso, a posição de uma manutenção

pode interferir na posição de outra em uma mesma equipe. A Figura 4.3 mostra um exemplo
de janelas que se sobrepõem na equipe 1 no período 0 com π = 8h. As manutenções 1 e 2
possuem, respectivamente, as janelas [1, 6] e [2, 7] e tempos de processamento p1 = 3 e p2 =
4. Na Figura 4.4, os valores das variáveis ∆q

ikt não consideram a sobreposição das janelas,
o que permite que as duas manutenções sejam alocadas no período 0 e se sobreponham.
Para não permitir isso, pode-se criar uma nova janela utilizando as JRs das manutenções 1
e 2. Essa nova janela pode ser nomeada como janela de sobreposição (JS). A sua duração
pode ser utilizada para limitar e relacionar as variáveis ∆q

ikt das manutenções com janelas
conflitantes. A Figura 4.4 apresenta a JS gerada pelas JRs das manutenções 1 e 2. Ela inicia
na hora 1, que é igual a min(1, 2), e finaliza na hora 7, que é igual a max(6, 7). Assim, a
duração da JS das JRs das manutenções 1 e 2 é igual a 6, porque max(6, 7)−min(1, 2) = 6.
Como a soma das variáveis ∆q

ikt tem que ser menor que a duração da JS, logo ∆q
110+∆q

210 ≤ 6.
Através dessa soma, somente uma das duas manutenções pode ser completamente alocada
no período 0. De uma forma geral, a duração da JS das manutenções i e j na equipe k
no período t é dada pela expressão: dtijk = max(βik, βjk) − min(αik, αjk). O subconjunto
Θik ⊆ I denota as manutenções que têm sobreposição de JR com a manutenção i na equipe
k. O subconjunto τijk ⊆ T denota os períodos em que as manutenções i e j possuem
sobreposição de janela na equipe k.

Período 1
0 1 2 3 4 5 6 7

JR da manutenção 1
Manutenção 1

∆q
110 = 3 = p1

Manutenção 2
∆q

210 = 4 = p2

JR da manutenção 2

Figura 4.3: Sobreposição das JRs das manutenções 1 e 2.
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Período 1
0 1 2 3 4 5 6 7

JR da manutenção 1

JR da manutenção 2

JS

Figura 4.4: JS considerando as janelas das manutenções 1 e 2.

Periodo 1
0 1 2 3 4 5 6 7

JR da manutenção 1

JR da manutenção 2

JS

JR da manutenção 3

JR da manutenção 4

JR da manutenção 5

Figura 4.5: Ilustração de uma JS associada às manutenções 1 e 2 e das JRs de cinco
manutenções.

Tentando não selecionar manutenções que não podem ser programadas na fase 2, a
formulação também considera que podem haver JRs de outros trabalhos dentro do JS das
manutenções i e j. Considerando apenas o caso das janelas que iniciam e finalizam dentro
da JS, a posição das manutenções nessas janelas interfere na alocação das manutenções i e
j e na soma das variáveis ∆. A Figura 4.5 mostra exemplos de JRs que podem ou não se
encaixar nesse caso específico. Um exemplo que se encaixa no caso específico é da JR da
manutenção 3, que inicia e finaliza dentro da JS. Outro exemplo que pode ser considerado é
da JR da manutenção 4, que é exatamente igual à JS. A JR da manutenção 5 não pode ser
considerada para esse caso, porque ela finaliza fora da JS. O subconjunto θtijk ⊆ I denota
as manutenções que possuem JRs dentro da JS. Portanto, a seguinte restrição é válida:
∆q

ikt +∆q
jkt +

∑
l∈θtijk

∆q
lkt ≤ d

t
ijk.

Assim, a formulação FI é dada, então, por:

min z1 =
∑
k∈K

yk +
∑
i∈I

wi(1− vi) (4.10)

s. a: xik ≤ yk ∀i ∈ I, k ∈ Γi (4.11)∑
k∈Γs

i

xik = vi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.12)

∑
k∈Γs

i

∑
q∈Qik

∑
t∈T q

ik

∆q
ikt = pivi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.13)

∑
k∈Γs

i

∑
q∈Qik

∑
t∈Tik

uqikt ≤ µ
ub
i vi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.14)
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k∈Γs

i

∑
q∈Qik

∑
t∈Tik

uqikt ≥ µ
lb
i vi ∀i ∈ I, s ∈ Ψi (4.15)

∆q
ikt ≤ πu

q
ikt ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ T q

ik (4.16)

∆q
ikt ≤ πxik ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ T q

ik (4.17)

uqikt ≤ xik ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ T q
ik (4.18)∑

q∈Qik

rqik = xik ∀i ∈ I, k ∈ Γi (4.19)

uqikt ≤ r
q
ik ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ Tik (4.20)

t−1∑
l=t1

uqikl − tu
q
ik(t−1) + tuqikt < t ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik,

t ∈ T q
ik \ {t1}

(4.21)

∑
i∈Ωk

∑
q∈Qik,
t∈T q

ik

∆q
ikt ≤ π k ∈ K, t ∈ T (4.22)

∑
i∈Φm

∑
k∈Γs1

i

∑
q∈Qik,
t∈T q

ik

∆q
ikt ≤ π m ∈M, t ∈ T (4.23)

∑
k∈Γs1

i

∑
q∈Qik,
t∈T q

ik

∆q
ikt =

∑
k̄∈Γs

i

∑
q∈Qik̄,
t∈T q

ik̄

∆q

ik̄t
i ∈ I, s ∈ Ψi \ {s1}, t ∈ T (4.24)

(λi − 1)
∑
k∈Γs1

i

∑
q∈Qik,
t∈T q

ik

utik =
∑

s∈Ψi\{s1}

∑
k∈Γsi

i

∑
q∈Qik,
t∈T q

ik

utik ∀i ∈ I, t ∈ T (4.25)

∆q

ikt
αq
ik

≤ π − δαq

ik r
q
ik ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik (4.26)

∆q

ikt
βq
ik

≤ δβq

ik r
q
ik + π(1− rqik) ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik (4.27)∑

i∈Ωk,

t∈T (2)
ik

∆
(2)
ikt ≤ π − δ̄

t
k t = t

ā(2)
k ,∀k ∈ K (4.28)

∑
i∈Ωk,
q∈Qik,
t∈T q

ik

∆q
ikt ≤ δ̄

t
k k ∈ K, q ∈ Q, t = t

Bq
k (4.29)

∆q
ikt +∆q

jkt +
∑
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lkt ≤ d

q
ijkt ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik,

∀j ∈ Θq
ik, t ∈ τ

q
ijk

(4.30)

yk ∈ {0, 1} ∀k ∈ K (4.31)

xik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ Γi (4.32)

uqikt ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ T (4.33)

0 ≤ ∆q
ikt ≤ π ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik, t ∈ T (4.34)

rqik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ Γi, q ∈ Qik (4.35)

A função objetivo (4.10) busca minimizar o número de equipes ativadas e as pena-
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lidades pelas manutenções não programadas. As restrições (4.11) impõem que uma
equipe é ativada somente se tiver pelo menos uma manutenção atribuída a ela. As
restrições (4.12) garantem que cada manutenção seja realizada por equipes que te-
nham as habilidades para executá-la. Além disso, elas garantem que a manutenção
seja atribuída apenas a uma equipe para cada habilidade que ela possui. As restrições
(4.13) garantem que a soma dos tempos de processamento nos períodos (∆t

ik) de uma
manutenção seja igual ao tempo de processamento da mesma. As restrições (4.14) e
(4.15) definem um limite superior e inferior, respectivamente, de número de períodos
que uma manutenção pode ser atribuída. As restrições (4.16) impõem que as variá-
veis ∆t

ik sejam diferentes de zero apenas nos períodos e equipes em que a manutenção
é atribuída. As restrições (4.17) e (4.18) garantem que cada manutenção é atribuída
a períodos apenas na equipe em que é programada. As restrições (4.19) garantem
que a manutenção é alocada à apenas uma JR. As restrições (4.20) garantem que a
manutenção é atribuída apenas nos períodos da JR na qual é atribuída a ela. As
restrições (4.21) garantem que os períodos são atribuídos consecutivamente para as
manutenções programadas. As restrições (4.22) e (4.23) garantem que o tempo de
processamento das manutenções (∆t

ik) em um período seja menor ou igual a π em
cada equipe e máquina, respectivamente. As restrições (4.24) garantem que a du-
ração do tempo de processamento de cada manutenção em cada período seja igual
em todas as equipes atribuídas a ela. As restrições (4.25) garantem que cada manu-
tenção seja atribuída em períodos iguais em todas as equipes à ela atribuídas. As
restrições (4.26)) e (4.27) limitam o valor das variáveis ∆t

ik nos períodos de início
e fim, respectivamente, das JRs. As restrições (4.28) e (4.29) limitam a duração
dos períodos em que iniciam e finalizam as janelas das equipes. As restrições (4.30)
associam as manutenções que possuem sobreposição de JRs e limitam o valor das
variáveis ∆t

ik para evitar que se tenha sobreposição de manutenções.
Em comparação com a formulação introduzida na Seção 3.5, deve-se observar

que há três situações diferentes envolvendo o conjunto de restrições da formulação
FI . As restrições (4.11), (4.16), (4.17), (4.18) e (4.22) estão presentes na formulação
apresentada na Seção 3.5 e não foram modificadas. As restrições (4.13), (4.14),
(4.15), (4.21) e (4.23), por sua vez, também estão presentes na formulação postas na
Seção 3.5, mas foram modificadas. Por fim, as restrições (4.12), (4.19), (4.20), (4.24),
(4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) e (4.30) são estruturas novas, não existentes na
formulação da Seção 3.5.

As variáveis e as restrições da formulação FI mostram forte dependência quanto
ao número de períodos, que, contudo, depende do valor de π. Portanto, o valor de π

interfere fortemente nas dimensões da formulação, bem como, obviamente, na solução
gerada por ela. O impacto de π na solução é analisado na Seção 4.4
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4.3.2 Formulação matemática para a fase 2 da H2F

A solução de cada subproblema da segunda fase é encontrada através de uma
formulação baseada na formulação T I, que será denotada por FII . Esta formula-
ção considera apenas as manutenções, equipes e períodos associados ao respectivo
subproblema.

Seja S o conjunto de subproblemas, que está associado a como o horizonte de
planejamento é dividido. Nos algoritmos H2F-hor e H2F-iter, mostrados nos Algo-
ritmos 8 e 9, respectivamente, tem-se um único subproblema que considera todo o
horizonte; assim, |S| = 1. No Algoritmo H2F-per, para cada período t ∈ T da formu-
lação FI , há um subproblema. Neste caso, |S| = |T |. A partir da solução encontrada
na primeira fase, tem-se os subconjuntos Isub, Ksub e Īksub. O subconjunto Isub ⊆ I

contém as manutenções do subproblema sub. Sejam v̄ e ū valores das variáveis de
decisão obtidos na fase 1; então, Isub = {i ∈ I : v̄i = 1} para os algoritmos H2F-hor
e H2F-ite, enquanto que Isub = {i ∈ I : ūq

ikt = 1 para algum k,q} para o algoritmo
H2F-iter, em que t corresponde a sub. Por exemplo, uma manutenção atribuída ao
período 1 na solução da primeira fase é atribuída ao subproblema 1. O subconjunto
Ksub ⊆ K denota as equipes às quais alguma manutenção foi alocada na fase 1 no
período t ∈ T correspondente a sub ∈ S. O subconjunto Msub ⊆M denota as máqui-
nas associadas às manutenções em Isub. O subconjunto Īksub denota o subconjunto de
manutenções atribuídas à equipe k na fase I no período t correspondente a sub. Além
disso, se i ∈ Isub, então a manutenção i foi alocada na primeira fase do algoritmo à
equipe ks

i para cada habilidade s ⊆ Si que ela requer. Por fim, o subconjunto Tsub
denota o conjunto de períodos da formulação FII para o subproblema sub ∈ S.

A formulação FII utiliza as seguintes variáveis binárias:

• yk, que é igual a 1 se a equipe k é utilizada no planejamento e 0, caso contrário,
com i ∈ I;

• vi, que é igual a 1 se a ordem i é executada e 0, caso contrário, com i ∈ I;

• ut
ik, que é igual a 1 se a manutenção i inicia sua execução no período t com a

equipe k e 0, caso contrário.

Então, a formulação FII é dado por:

min z2 =
∑

k∈Ksub

yk +
∑
i∈Isub

wi (1− vi) (4.36)

suj. a: vi ≤ yk ∀k ∈ Ksub, i ∈ Īksub (4.37)∑
t∈Tik

ut
iksi

= vi ∀i ∈ Isub, s ∈ Ψi (4.38)
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∑
i∈Īksub

t∑
l=stik
l∈Tik

ul
ik ≤ 1 ∀k ∈ Ksub, t ∈ Tsub (4.39)

∑
i∈Φm∩Isub

t∑
l=ht

ik
s1
i

l∈T
ik

s1
i

ul
ik

s1
i
≤ 1 ∀m ∈Msub, t ∈ Tsub (4.40)

(λi − 1)ut
ik

s1
i

=
∑

s∈Ψi\{s1},t∈Tiks
i

ut
iksi

∀i ∈ Isub, t ∈ Tiksi (4.41)

yk ∈ {0, 1} ∀k ∈ K (4.42)

vi ∈ {0, 1} ∀i ∈ I (4.43)

ut
ik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ Γi, t ∈ T (4.44)

A função objetivo (4.36) e as restrições (4.38), (4.39), (4.40), (4.41) são seme-
lhantes às restrições da formulação T I, tendo, como diferença, apenas os conjuntos
e subconjuntos. As restrições (4.37) são uma versão modificada das restrições (4.2);
porém, ambas impõem que uma equipe é ativada somente se tiver pelo menos uma
manutenção atribuída a ela. Note que a única variável que está presente na formula-
ção T I e não na formulação FII é a variável xik. Na formulação T I, ela é utilizada
para atribuir as manutenções às equipes. Com isso definido na primeira fase, não é
necessário utilizar a variável xik na formulação FII .

4.3.3 Heurística de duas fases com decomposição do problema

na segunda fase

A solução dada pela formulação FI atribui as manutenções às equipes e aos perío-
dos. Essa solução possibilita a decomposição do problema da fase 2 em um subpro-
blema para cada período. A Heurística 2PH-per utiliza na segunda fase a estratégia
de resolver cada subproblema separadamente e em sequência. O Algoritmo 7 apre-
senta o pseudocódigo da 2PH-per. Esse algoritmo utiliza o conjunto S, que denota os
subproblemas. Note que, para cada período t ∈ T , tem-se um subproblema sub ∈ S.

O Algoritmo 7 recebe, como entrada, os parâmetros ti1 e TL, que são o tempo
limite de execução da primeira fase e da própria H2F-per. Na linha 3, o TL é
atualizado subtraindo o tempo de execução da primeira fase (tempoS1) do tempo
limite da matheurística inicial. O parâmetro ti2 é o tempo limite de execução de
cada subproblema. Ele é dado pela divisão do tempo restante da matheurística
pelo número de subproblemas que faltam ser solucionados (linha 4). Esse valor é
atualizado a cada solução de um subproblema para que a matheurística não passe do
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Algoritmo 7: H2F-per
Entradas: ti1, TL
Saída : solução S

1 S1 ← resolveProblemaRelaxado(ti1)
2 TL← TL− tempoS1

3 for sub = 0; sub < |S|; sub++ do

4 ti2 =
TL

|S| − sub
5 S2

sub ← resolverSubproblemaPeriodos(S1
sub, ti2)

6 S = S ∪ S2
sub

7 TL← TL− tempoS2

8 end
9 return S

tempo limite de execução. A linha 1 do Algoritmo 7 é a primeira fase da H2F-per.
Nela é resolvida o LTPMOSP-MS relaxado. A solução obtida na primeira fase (S1) é
dividida para cada subproblema sub ∈ S (S1 = S1

sub ∪ ...S1
|S|). Cada S1

sub é utilizada
para solucionar cada subproblema sub da segunda fase (linha 5). O loop entre as
linhas 3 e 8 refere-se à segunda fase da H2F-per e ilustra a resolução separada e em
sequência de cada subproblema. Após a execução de cada subproblema, tem-se a
solução S2

sub que se une à solução S (linha 6). Ao final da fase 2, S é uma solução
inteira factível para o LTPMOSP-MS.

Como os subproblemas da 2PH-per são solucionados separadamente, cada subpro-
blema tem uma formulação FII . É importante destacar que a formulação FII para
cada subproblema utilizará os subconjuntos apenas com as manutenções, equipes e
períodos associados ao respectivo subproblema.

Um detalhe importante é que uma manutenção pode ser incluída em mais de um
subproblema. Por exemplo, uma manutenção é incluída nos subproblemas 1 e 2. Ela
pode ser programada na solução do subproblema 1. Porém, caso ela não seja, ela
é adicionada ao subproblema 2, junto às demais manutenções desse subproblema e
pode ser, portanto, programada.

4.3.4 Heurística de duas fases com um único problema na se-

gunda fase

Diferentemente da H2F-per, a H2F-hor soluciona um único subproblema na se-
gunda fase. Esse subproblema considera todo o horizonte de planejamento e todas as
manutenções que foram atribuídas a equipes na primeira fase. Vale destacar que, na
H2F-hor, as manutenções são livres para serem programadas em qualquer instante
de tempo da sua JR, enquanto que na H2F-per as manutenções podem ser progra-
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madas somente no intervalo de tempo do subproblema em que foram atribuídas. O
Algoritmo 8 apresenta o pseudocódigo da H2F-hor.

Algoritmo 8: H2F-hor
Entradas: ti1, TL
Saída : solução S

1 S1 ← resolveProblemaRelaxado(ti1)
2 ti2 ← TL− timeS1

3 S ← resolverSubproblemaHorizonte(S1, ti2)
4 return S

A H2F-hor também tem como os parâmetros de entrada ti1 e TL. Eles apresentam
a mesma função que na H2F-per. O parâmetro ti2 também está presente e limita o
tempo de execução do único subproblema da fase 2. A linha 1 do Algoritmo 8 é a
primeira fase do H2F-hor. O subproblema da segunda fase recebe a solução da fase
1 (S1) e gera uma solução inteira factível para o LTPMOSP-MS (S).

Como a H2F-hor tem um único subproblema na segunda fase, ela terá apenas uma
formulação FII . Assim, os subconjuntos consideram todas as manutenções atribuídas
a alguma equipe na primeira fase e todos os períodos do horizonte de planejamento.

4.3.5 Heurística de duas fases iterativa

A H2F-iterativa é a versão iterativa da H2F-hor. A solução gerada na segunda fase
da H2F pode ter manutenções não programadas. Para forçar a mudança de equipe
das manutenções que não foram programadas e ter uma solução diferente na primeira
fase, é adicionado um pseudo-corte na formulação FI . Os pseudo-cortes consistem em
desigualdades lineares que são geradas com o propósito de excluir estrategicamente
algumas soluções do problema. O prefixo pseudo refere-se a que essas desigualdades
podem não ser válidas para garantir que pelo menos uma solução globalmente ótima
será retirada (Glover et al., 2011).

Sejam s̄ = (ȳ, x̄, ū, ∆̄, r̄) uma lista de valores para as variáveis da primeira fase
em uma certa iteração; o subconjunto IFII ⊆ I, que denota as manutenções não
programadas na solução da fase 2; o conjunto Υ = {(i, k) ∈ I × Γi tal que x̄ik = 1};
e o conjunto Υc = {(i, k) ∈ I × Γi tal que x̄ik = 0}. Então, para eliminar a solução s̄

do espaço de busca da primeira fase, é adicionado o seguinte pseudo-corte:∑
k:(i,k)∈Υ

xik ≤ |Ψi| − 1 ∀i ∈ IFII (4.45)

As restrições (4.45) impõem que, caso a manutenção i seja programada na solução
da primeira fase, ela, então, é atribuída a pelo menos uma equipe diferente daquela
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a que ela foi atribuída na solução da primeira fase. É importante destacar que
esse pseudo-corte não impõe que as manutenções do subconjunto IFII ⊆ I sejam
programadas. A escolha se a manutenção é ou não programada é dada pela solução
da formulação. A apresentação da H2F-iterativa e seu funcionamento com o pseudo-
corte podem ser vistos no pseudocódigo no Algoritmo 9.

Algoritmo 9: H2F-iter
Entradas: ti1, TL, TL2

Saída : solução S
1 end← false
2 while end = false do
3 S1 ← resolveProblemaRelaxado(ti1)
4 ti2 ← min(TL− tempoS1 , TL2)
5 S ← resolverSubproblemaHorizonte(S1, ti2)
6 TL← TL− tempoS2

7 if Todas manutenções foram programadas or TL ≤ 0 then
8 end← true
9 end

10 else
11 Remove os pseudo-cortes (4.45) da iteração anterior, caso tenha
12 Adiciona os novos pseudo-cortes
13 end
14 end
15 Return S

Do mesmo modo que as outras versões do H2F, a H2F-iter também utiliza os
parâmetros ti1, TL e ti2. No entanto, somente a H2F-iter utiliza o parâmetro TL2.
Eventualmente, o solver pode necessitar de um tempo maior ou igual a TL para
solucionar a formulação da segunda fase. Caso isso aconteça, H2F-iter terá apenas
uma iteração e, assim, não utilizará os benefícios do pseudo-corte. Para evitar que
isto ocorra, é utilizado o parâmetro TL2, que limita o valor do parâmetro ti2. O valor
do parâmetro ti2 é atualizado a cada iteração. Cada execução do loop entre as linhas
2 e 13 do Algoritmo 9 representa uma iteração da H2F-iterativa. A primeira fase
de cada iteração é executada na linha 3, enquanto que a segunda fase é executada
na linha 5. Nas linhas 4 e 6 os valores dos parâmetros TL e ti2 são atualizados a
cada iteração. Se o valor de TL for menor ou igual a zero, ou todas as manutenções
atribuídas na primeira fase sejam programadas na solução da formulação FII (linha
7), o parâmetro end recebe true (linha 8) e a H2F-iter é finalizada. No entanto, caso
não aconteça nenhuma das duas condições, são removidos os pseudo-cortes da iteração
e adicionados os novos pseudo-cortes (linhas 11 e 12). Eles são gerados a partir da
solução encontrada na segunda fase da respectiva iteração. Com os pseudo-cortes
adicionados na formulação FI , é executada uma nova iteração.
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4.4 Experimentos Computacionais para a solução do

LTPMOSP-MS

Esta seção apresenta os resultados computacionais obtidos com a resolução do
LTPMOSP-MS utilizando a formulação T I e as três versões da H2F. Para realizar os
experimentos, foram geradas instâncias utilizando as de Aquino et al. (2018a), com
adaptações que permitem manutenções com multi-habilidades e janelas nas equipes.
Essas instâncias foram divididas em dois conjuntos: escala pequena (P) e escala média
(M). Essa divisão é baseada no número de manutenções disponíveis no planejamento
e na divisão proposta por Aquino et al. (2018a). As Subseções 4.4.1 e 4.4.2 apresentam
e detalham as instâncias e os resultados computacionais obtidos para cada conjunto,
respectivamente.

Todos os experimentos apresentados nessa seção foram executados em um com-
putador equipado com um processador Intel i3-10100T 3.00 GHz, 16 GB de RAM
e sistema operacional Ubuntu 18.04.6 LTS. Os códigos foram implementados na lin-
guagem C++ utilizando a biblioteca Concert Technology e todas as formulações foram
solucionadas via solver CPLEX 12.9.

4.4.1 Experimentos do conjunto de instâncias P

A seguir é detalhado o procedimento de geração das instâncias do conjunto P e as
características dessas instâncias. Em seguida, é apresentado e analisado os resultados
de um experimento computacional com as respectivas instâncias.

4.4.1.1 Geração de instâncias para o conjunto P

As instâncias do conjunto P têm entre 20 e 80 manutenções. As instâncias desse
conjunto foram geradas utilizando como base as instâncias apresentadas em Aquino
et al. (2018a). Assim, a maioria dos dados das manutenções foi mantida. A única
parte alterada foi o número de habilidades necessárias para executar cada manu-
tenção. A habilidade associada à manutenção i ∈ I da instância original está no
subconjunto Ψi e ela foi mantida. As demais habilidades que pertencem a esse sub-
conjunto foram adicionadas aleatoriamente. Para escolher quais as habilidades serão
adicionadas, foi considerado o subconjunto µm de habilidades para cada máquina
m ∈ M . As novas habilidades adicionadas para cada manutenção i são limitadas
àquelas que pertencem ao subconjunto µei . Já o número total de habilidades para
cada manutenção i é definido aleatoriamente entre 0 e (|µei | − 1). Para verificar o
impacto nos experimentos, o número de manutenções com multi-habilidade em cada
instância é dado pelo produto Ω × |I|. O parâmetro Ω significa a porcentagem de
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manutenções com multi-habilidade. Nos experimentos desta tese foram utilizados
valores de Ω iguais a 25%, 50% e 80%. Para cada valor de Ω, foram geradas duas
instâncias.

Para gerar instâncias com janelas nas equipes, foi definida inicialmente a duração
do intervalo que separa as duas janelas. A duração do intervalo para cada equipe k é
dada pelo produto Φ×hk, em que Φ pode ser igual a 0, 05 ou 0, 15, e hk representa a
disponibilidade da equipe segundo apresentada no trabalho de Aquino et al. (2018a).
Com a duração do intervalo definida, o próximo passo é definir o seu início. Esse
início é gerado aleatoriamente. Através do intervalo, é definido o final da primeira
janela (b̄(1)k ) e o início da segunda janela (āk). O início da primeira janela é igual
a zero e o final da segunda janela (b(2)k ) é igual ao parâmetro hk de Aquino et al.
(2018a). Para cada valor Φ, foram geradas duas instâncias.

Portanto, para cada instância de Aquino et al. (2018a), foram geradas 24 (2 ×
2 × 2 × 3) novas instâncias. As instâncias utilizadas do artigo citado possuem
|I| = 20, 40 e 80, |K| = 2, 3, 4 e 5 e |M | = 2 e 4. Ao todo, foram adapta-
das 18 instâncias originais do trabalho de Aquino et al. (2018a) e, com elas, fo-
ram geradas 432 instâncias (18 × 24). Todas essas instâncias estão disponíveis em
https://github.com/joaoluizandrade/LTPMOSP-MS/tree/main/small.

4.4.1.2 Resultados dos experimentos computacionais

Esta seção compara os resultados da formulação T I com as três versões da H2F
com diferentes valores de π na formulação da primeira fase. Para cada versão da
H2F, foram realizados experimentos com os seguintes valores do parâmetro π: 24,
48, 72 e 96. O valor desse parâmetro está associado ao número de horas. Logo,
para π = 24, os períodos têm a duração de 24 horas ou equivalente a um dia. Desse
modo, os experimentos foram realizados com valores de π que equivalem a um, dois,
três e quatro dias, respectivamente. Para facilitar a apresentação, o valor de π é
representado da seguinte forma nas diferentes versões da matheurística: H2F-perπ,
H2F-horπ e H2F-iteπ. Como os parâmetros de entrada das manutenções e das equipes
são fracionários, cada período das formulações T I e FII tem a duração de 0,1 hora.

Para os experimentos com a formulação T I, o tempo limite de execução do solver
CPLEX foi definido para 3.600 segundos; para as diferentes versões de H2F, o tempo
limite de execução, em segundos, é igual ao número de manutenções disponíveis.
Para se ter esses valores de tempo limite de execução nas heurísticas, os parâmetros
de entrada associados ao tempo de execução têm os valores iguais a ti1 = |I|, TL = |I|
e TL2 =

|I|
2

segundos. Note que os tempos ti1 e TL são iguais. Isso foi assim definido
porque o tempo de execução que o solver requer para solucionar a formulação FI é

https://github.com/joaoluizandrade/LTPMOSP-MS/tree/main/small
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relativamente baixo. O parâmetro ti1 desempenha um papel mais importante apenas
nos experimentos do conjuntoM.

A Tabela 4.3 apresenta e compara os resultados computacionais da formulação
T I com as diferentes versões da H2F com quatro valores de π. Cada linha está as-
sociada a um método de solução e indica o valor médio ou percentual considerando
todas as instâncias do conjunto P . A coluna gap1(%) indica o valor médio do gap
entre o melhor limite inferior (lb) e o melhor limite superior (ub) encontrado durante
toda a execução do método de solução. Para a formulação T I, estes valores cor-
respondem aos encontrados no final de execução do solver. Para a H2F, o valor do
limite inferior usado é a solução encontrada pela formulação FI na primeira ou única
iteração, enquanto o valor de limite superior é a solução obtida no final de execução
da respectiva heurística. O valor de gap1 é dado por:

gap1 = 100× ub− lb

ub

A coluna %opt1 indica o percentual de instâncias do conjunto P para as quais
gap1 = 0. A coluna gap2(%) apresenta valores apenas para H2F. Isso ocorre por-
que o limite inferior (lbbest) utilizado para calcular o gap2 é o melhor valor encontrado
pela formulação FI dentre os quatro valores de π, enquanto o valor de limite superior
é a solução obtida no final de execução da respectiva heurística. O valor de gap2 é
dado por:

gap2 = 100× ub− lbbest
ub

A coluna %opt2 indica o percentual de instâncias do conjunto P para as quais
gap2 = 0. A coluna RPD(%) mostra o Relative Percentage Deviation(RPD). Esse
indicador compara o limite superior encontrado pela formulação T I (ubFIT ) com o
limite superior encontrado pela respectiva H2F (ub2PH). O valor de RPD é dado por:

RPD = 100× ub2PH − ubFIT

ub2PH

Assim, RPD > 0 indica que a formulação T I encontrou soluções melhores que as
determinadas pela respectiva H2F. Se RPD < 0, então as soluções encontradas pela
respectiva H2F são melhores que as encontradas pela formulação T I. A coluna
time(s) indica o valor médio do tempo de execução do método de solução. A coluna
tFI(s) indica o valor médio de tempo de execução da formulação FI da primeira ou
única iteração.

Os resultados da coluna opt1 mostram que a formulação T I conseguiu encontrar
um maior percentual de soluções ótimas do que a H2F. No entanto, a H2F-ite24
conseguiu encontrar um valor percentual muito próximo e obteve um valor médio de
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Tabela 4.3: Resultados computacionais para a formulação T I e para as diferentes
versões da H2F para solucionar instâncias do conjunto P .

gap1(%) %opt1 gap2(%) %opt2 RPD(%) time(s) tFI(s)
Form. T I 6,97 81,71 - - - 806,30 -
H2F-per24 30,95 15,97 30,95 15,97 1,57 2,47 0,94
H2F-per48 43,46 12,96 27,77 21,76 -20,40 6,27 0,42
H2F-per72 42,63 12,27 25,29 25,00 -34,87 12,11 0,14
H2F-per96 41,77 16,20 21,83 30,79 -33,34 17,89 0,06
H2F-hor24 7,10 72,69 7,10 73,38 -75,65 16,29 0,95
H2F-hor48 35,45 34,03 9,84 64,12 -83,37 16,24 0,42
H2F-hor72 35,72 30,32 10,35 63,66 -67,95 16,24 0,13
H2F-hor96 36,07 30,32 10,60 60,42 -72,41 15,66 0,06
H2F-ite24 5,02 78,47 5,02 79,17 -77,80 22,71 0,93
H2F-ite48 33,40 38,89 6,84 74,07 -86,93 35,81 0,41
H2F-ite72 34,11 34,03 7,74 72,92 -70,71 36,48 0,14
H2F-ite96 33,75 34,95 7,31 71,06 -76,07 36,31 0,06

gap1 menor do que a formulação T I, em um tempo de execução significativamente
menor. O menor valor de gap1 indica que a H2F-ite24 conseguiu encontrar melhores
limites inferiores e superiores. É importante destacar que esses bons valores de gap1

são encontrados devido aos bons limites inferiores gerados pela formulação FI . A
H2F-hor24 obteve valores de gap1 e opt1 que são aproximadamente tão bons quanto
a H2F-ite24. As melhores soluções geradas por H2F-ite24 em relação a H2F-hor24
mostram eficiência do processo iterativo e do pseudo-corte. Esse padrão de melhora
de solução se estende para todos os valores de π da H2F-horπ e H2F-iteπ.

Comparando os resultados das colunas gap1 e opt1 da H2F para os quatro valores
de π, nota-se uma diferença entre eles. Isso ocorre porque a formulação FF I gera
limites inferiores diferentes para cada valor de π. Para as três versões da heurística,
verifica-se que a H2F com π = 24 obteve os menores valores de gap1. Isso está
associado aos bons limites inferiores que a formulação FI com π = 24 consegue gerar.
Quando os limites superiores são comparados com limites inferiores fixos na coluna
gap2, verifica-se uma redução significativa do valor médio do gap2 e um aumento do
percentual de opt2 em relação a gap1 e opt1 da H2F. Esses valores mostram que os
limites superiores encontrados por H2F com π = 48, 72 e 96 apresentam qualidade
próxima dos encontrados pela H2F com π = 24.

Os limites superiores gerados pela H2F e a formulação T I são comparados na
coluna RPD(%). Os valores negativos mostram que a maioria das versões da H2F
conseguiu encontrar limites superiores melhores do que a formulação T I. Esses
melhores limites superiores se concentram principalmente nas instâncias de maior
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escala do conjunto P , que possuem 80 manutenções.
Com relação aos tempos de execução dos métodos de solução, a formulação

T I apresenta um valor médio significativamente superior aos encontrados por H2F.
Quando comparada às versões da heurística, a H2F-per apresenta os menores tem-
pos. Esses baixos tempos estão associados à divisão do horizonte em subproblemas
menores e à resolução deles separadamente. Os valores médios de tempo da H2F-hor
são maiores que os encontrados pela H2F-per, porque estão vinculados à solução de
um único subproblema na segunda fase da H2F. Como esperado, os tempos da H2F-
ite são maiores que os da H2F-hor, uma vez que uma é a versão iterativa da outra.
Por fim, a comparação entre os valores médios de tempo de execução mostrados nas
colunas time(s) e tF1 destaca a diferença de tempo de cada fase da H2F.

A Tabela 4.4 apresenta resultados de tempo de execução dos métodos de solução
e porcentagem de manutenções programadas para diferentes valores de |I| e Ω. A
tabela está dividida em duas partes. A primeira parte apresenta os valores médios
de tempo de execução, enquanto a segunda parte apresenta os valores percentuais
de manutenções programadas. Cada linha da tabela mostra os valores médios ou o
percentual para um conjunto de instâncias que possuem a configuração apresentada
nas duas primeiras linhas da tabela. As colunas |I| e Ω indicam, respectivamente, o
número de manutenções disponíveis para o planejamento e o percentual de manuten-
ções com multi-habilidades nas instâncias agrupadas. As demais colunas da Tabela
4.4 referem-se aos métodos de solução e aos respectivos valores de π utilizados na
versão da H2F.

Os resultados associados aos valores de tempo computacional na Tabela 4.4 mos-
tram um crescimento dos valores médios conforme aumenta o número de manutenções
nas instâncias. A diferença de tempo entre as instâncias com |I| = 20 e |I| = 80 é
expressiva, tanto nas diferentes versões da H2F, bem como na formulação T I. Esse
crescimento nos valores médios de tempo também ocorre com o aumento do percen-
tual de manutenções com multi-habilidade, principalmente nos valores da formulação
T I.

Com relação ao percentual de manutenções programadas, nota-se que os valores
se reduzem conforme o valor de Ω aumenta. Isso ocorre porque as manutenções com
multi-habilidade requerem mais de uma equipe. Logo, quando alocadas, tem-se me-
nor tempo disponível para programar outras manutenções. Quando comparados, os
valores médios percentuais entre os métodos de solução mostram que a H2F-hor e
H2F-ite obtiveram valores próximos da formulação T I nas instâncias com |I| = 20 e
|I| = 40. Porém, para as instâncias com |I| = 80, as duas versões da H2F apresentam
valores superiores à formulação T I. Esses valores estão associados aos valores nega-
tivos do indicador RDP na Tabela 4.3, que indica que, para essas instâncias, a H2F
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encontrou melhores soluções que a formulação T I. Por fim, embora a H2F-per não
tenha apresentado resultados tão satisfatórios quanto as duas outras versões da H2F,
nota-se que os valores médios percentuais de manutenções programadas apresentam
relativamente proximidade aos valores dos demais métodos.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados de tempos de execução dos métodos de
solução e porcentagem de manutenções programadas para diferentes valores de |M | e
Φ. Ela está dividida em duas partes. A primeira parte apresenta resultados de tempo
e a segunda parte mostra os resultados de percentual de manutenções programadas.
Cada linha da tabela mostra o valor médio do tempo de execução ou percentual
para um conjunto de instâncias que possuem a configuração apresentada nas duas
primeiras linhas da tabela. As colunas |M | e Φ indicam, respectivamente, o número
de máquinas e a percentagem do tempo que separa as duas janelas das equipes
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Tabela 4.4: Valores médios de tempo de execução e porcentagem de manutenções programadas de todos os métodos de solução para
cada valor de |I| e Ω.

Form. T I H2F-per H2F-hor H2F-ite
|I| Ω π = 24 π = 48 π = 72 π = 96 π = 24 π = 48 π = 72 π = 96 π = 24 π = 48 π = 72 π = 96

tempo(s)
20 25% 20,30 0,55 1,80 3,40 3,93 2,51 2,53 2,72 2,70 3,75 13,43 13,28 13,25

50% 52,20 0,63 2,03 4,06 4,69 2,81 2,78 2,90 2,86 5,52 13,46 14,52 14,50
80% 82,17 0,73 2,17 4,35 5,05 2,30 2,36 2,30 2,13 7,25 12,43 14,60 14,06

40 25% 389,67 1,11 3,86 6,98 8,31 6,88 6,65 6,77 6,63 8,15 28,34 30,83 28,61
50% 795,90 1,35 4,55 9,57 10,61 7,92 8,55 8,03 7,80 10,04 26,77 30,36 26,31
80% 1173,67 2,86 4,77 10,91 11,65 13,12 12,49 11,78 12,72 22,61 25,04 23,27 28,56

80 25% 1312,31 3,45 11,62 18,20 21,39 28,23 28,29 27,20 26,72 35,82 66,50 64,47 65,98
50% 1683,39 3,45 11,66 22,90 28,15 37,55 36,38 40,76 40,55 50,36 71,44 68,64 72,50
80% 1747,13 8,10 13,99 28,65 34,65 45,32 46,14 43,69 38,86 60,90 64,90 68,37 63,04

valor médio total 806,30 2,47 6,27 12,11 14,27 16,29 16,24 16,24 15,66 22,71 35,81 36,48 36,31

% manutenções programadas
20 25% 88,54 85,42 85,10 85,63 87,60 88,23 87,71 87,60 87,60 88,33 87,92 87,92 87,92

50% 86,67 80,94 82,81 82,60 83,44 85,73 85,31 85,10 84,90 86,56 86,15 86,04 86,15
80% 80,83 75,94 76,77 76,25 77,29 79,48 79,27 79,17 78,54 80,42 80,52 80,10 80,10

40 25% 87,92 84,53 85,36 85,94 85,99 87,86 87,50 87,60 87,45 87,86 87,86 87,92 87,81
50% 82,14 77,81 78,18 79,64 79,58 81,82 81,15 81,56 81,25 82,08 81,93 82,03 81,88
80% 68,70 64,43 64,48 65,99 64,74 67,81 66,77 67,40 66,61 68,07 67,14 67,92 67,24

80 25% 89,09 86,61 87,37 87,32 87,66 89,66 89,90 89,84 89,69 89,77 89,97 90,03 89,77
50% 86,09 83,20 84,09 84,09 85,13 86,98 86,67 86,22 86,35 87,06 86,82 86,33 86,64
80% 74,06 78,36 79,22 79,27 80,00 81,38 80,16 78,98 80,18 81,48 80,31 79,19 80,55

valor médio total 82,67 79,69 80,38 80,75 81,27 83,22 82,71 82,61 82,51 83,52 83,18 83,05 83,12
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Tabela 4.5: Valores médios de tempo de execução e porcentagem de manutenções programadas de todos os métodos de solução para
cada valor de |M | e Φ.

Form. T I H2F-per H2F-hor H2F-ite
|M | Φ π = 24 π = 48 π = 72 π = 96 π = 24 π = 48 π = 72 π = 96 π = 24 π = 48 π = 72 π = 96

Tempo de execução(s)
2 5% 504,48 1,61 5,26 10,38 13,86 12,57 13,41 14,83 12,90 17,16 35,11 36,31 34,28

15% 280,94 1,39 4,63 8,15 13,30 10,15 10,32 9,37 9,27 20,37 31,07 32,53 32,05
4 5% 1514,30 3,81 7,98 15,90 15,90 22,50 22,61 21,01 22,67 25,06 36,05 35,88 35,77

15% 925,50 3,07 7,21 14,03 14,03 19,95 18,63 19,75 17,82 28,27 41,02 41,22 43,14

% de manutenções programadas
2 5% 88,08 85,20 85,57 85,13 85,82 87,74 87,58 87,70 87,59 87,91 87,89 87,88 87,87

15% 82,16 78,60 79,39 78,73 79,19 81,64 81,38 81,13 81,26 82,04 81,86 81,91 81,97
4 5% 82,69 80,10 81,22 82,89 83,36 84,36 83,94 83,63 83,40 84,71 84,28 83,80 83,83

15% 77,75 74,87 75,34 76,24 76,71 79,12 77,96 77,97 77,78 79,41 78,68 78,62 78,80
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Os resultados da primeira parte da Tabela 4.5 mostram valores médios de tempo
computacional menores nas instâncias com |M | = 2 que aquelas com |M | = 4. Além
disso, nota-se também que as instâncias com Φ = 5% tiveram valores médios maiores
que as com Φ = 15%. Com relação à segunda parte, verifica-se que as instâncias com
menor valor de Φ tiveram um percentual maior de manutenções programadas. Isso
ocorre porque, com menor valor de Φ, tem-se um menor intervalo de tempo entre as
janelas, logo tendo mais tempo disponível para programar manutenções.

4.4.2 Experimentos do conjunto de instâncias M

A seguir é detalhado o procedimento de geração das instâncias do conjuntoM e as
características dessas instâncias. Em seguida, é apresentado e analisado os resultados
de um experimento computacional com as respectivas instâncias.

4.4.2.1 Geração de instâncias para conjunto M

As instâncias do conjunto M também foram geradas utilizando as instâncias
apresentadas em Aquino et al. (2018a). Para a geração desse conjunto, foram con-
sideradas as instâncias de Aquino et al. (2018a) com 150 e 300 manutenções. As
instâncias de Aquino et al. (2018a) utilizadas para a geração dos conjuntos P e M
têm uma diferença com relação à proporção do número de manutenções, máquinas
e equipes. As instâncias do conjunto P têm, por exemplo, a configuração dada por
40 manutenções, 4 máquinas e 4 equipes. Já as instâncias do conjunto M têm, por
exemplo, a configuração dada por 150 manutenções, 120 máquinas e 148 equipes.
Com essa diferença, a geração de novas instâncias sofre uma modificação.

A principal modificação é na geração de manutenções com multi-habilidades.
No conjunto M, o número total de manutenções com multi-habilidade é dado por∑|M |

m Ω× |Im|, em que o subconjunto Im ⊆ I representa as manutenções associadas
às máquinas m. Nesse conjunto de instâncias, o parâmetro Ω indica a porcentagem
de manutenções com multi-habilidade para cada subconjunto de manutenções asso-
ciado a cada máquina. A soma de manutenções com multi-habilidade em todas as
máquinas é o número total de cada instância. Para alterar as manutenções mono-
habilidade para multi-habilidade é utilizado o mesmo procedimento do conjunto P .
No conjuntoM foram utilizados os valores de Ω iguais a 25%, 50% e 80%. Para cada
valor de Ω, foram geradas duas instâncias.

Para gerar instâncias com janelas nas equipes, foi utilizado o mesmo procedimento
detalhado na Subseção 4.4.1.1 para o conjunto P . No conjunto M foram utilizados
os valores de Φ dados por 5% e 15%. Para cada valor de Φ, foram geradas duas
instâncias.
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Tabela 4.6: Características das instâncias do conjuntoM

|I| |M | |K|
150 120 148
150 93 92
150 101 71
300 239 221
300 179 158
300 181 75

Portanto, para cada instância de Aquino et al. (2018a), foram geradas 24 (2×2×
2× 3) novas instâncias. As instâncias utilizadas do artigo citado são apresentadas na
Tabela 4.6. Ao todo, foram adaptadas seis instâncias originais do estudo de Aquino
et al. (2018a) e, com elas, foram geradas 144 instâncias (6 × 24). Todas essas ins-
tâncias estão disponíveis em https://github.com/joaoluizandrade/LTPMOSP-MS/

tree/main/medium.
Esta seção compara os resultados da formulação T I com as três versões da H2F

com diferentes valores de π na formulação da primeira fase. Para cada versão da H2F,
foram realizados experimentos com os valores do parâmetro π dados por π = 24, 48,
96 e 192. Note que o maior valor desse parâmetro para o conjunto M é maior
que o utilizado no conjunto P . Isso ocorre porque o horizonte de planejamento
das instâncias do conjunto M é mais longo. Como os parâmetros de entrada das
manutenções e das equipes são fracionários, cada período das formulações T I e FII
tem a duração de 0,1 hora.

Para os experimentos com a formulação T I, o tempo limite de execução do solver
CPLEX foi definido para 4 horas (ou 14.400 segundos), enquanto para as diferentes
versões de H2F o tempo limite de execução é igual a 3600 segundos. Para se obter
esse valor de tempo limite de execução nas heurísticas, os parâmetros de entrada
associados com tempo de execução têm os valores iguais a ti1 = |I|, TL = 3600 e
TL2 =

TL
2

. Note que o tempo do parâmetro ti1 é igual, em segundos, ao número de
manutenções.

A Tabela 4.7 apresenta e compara os resultados computacionais da formulação T I
com as diferentes versões da H2F com quatro valores de π. Cada linha está associada
a um método de solução e indica o valor médio ou percentual, considerando todas
as instâncias do conjunto M que possuem o número de manutenções indicado na
coluna |I|. A coluna Método indica o método de solução utilizado para solucionar as
instâncias agrupadas. As colunas gap1(%), opt1(%), gap2(%), opt2(%), t(s) e tPH1(s)

são similares as da Tabela 4.3. A coluna %lb aparece apenas na Tabela 4.7 e indica a
porcentagem de instâncias em que o limite inferior é válido. Ele é válido somente se a

https://github.com/joaoluizandrade/LTPMOSP-MS/tree/main/medium
https://github.com/joaoluizandrade/LTPMOSP-MS/tree/main/medium
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Tabela 4.7: Resultados computacionais para a formulação T I e as diferentes versões
da H2F para solucionar instâncias do conjuntoM.

|I| Método gap1(%) %lb %opt1 gap2(%) %opt2 t(s) tF1(s)
150 Form. T I – – 0,00 – – – –

H2F-per24 41,38 70,83 30,56 31,17 30,56 118,63 49,79
H2F-per48 14,32 76,39 52,78 11,87 55,56 123,13 47,34
H2F-per96 6,11 98,61 58,33 5,91 61,11 121,81 25,68

H2F-per192 4,72 100,00 61,11 4,47 65,28 131,31 8,65
H2F-hor24 0,00 70,83 70,83 1,55 70,83 101,29 49,76
H2F-hor48 0,58 76,39 66,67 1,55 70,83 99,87 47,37
H2F-hor96 2,97 98,61 65,28 2,84 68,06 79,88 26,11

H2F-hor192 3,71 100,00 62,50 3,45 66,67 213,08 8,73
H2F-ite24 0,00 70,83 70,83 1,55 70,83 114,45 49,75
H2F-ite48 0,58 76,39 66,67 1,55 70,83 1264,09 47,54
H2F-ite96 1,81 98,61 66,67 1,61 70,83 824,61 25,90

H2F-ite192 3,38 100,00 62,50 3,13 66,67 1395,82 8,74
300 Form. T I – – – – – – –

H2F-per24 – 0,00 0,00 39,29 1,39 453,88 300,17
H2F-per48 22,83 30,56 0,00 38,36 2,78 468,35 264,57
H2F-per96 29,58 97,22 11,11 29,27 11,11 505,29 74,33

H2F-per192 37,90 100,00 9,72 33,75 9,72 960,88 29,34
H2F-hor24 – 0,00 0,00 14,13 16,67 1138,12 300,19
H2F-hor48 7,64 30,56 0,00 9,71 29,17 1591,69 264,91
H2F-hor96 17,56 97,22 23,61 18,43 23,61 1742,84 74,66

H2F-hor192 25,22 100,00 19,44 20,99 19,44 2523,15 29,39
H2F-ite24 – 0,00 0,00 12,97 16,67 1145,91 300,17
H2F-ite48 7,60 30,56 0,00 6,18 30,56 2777,91 265,31
H2F-ite96 11,32 97,22 27,78 11,31 27,78 2850,60 74,73

H2F-ite192 15,75 100,00 27,78 11,40 27,78 2874,74 29,40
O carácter “–” indica que nenhum resultado foi gerado para a respectiva coluna.

formulação FI encontrar uma solução ótima dentro do limite de tempo de execução ti1

e apenas na primeira ou única iteração do H2F. Vale destacar que o gap1 é calculado
somente nas instâncias com limite inferior válido. Logo, o valor médio da coluna
gap1(%) é calculado considerando apenas as instâncias que possuem um valor de
gap1. Outro ponto que deve ser destacado é que a porcentagem da coluna opt1(%)

considera todas as instâncias com o número de manutenções indicado na coluna |I|.
Assim, o percentual da coluna %opt1 deve ser igual ou menor à coluna %lb.

Nos experimentos com as instâncias do conjuntoM, a formulação T I não conse-
guiu gerar nenhuma solução pois a execução encontrou o limite do valor de memória
do computador utilizado. Como não foi gerado nenhum resultado, foi adicionado o
caractere "−−"nas colunas associadas à formulação T I. Já a H2F, nas três versões
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e com diferentes valores de π, conseguiu gerar soluções para todas as instâncias do
conjunto M, sendo algumas delas soluções exatas. Vale destacar que a formulação
da segunda fase da H2F e a T I possuem semelhanças, conforme descrito na Subse-
ção 4.3.2. Porém, a formulação FII conseguiu gerar soluções para o problema em
estudo. Isso ocorre porque essa formulação tem dimensões menores, devido à solução
da primeira fase.

As diferentes porcentagens da coluna %lb e tempos da coluna tFI
(s) para cada

valor π mostram a influência do parâmetro de entrada nos resultados. A formulação
FI com π = 192 gerou os melhores resultados e encontrou solução ótima para a fase 1
dentro do limite de tempo em 100% das instâncias. Além disso, obteve o menor valor
médio de tempo, enquanto a formulação da primeira fase com π = 24 não conseguiu
gerar nenhum limite inferior válido para gap1 nas instâncias com |I| = 300. Note
que o valor médio de tempo da coluna tFI

(s) está próximo do tempo de ti1. Além
disso, como não há nenhum limite inferior válido, não é possível calcular gap1 para
nenhuma instância.

Ao analisar os valores da coluna gap1, nota-se que, para os métodos H2F-hor24
e H2F-iter24, o valor médio é igual a zero. Isso indica que os métodos conseguiram
encontrar solução ótima em todas as instâncias que obtiveram um limite inferior
válido. Isso pode ser visto nos valores percentuais iguais das colunas %lb e %opt1.

Considerando todos os limites inferiores gerados pelos diferentes valores de π,
é possível calcular o gap2 para todas as instâncias do conjunto M e de todos os
métodos. Ao analisar os valores da coluna gap2 para as instâncias com |I| = 150,
verifica-se que H2F-hor e H2F-ite obtiveram valores médios inferiores a 4%. Vale
destacar que, para H2F-hor24, H2F-hor48, H2F-iter24 e H2F-iter48, o valor médio foi
inferior a 2%, indicando soluções próximas da ótima. Esses baixos valores de gap2

estão associados aos bons limites inferiores gerados pela formulação FI . Além disso,
esses métodos conseguiram determinar a solução ótima em aproximadamente 71%

das instâncias com |I| = 150. Note que a H2F-hor48 conseguiu obter esses bons
resultados em aproximadamente 100 segundos.

Quando analisados os valores da coluna gap2 para instâncias com |I| = 300,
observa-se um aumento com relação aos valores médios para as instâncias com |I| =
150. No entanto, o H2F-ite consegue ter valores médios próximos de 12% nas versões
da heurística com π = 24, 96 e 192; para a versão com π = 48, o valor médio é
próximo de 6%. Além disso, a H2F-iter48 conseguiu encontrar solução ótima em
aproximadamente 30% das instâncias com |I| = 300. Quando consideradas todas as
instâncias do conjuntoM, a H2F-iter48 encontrou solução ótima em mais de 50% das
instâncias.

A Figura 4.6 mostra o valor médio percentual de manutenções programadas e
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Figura 4.6: Valores médios de porcentagem de manutenções programadas e equipes
utilizadas no planejamento para as diferentes versões da H2F.
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equipes utilizadas para as diferentes versões da H2F. Observa-se que, embora as
versões da H2F gerem diferentes qualidades de soluções, o percentual de manutenções
programadas e equipes utilizadas nas soluções permanece relativamente próximo.

4.5 Conclusões parciais para o estudo do LTPMOSP-

MS

Este capítulo abordou um método de solução para o LTPMOSP-MS. Para solu-
cionar este problema de natureza NP-difícil, foram propostas três versões de uma
nova heurística de duas fases, denominada H2F. A primeira fase consiste em atri-
buir as manutenções às equipes e períodos, enquanto a segunda fase sequencia as
manutenções nas equipes, respeitando todas as restrições do problema. A alocação
da primeira fase é definida por uma formulação matemática baseada em variáveis
indexadas no tempo. A estratégia de divisão utilizada nessa formulação é nova na
literatura e é baseada na formulação da Seção 3.5. A primeira fase da H2F é res-
ponsável por transformar o LTPMOSP-MS em um ou vários subproblemas de menor
dimensão, solucionados na segunda fase. Na H2F-per, o horizonte é dividido em sub-
problemas de menor dimensão e são solucionados independentemente e em sequência.
Na H2F-hor, é solucionado um único subproblema para todo o horizonte. A H2F-ite
utiliza a mesma estratégia da H2F-hor, porém, após solucionar o subproblema, pode
ser gerado um pseudo-corte. Ele é adicionado na formulação da primeira fase e ambas
as fases são executadas novamente.

A formulação T I, da Seção 4.2, e as diferentes versões da H2F, foram testadas
com instâncias que variam entre 20 e 300 manutenções. Para um conjunto de instân-
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cias com 20 a 80 manutenções, a formulação T I conseguiu gerar soluções exatas para
aproximadamente 82% das instâncias. A H2F-ite com π = 24 conseguiu encontrar
soluções ótimas em aproximadamente 79% das instâncias, porém gerou limites infe-
riores e superiores mais fortes em um tempo significativamente menor. Vale destacar
que todas as versões da H2F conseguiram encontrar limites superiores melhores do
que da formulação T I para as instâncias com 80 manutenções. Para o conjunto de
instâncias com 150 e 300 manutenções, a formulação proposta não conseguiu gerar
nenhuma solução, enquanto que a H2F conseguiu solucionar todas as instâncias. A
H2F-hor e H2F-ite encontraram soluções ótimas para aproximadamente 71% das ins-
tâncias com 150 manutenções em um tempo computacional médio de 115 segundos.
Para as instâncias com 300 manutenções, a H2F-iterativa com π = 48 encontrou
solução ótima em aproximadamente 31% das instâncias. No total, a H2F-ite com
π = 48 encontrou solução ótima em aproximadamente 50% das instâncias com 150 e
300 manutenções.



Capítulo 5

Considerações finais e trabalhos
futuros

As considerações finais e os trabalhos futuros são apresentados neste capítulo. A
Seção 5.1 apresenta as considerações finais da pesquisa. A Seção 5.2 relaciona os
trabalhos publicados durante o doutoramento. Por fim, a Seção 5.3 discute possíveis
linhas de pesquisa para continuar este estudo.

5.1 Considerações finais

Nesta tese, foram pesquisados dois importantes e desafiadores problemas de oti-
mização. O primeiro deles foi o Problema de Planejamento de Ordens de Manutenção
Preventiva de Longo Prazo (LTPMOSP). Ele foi introduzido em Aquino et al. (2018a)
e busca determinar quais manutenções serão programadas, dado um conjunto delas,
em que instante elas serão executadas e por qual equipe. Cada manutenção tem uma
janela específica para sua execução, em que ela pode ser executada. Além disso, no
LTPMOSP, cada manutenção requer uma única habilidade para ser executada e cada
equipe possui uma única habilidade. Assim, cada manutenção pode ser executada
apenas por um conjunto particular de equipes. O segundo problema é o Problema de
Planejamento de Manutenções Preventivas com Multi-habilidades (LTPMOSP-MS).
Ele é introduzido nesta tese e é uma extensão do LTPMOSP. Nele, as manutenções
podem requerer uma ou mais habilidades para serem executadas. Para as manuten-
ções com multi-habilidade serem executadas, é necessário atribuí-las a um número de
equipes igual às habilidades que elas requerem. Outra diferença entre o LTPMOSP-
MS e o LTPMOSP é com relação à disponibilidade das equipes. Em LTPMOSP cada
equipe tem uma única janela de disponibilidade para executar manutenções, porém,
no LTPMOSP-MS, as equipes possuem duas janelas com um intervalo de indisponi-
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bilidade entre elas. Ambos os problemas têm como objetivo minimizar o número de
equipes utilizadas no planejamento e a soma das penalidades por manutenções não
programadas. A revisão de literatura realizada nesta tese destacou que as caracte-
rísticas dos dois problemas podem ser encontradas em outros estudos da literatura,
porém, até onde sabemos, não todas elas.

Devida à natureza NP-difícil do LTPMOSP e à larga escala de uma instância
real do problema, as pesquisas anteriores a esta deram grande foco para métodos
heurísticos para a sua resolução. Este trabalho seguiu em outra linha de pesquisa,
dando uma ênfase maior em métodos exatos. Foram propostas duas novas formula-
ções matemáticas. A primeira formulação é baseada em variáveis indexadas no tempo
e a segunda combina variáveis indexadas no tempo e de precedência. Até onde sa-
bemos, a segunda propõe uma nova estratégia na literatura. No entanto, para lidar
com instâncias de grande escala e real, foi desenvolvido um algoritmo baseado na
meta-heurística GRASP. Por fim, foi proposto um método de solução híbrido exato.
Os resultados dos experimentos computacionais mostram que as formulações mate-
máticas propostas são superiores, em relação a encontrar soluções ótimas e limites
fortes, do que a formulação proposta por Aquino et al. (2018a). Com destaque para a
segunda formulação, que conseguiu encontrar solução ótima em instâncias com 150,
300 e 600 manutenções. Além disso, o algoritmo GRASP desenvolvido nesta pesquisa
mostrou-se ser mais eficiente que os algoritmos propostos em trabalhos anteriores, en-
contrando limites superiores melhores em tempo de execução menor.

Para solucionar o LTPMOSP-MS, foi proposta uma formulação matemática ba-
seada em variáveis indexadas no tempo e uma nova heurística de duas fases. Nas
três versões da heurística, a primeira fase atribui as manutenções às equipes e a
segunda fase sequencia as manutenções nas equipes. Embora a heurística não seja
um algoritmo exato, ela é capaz de encontrar soluções ótimas. Os resultados dos
experimentos computacionais mostram um desempenho satisfatório da formulação
matemática para instâncias de pequena escala, encontrando limites fortes e soluções
ótimas para a maioria dessas instâncias. Porém, para as instâncias de média escala,
a formulação não conseguiu gerar nenhuma solução. Com relação aos resultados da
heurística, duas versões dela conseguiram encontrar um número de soluções ótimas
muito próximo da formulação para as instâncias de pequena escala. Porém, elas fo-
ram capazes de gerar limites mais fortes para essas instâncias. Para as instâncias de
média escala, a versão iterativa da heurística conseguiu gerar solução ótima para 50%
das instâncias. Com esses resultados, a versão mais indicada da heurística de duas
fases é a iterativa, uma vez que gerou os melhores resultados para todas as instâncias.
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5.2 Trabalhos derivados desta pesquisa

Os trabalhos a seguir resultam dessa tese:

(i) DE ANDRADE, J.L.M., SOUZA, M.J.F., DE SÁ, E.M., MENEZES, G.C. e de
Souza, S.R.. Um algoritmo GRASP eficiente para um problema de planejamento
de ordens de manutenção de longo prazo. In: XLI Congresso Nacional de
Matemática Aplicada e Computacional, 2022, Campinas. Um algoritmo
GRASP eficiente para um problema de planejamento de ordens de manutenção
de longo prazo, 2022. v. 9. https://doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0314

(ii) DE ANDRADE, J.L.M., SOUZA, M.J.F., DE SÁ, E.M., MENEZES, G.C. e de
Souza, S.R. Uma nova formulação matemática para um problema de planeja-
mento de ordens de manutenção preventiva de longo prazo. In: LV Simpó-
sio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO 2023), 2023, São José
dos Campos. Anais do Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2023.
https://doi.org/10.59254/sbpo-2023-174884

(iii) DE ANDRADE, J.L.M., SOUZA, M.J.F., DE SÁ, E.M., MENEZES, G.C. e
de Souza, S.R. (2024). Formulations and heuristic for the long-term preventive
maintenance order scheduling problem. Computers & Operations Rese-
arch, 170, p.106781. https://doi.org/10.1016/j.cor.2024.106781.

(iv) DE ANDRADE, J.L.M., SOUZA, M.J.F., DE SÁ, E.M., MENEZES, G.C. e de
Souza, S.R. Uma formulação matemática para o problema de planejamento de
manutenções preventivas com multi-habilidades In: LVI Simpósio Brasileiro
de Pesquisa Operacional (SBPO 2024), 2024, Fortaleza. Anais do Simpósio
Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2024. https://doi.org/10.59254/sbpo-2024-
193590

(v) DE ANDRADE, J.L.M., SOUZA, M.J.F., DE SÁ, E.M., MENEZES, G.C. and
de Souza, S.R. (2025). Matheuristics for a preventive maintenance scheduling
problem with multi-skilled. Submetido a uma revista científica. ‌

5.3 Trabalhos futuros

Apesar dos resultados muito importantes, ainda existem desafios e oportunidades
de pesquisa para ambos problemas abordados nesta tese. Nos experimentos compu-
tacionais de ambos os problemas, as formulações baseadas em variáveis conseguiram
gerar soluções apenas para as instâncias de pequena escala. Para as instâncias com
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escala maior a essa, as dimensões da formulação ficam muito grandes e requerem
grande quantidade de memória. Na literatura já existem trabalhos, como de Akker
et al. (2000) e Bigras et al. (2008), que contornam esse problema utilizando o método
de geração de coluna. Portanto, uma alternativa de pesquisa futura é adaptar as
formulações propostas para possibilitar a implementação desse método.

Outra alternativa de pesquisa futura para os dois problemas é a consideração de
incerteza. Embora Coelho et al. (2026) já tenha abordado incerteza no tempo de
execução das manutenções, ainda há outras formas na literatura abordar incerteza.
Uma delas é a abordagem robusta Bertsimas & Sim (2003). Além disso pode ser
considerado incerteza em outro parâmetros como o tempo de disponibilidade de uma
equipe. Uma vez que pode ocorrer incapacidade inesperada de uma equipe.

Os resultados dos experimentos computacionais do método de solução proposto
para o LTPMOSP-MS mostram que a formulação da primeira fase foi capaz de gerar
limites inferiores que convergem com os limites superiores gerados no final da segunda
fase. No entanto, isso não foi possível para todas as instâncias. Logo, uma suges-
tão para trabalhos futuros é o desenvolvimento de melhorias na formulação. Outra
sugestão é o desenvolvimento de uma heurística ou meta-heurística para a segunda
fase da H2F. A diferença dos tempos das colunas t(s) e tF1 mostra que a segunda
fase possui a maior parte do tempo de execução da H2F. Além disso, a formulação da
segunda fase é baseada em variáveis que requerem grande quantidade de memória.
Assim, uma heurística pode tanto reduzir o tempo computacional, bem como lidar
com soluções de instâncias de maior escala. Por fim, mais uma sugestão seria desen-
volver uma versão H2F iterativa utilizando a estratégia da segunda fase da H2F-per.
Uma vantagem dessa versão da H2F são os subproblemas na segunda fase. O desen-
volvimento de pseudo-cortes que melhorem a atribuição das manutenções a períodos
pode deixar o método de solução mais poderoso.
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Apêndice A

Complexidade do subproblema de
posicionamento de manutenção

Proposição 1. O subproblema de posicionamento de manutenção (SPM) é um pro-
blema NP-difícil.

Demonstração. Considere um caso específico do SPM, em que a janela de tempo
para cada manutenção é igual todo horizonte de planejamento, cada manutenção
será executada em diferentes máquinas (o que significa que não haverá sobreposição
na programação das manutenção nas máquinas) e todas as equipes tem habilidade
para executar todas as manutenções. Além disso, suponha que as penalidades para
manutenções não programadas sejam significativamente maiores que um, o que sig-
nifica que a minimização do número de equipes é irrelevante quando comparada à
minimização da penalização para manutenções não programadas.

Portanto, este caso específico do problema consiste em selecionar quais manuten-
ções serão executadas por cada equipe, a fim de minimizar a penalidade total para
manutenções não programadas, respeitando a capacidade de cada equipe, dada pelo
seu tempo disponível. Este problema pode ser expresso como:

min
∑
i

wi(1−
∑
k

xik) (A.1)

s.t.
∑
i∈I

pixik ≤ hk ∀k ∈ K (A.2)

xik ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, k ∈ K (A.3)

Esse problema é equivalente ao problema das múltiplas mochilas (PMM), onde
cada manutenção corresponde a um item e cada equipe uma mochila. É importante
notar que o problema da mochila envolve maximizar o benefício obtido por selecionar
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o objeto:
max

∑
i

∑
k

wixik.

Entretanto, o valor ótimo das variáveis de decisão também pode ser obtido por meio
da função objetivo

max
∑
i

∑
k

wixik −
∑
i

wi =
∑
i

−wi(1−
∑
k

xik),

como
∑

iwi é um número constante. Além disso, esta função objetivo é equivalente
a

min
∑
i

wi(1−
∑
k

xik),

como o PMM é um NP-difícil (Pisinger, 1999), então o PMM é, também, NP-
difícil.
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