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Resumo

O fendbmeno quéantico do emaranhamento em sistemas de particulas idénticas ainda é motivo
de discussoes e divergéncias na comunidade académica, tanto no que diz respeito a sua
interpretacao fisica e experimental, quanto em relacdo a maneira correta de se quantifica-
lo. Por outro lado, sua correta compreensao é fundamental para o desenvolvimento de
tecnologias baseadas em criptografia, computacao e informacao quanticas, medi¢oes de
alta precisao, entre outras. Aqui, propde-se um método simples, que langa mao da descrigao
baseada em particulas (primeira quantizagao), intuitivamente chamado de dessimetrizacdo
da base do espaco de Hilbert, que mostrou-se eficaz no calculo do emaranhamento por
meio do trago parcial do operador densidade, de maneira semelhante ao caso de particulas
distinguiveis. Além disso, o trabalho também desenvolve um método para gerar estados
maximamente emaranhados, que funciona para sistemas bipartidos idénticos e distinguiveis
de dimensao finita, com igual importancia para o desenvolvimento de tecnologias associadas
ao fendmeno do emaranhamento quéntico.

Palavras-chave: Emaranhamento, Particulas Idénticas, Estados maximamente emaranha-
dos.
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Abstract

Entanglement phenomenon in identical particle systems still is a subject of discussions
and divergences among the academic community, both with respect to its physical and
experimental interpretations, as well as to the correct manner of quantifying it. On the other
hand, its correct comprehension is fundamental for the development of technologies based
on quantum cryptography, computation and information, high precision measurements, and
more. Here, a simple method is proposed, which resorts to the particle-based description
(first quantization), intuitively called desymmetrization of the Hilbert space basis, and which
showed itself to be successful in calculating entanglement by means of the partial trace of
the density operator, just as for distinguishable particles. Furthermore, this work additionally
develops a method for generating maximally entangled states, which functions for either
identical or distinguishable bipartite systems with finite dimension, being also important for
the development of technologies associated with quantum entanglement phenomenon.

Keywords: Entanglement. Identical Particles. Maximally entangled states.
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Capitulo 1

Introducao

O emaranhamento quéantico esta entre os fendbmenos mais importantes e intrigantes da
mecanica quantica. Em 1935, Schrédinger apresentou-o como sendo “nao um, mas o trago
caracteristico da mecéanica quantica, que reforca sua completa separacao das linhas de
pensamento classico”. Trata-se de uma consequéncia do principio da superposi¢ao que
rege o espaco de estados da teoria quantica (SCHRODINGER, 1935; COHEN-TANNOUDJI;
DIU; LALOE, 1973a).

Essa ideia foi o cerne do trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) (EINSTEIN; PO-
DOLSKY; ROSEN, 1935), que criticaram a teoria quantica com base na suposta perda de
localidade devido ao colapso instantaneo da fungéo de onda de um sistema emaranhado
quando submetido a uma medigao. Eles defendiam que n&o era a medigao que levava o
sistema a um determinado estado quantico, mas que o sistema ja estava naquele estado
desde o principio, mas a teoria quantica ndo poderia determina-lo, por ser incompleta. A
partir de entéo, varias teorias de variaveis ocultas surgiram com o objetivo de “completar” a
teoria quantica. Nos anos 1960, John Bell resolveu o paradoxo EPR, como ficou conhecido
o trabalho de 1935, mostrando que qualquer teoria de variavel oculta local seria incom-
pativel com a mecénica quantica. O Teorema de Bell (BELL, 1964) acabou levantando
novas possibilidades em relagédo a ndo localidade na natureza e, alguns anos mais tarde, o
experimento de Aspect, Grangier e Roger corroborou a ndo localidade quantica (ASPECT;
GRANGIER; ROGER, 1982). Recentemente, outros experimentos, mais precisos inclusive,
comprovaram a incompatibilidade da mecanica quéntica com a desigualdade de Bell, como
por exemplo o de Weihs et al. (1998) (GRIFFITHS, 2011).

Desde o final do século XX, inumeros trabalhos foram desenvolvidos no sentido de se
compreender melhor o emaranhamento quantico (HORODECKI et al., 2009). Ademais, os
estudos em torno do emaranhamento quantico sao inerentemente interdisciplinares, uma vez
que sao fundamentais em toda a teoria da informacao quantica (LO; SPILLER; POPESCU,
1998), sendo o fendmeno indispensavel para a implementagdo de algoritmos quéanticos



(LANYON et al., 2007) e para a criptografia quantica (EKERT, 1991; BALACHANDRAN et
al., 2013). Entretanto, em muitos desses casos, 0s sistemas envolvidos sdo constituidos por
partes indistinguiveis, como acontece com os préprios qubits, além de pontos quéanticos
(ARTUSO; BRYANT, 2013) e atomos ultrafrios (BENATTI; FLOREANINI; MARZOLINO,
2011), o que traz certa complexidade ao problema do emaranhamento.

De fato, quando os sistemas sdo compostos por partes idénticas, a teoria quantica exige que
o postulado da simetrizagao seja aplicado, segundo o qual os vetores (kets) que descrevem
um estado fisico s6 podem ser, conforme a natureza das partes idénticas, ou completamente
simétricos ou completamente antissimétricos em relacao a permutacao dos simbolos que
descrevem essas partes. Kets simétricos descrevem sistemas formados por bosons e,
antissimétricos, sistemas formados por férmions. Essa constru¢ao esta em acordo com o
principio da exclusao de Pauli, para o qual a funcdo de onda fermiénica é nula caso as
partes encontrem-se no mesmo estado (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1973b).

A exigéncia da simetrizacdo do estado fisico que descreve um sistema de partes indistin-
guiveis traz implica¢des importantes para o célculo e, até mesmo, para a interpretagéo
do significado fisico do emaranhamento. De imediato, a propria ideia do trago parcial do
operador densidade é complexa, uma vez que esta operagao atribui um operador densidade
reduzido para cada parte do sistema, podendo, equivocadamente, dar-se a impressao de
que a cada parte é atribuido um estado especifico (GHIRARDI; MARINATTO; WEBER,
2002; GHIRARDI; MARINATTO, 2004; GHIRARDI; MARINATTO, 2005).

Ao longo das ultimas décadas, pesquisadores vém buscando melhor compreenséo sobre
o emaranhamento de particulas idénticas, desde sua investigacao experimental (FURU-
SAWA et al., 1998; HORODECKI et al., 2003), passando por teorias para sua quantificacao
(BALACHANDRAN et al., 2013; LOFRANCO; COMPAGNO, 2016; SCIARA; LOFRANCO;
COMPAGNO, 2017; BENATTI; FLOREANINI; TITIMBO, 2014; SHI, 2003; GHIRARDI; MARI-
NATTO, 2005) e chegando a aplicagdes praticas do fendmeno, como em experimentos com
condensados de Bose-Einstein (SORENSEN et al., 2001), espectroscopia de alta precisao
(BOLLINGER et al., 1996; BENATTI; FLOREANINI; MARZOLINO, 2010) e magnetismo
quantico (BRITTON et al., 2012).

As solucdes propostas até aqui vao desde a algebra de operadores (observaveis) (BENATTI;
FLOREANINI; MARZOLINO, 2010), bem como a construcdo Gelfand—Naimark—Segal
(GNS), que substitui o traco parcial pela nogao de “restricdo de um estado a uma su-
balgebra” (BALACHANDRAN et al., 2013), chegando até a recente descricdo de sistemas
idénticos sem rotulacao das partes, levando em conta a sobreposicdo espacial entre os
subsistemas e propondo um aspecto de universalidade para a decomposicao de Schmidt
(LOFRANCO; COMPAGNO, 2016; SCIARA; LOFRANCO; COMPAGNO, 2017).



Além desses, alguns trabalhos langaram mao da primeira abordagem, com algebra de
operadores, e incluiram a parte espacial como uma particdo do espaco de Hilbert global,
mostrando n&o haver emaranhamento para medidas locais de sistemas de spins espaci-
almente separados, mesmo se eles forem idénticos (CUNDEN et al., 2014). Finalmente,
alguns critérios gerais para definir se um estado puro de um sistema composto por partes
idénticas € emaranhado (ou n&o) sdo estabelecidos, na tentativa de se explicar algumas
questdes “embaragosas” que surgem quando se trabalha com partes indistinguiveis, como
a ideia de que estados ndao emaranhados sao impossiveis para sistemas de partes idénticas
devido ao postulado da simetrizacao (GHIRARDI; MARINATTO, 2005).

Essas abordagens mostram-se, de algum modo, bem sucedidas em fornecer medidas do
emaranhamento de um sistema, ou em determinar se ele existe ou ndo. Entretanto, em
alguns pontos, elas apresentam resultados contraditérios, mostrando que a discussao em
torno do emaranhamento de particulas idénticas ainda é um objeto de pesquisa em aberto.
Deste modo, este trabalho propée uma abordagem alternativa, que acaba reproduzindo
alguns dos resultados encontrados pelos autores supracitados, mas utilizando conceitos
fisicos e matematicos mais simples.

Neste sentido, o método aqui proposto € intuitivamente chamado de dessimetrizacdo da
base do espaco de Hilbert, que sera detalhado adiante. Em suma, o procedimento consiste
em tomar-se o estado global (anti)simétrico e reescrevé-lo em uma base ndo simétrica,
conservando a (anti)simetrizagdo como uma restricdo nos coeficientes associados a esses
estados de base. Formalmente, esse vetor continua representando o mesmo estado fisico
de antes, mas em uma base nao simetrizada. Matematicamente, esse novo vetor é como
qualquer outro vetor que descreve um sistema de partes distinguiveis e a entropia de
emaranhamento pode ser calculada como de costume.

Outrossim, este trabalho propde um método para se gerar estados maximamente ema-
ranhados, tanto para sistemas bipartidos idénticos como para distinguiveis, em qualquer
dimensao finita. Essa € uma necessidade recorrente em algumas aplicagdes, como no
caso de algoritmos, protocolos e cddigos para correcao de erros da computacao quantica
de dois niveis, generalizada para espagos de Hilbert com dimensao arbitraria. A grande
vantagem dos sistemas com dimensdes d maiores do que dois (qudits) é que menos subsis-
temas precisam ser acoplados para obter-se espacgos de Hilbert com uma dada dimensao
(KARIMIPOUR; BAHRAMINASAB; BAGHERINEZHAD, 2002). Um exemplo pratico € a
generalizagao da porta XOR atuando em um espaco de Hilbert de dimenséo arbitraria, que
torna possivel a execucao de tarefas como teletransporte quéantico e purificagao de estados
quanticos (LANYON et al., 2009; ALBER et al., 2000; YOU-BANG, 2007).

Alguns métodos para a geracao de bases de Bell generalizadas séao propostos (SYCH;
LEUCHS, 2009; BENNETT et al., 1993; ALBER et al., 2000). Sych e Leuchs (2009) propdéem



uma simplificacé@o, representando esses estados por meio de matrizes, as quais os autores
reivindicam serem mais convenientes em relacao as propriedades de emaranhamento. Por
outro lado, eles limitam-se a espacos cujas dimensdes sao poténcias de 2, de modo a
nao perder a propriedade da (anti)simetria. Bennett et al. (1993) por sua vez constroem
uma base generalizada semelhante a de Sych e Leuchs (2009), porém mais adequada aos
trabalhos com teleporte quantico. Recentemente Alber et al. (2000) procuraram gerar uma
base de Bell generalizada por meio da transformada de Fourier e da generaliza¢ao da porta
XOR quéntica para espacgos de Hilbert de dimensdes maiores.

As propostas apresentam resultados relevantes, posto que parecem cumprir as propriedades
dos estados de Bell. Contudo, as abordagens sao relativamente limitadas no que diz respeito,
por exemplo, a aplicabilidade para particulas idénticas ou mesmo para subsistemas com
dimensao d qualquer, desde que finita. Assim, o método aqui proposto mostra-se eficaz em
cumprir todas as propriedades para a criacao de bases de Bell em qualquer dimenséo finita,
compreendendo também casos de particulas idénticas ou distinguiveis, além de utilizar-se
de um aparato matematico simples e acessivel.

Em sintese, a proposta parte de uma base para o espaco de Hilbert ordenada conve-
nientemente e, em seguida, escrita de forma matricial. Um grupo de vetores é coletado
seguindo-se as diagonais secundarias dessa matriz de base e cada grupo fornece uma
sobreposi¢cao maximamente emaranhada dos vetores que o compdem. A permutagao dos
sinais positivo e negativo nas sobreposi¢des e a normalizacdo dos estados completam a
construcao de uma base ortonormal maximamente emaranhada para o espacgo de Hilbert.

Finalmente, ambos os objetos deste estudo entremeiam-se, visto que a dessimetrizacao
da base do espaco de Hilbert faz-se necessaria para a geragao de estados maximamente
emaranhados para sistemas idénticos e também é utilizada para verificar que os estados
gerados apresentam, de fato, emaranhamento maximo, tanto para o caso de partes idénticas
quanto para distinguiveis.

Em vista disso, este trabalho organiza-se da seguinte maneira: o capitulo 2 traz uma
revisao dos principais conceitos necessarios ao desenvolvimento de ambos os métodos
propostos; o capitulo 3 apresenta estes métodos de modo detalhado, sendo o pinaculo desta
dissertagao; o capitulo 4 discorre sobre algumas aplicagées dos métodos, em comparagao
com abordagens encontradas no atual estado da arte aqui referenciado; finalmente, o
capitulo 5 encerra este trabalho com perspectivas para continuidade das pesquisas.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

A estrutura deste trabalho sustenta-se sobre dois pilares conceituais, a saber, o fenémeno
do emaranhamento e o problema da identidade de particulas, para os quais segue-se uma
breve explanagao, seguida da apresentacao das principais nogdes fisicas e ferramentas
matematicas necessarias para o desenvolvimento desta pesquisa.

2.1 Emaranhamento

Se um sistema quantico é multipartido (composto por n partes), um estado global, isto
é, um estado que descreva o sistema como um todo, pode ser descrito por um vetor |))
no espago de Hilbert 77 = JA4 ® 76 ® --- ® J£,, em que JZ € o espago de Hilbert de
cada parte ¢. Assim, para o caso mais simples de um sistema bipartido (n = 2), é possivel
construir-se um estado global |¢)) = |, x), em que o subsistema A encontra-se no estado
|©) e o subsistema B encontra-se no estado |x). Neste caso, |¢)) é dito um estado produto
(ou separavel).

Embora a primeira vista possa soar contraintuitivo, & possivel construir-se um estado global
|v) € s que ndo é um produto tensorial dos estados de cada subsistema, chamado
emaranhado ou entrelagcado. Um exemplo, ainda para o caso do sistema bipartido de dois
niveis, seria a superposicao % (lp, x) — |x, %)), que em termos de polarizagao de spin é
conhecido como estado singleto. O estado singleto € um dos estados chamados estados
de Bell. Juntamente com os trés estados simétricos que formam o sistema tripleto, esse
conjunto de vetores constitui uma base para o espaco de Hilbert para um sistema bipartido
de dois niveis chamada base de Bell,
1 1 1 1

{F5 0020 100D 25 (0.0 + o) Z5 (o) — b)) o5 (e + o) |- (1)
Nestes casos, ndo é possivel atribuir-se um estado puro para cada subsistema indivi-
dualmente, mesmo que os subsistemas estejam espacialmente distantes um do outro
(AUDRETSCH, 2007).



Esse é o conceito chave do paradoxo EPR (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935). De
fato, ainda com o exemplo acima, caso uma medi¢ao fosse realizada no subsistema A
e o resultado fosse |¢), seria possivel afirmar, com certeza e instantaneamente, que o
subsistema B encontrar-se-ia no estado |x), devido ao colapso da funcéo de onda para o
estado [¢) = |¢, x) da superposi¢ao, o que infringiria 0 suposto principio da localidade de
Einstein.

Contudo, a partir dos trabalhos de Bell (1964) e Aspect, Grangier e Roger (1982), o emara-
nhamento passou a ser investigado tanto a procura de uma melhor compreensao teérica do
fenémeno, quanto em busca de sua utilizacédo para o desenvolvimento de tecnologias antes
inalcancaveis dentro dos limites classicos. Este foi o ber¢o da teoria quantica da informagéo,
responsavel por desenvolver o método hoje consolidado para a medigdo do emaranhamento
em sistemas bipartidos com dimenséao finita, preparados em estados puros, por meio da
entropia de von Neumann (AUDRETSCH, 2007).

2.1.1 Medida de emaranhamento

A priori, os estados quanticos serdo descritos por meio de operadores densidade, Uteis
para calcular quantidades de interesse sobre o sistema global ou parte dele. Assim, para
um estado quantico puro' normalizado | (¢)) em um espago de Hilbert 7%, de dimens&o
M, define-se o operador densidade p (t) = |¢ (t)) (¢ (t)|, com as seguintes propriedades:

1. p(t) é semipositivo: (¢ |p (t)| ) > 0,Y |¢) € #4; (logo, hermiteano: p (t)' = p (1));

O operador densidade é suficiente para se descrever completamente um estado quantico.
O valor médio de um observavel A é calculado como:

(A) (1) = tr{Ap(t)} = tr{p(t) A}

e as probabilidades & (a,,) de se obter os diferentes resultados (autovalores) a,, em uma
medi¢ao do observavel A em um instante ¢ sdo:

P (an) =tr{Pup (1)},

onde P, é o projetor sobre o subespago associado a a,, (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE,
1973b; AUDRETSCH, 2007).

"Estados de mistura estatistica ndo seréo abordados neste trabalho.



No caso de sistemas bipartidos, em que o0 espago de estados .77 do sistema global é
construido a partir do produto tensorial dos espacos de cada subsistema, o operador
densidade p age sobre o espaco global. Assim, faz-se necessario construir, a partir de p,
operadores densidade reduzidos que agem sobre os espagos de estado de cada subsistema
e permitem fazer previsdes sobre medicdes realizadas apenas em um dos subsistemas
individualmente. A construgao dos operadores densidade reduzidos sobre o subsistema A
ou B da-se por meio da operacao de traco parcial em relagdo a B ou A, respectivamente.
Isso quer dizer que, dado o subsistema A, cujo espaco de estados é denotado por 774 de
base {‘unA>} 0 operador p4 € obtido pela operacao de trago parcial sobre B:

pa =trpp,

definindo p4 pelos elementos de matriz:

(o ol ) = 32 (Cun| (o) o (fn®) %)) @

onde {‘vp3>} denota uma base para o espago 775, referente ao subsistema B.
ldem para o subsistema B, cujo operador densidade reduzido é:

pB = 1ra p,
com elementos de matriz
(" loslvr”) = 32 (Con (")) o (Ju) [0 ™))
Tem-se que:

trp=tra(trg p) =trg(tra p),

de modo que p4 e pp também tém traco igual a 1. A positividade de p4 e de pg decorre
da positividade de p. Ja a idempoténcia do operador densidade reduzido nem sempre se
verifica e, em geral, p% # pa. Este fato ilustra a impossibilidade de se atribuir estados puros
especificos aos subsistemas, caso o estado global seja emaranhado.

Tomando-se o observavel & que age no espaco .#“ e sendo & = ¢ @ 1” seu prolonga-
mento em .77, pode-se mostrar que

<5>> =tr{pa0)},

de modo que o operador densidade reduzido p4 € usado para calcular todos os valores
medios <5’> como se o sistema A estivesse isolado e tivesse p4 como operador densidade
(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1973b; AUDRETSCH, 2007).

Aqui vale ressaltar a vantagem em se usar operadores densidade para descrever o estado
de um sistema, em substituicao aos vetores de estado. Mesmo para o caso de estados
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emaranhados, em que o estado global ndo pode ser escrito como um produto de estados de
cada subsistema, € possivel calcular-se qualquer previsao fisica sobre os subsistemas por
meio da operagao de traco parcial, que permite escrever operadores densidade para cada
subsistema, ainda que nao seja possivel escrever seus estados como vetores (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1973b).

O operador densidade reduzido sera a principal ferramenta para o calculo da entropia de
von Neumann, conceito fundamental para a teoria da informagao quantica e para medir-se
emaranhamento. Mas antes de introduzir a entropia de von Neumann propriamente, cabe
aqui uma elucidacao sobre a entropia de Shannon, utilizada na teoria da informacao classica
(AUDRETSCH, 2007).

A entropia € um conceito termodindmico que diz respeito ao nivel de desordem de um
sistema e a mecénica estatistica (classica ou quantica) langa mao deste conceito para
descrever misturas estatisticas. Em 1948, Claude Shannon utilizou a entropia para propor
uma medida de informagéao, ou de incerteza na transmisséo de informacdes, em seu trabalho
sobre a teoria matematica da comunicacao (SHANNON, 1948). Grosso modo, tomando-se
um conjunto de N diferentes caracteres, é possivel escrever Z,, diferentes sequéncias de n
caracteres com n; repeticées de cada caracter x;, sendo que

n!
Zn = I’
ni-Ng:. ... NN!

com SN, n; = n. No caso de textos ou mesmo mensagens, em que n e n; Sao grandes,
a férmula de Stirling log(n!) ~ nlogn — n pode ser usada para obter-se o logaritmo do

ndamero Z,,:
N

log Z,, = nlogn —n — Z (n;logn; —ny).
i=1

Sendo p; a probabilidade de ocorréncia de um caracter x;, entdo a frequéncia de ocorréncia
de cada caracter € n; = np;. Assim, fazendo-se p; = "+, tem-se

N
log Z, = —ny_ pilogp.

=1
Por fim, para calcular uma média por caracter do numero log Z,,, divide-se log Z,, por n e
obtém-se a entropia de Shannon

1 N
E(p)= lim —logZ, = — i logp; >0
(p) = Jlim —log ;p ogp
da distribuigao de probabilidades p <> {p;,i =1,..., N}.
A entropia de Shannon tem grande importancia para a teoria da informagéao classica, em que

cada simbolo ou caracter é unicamente distinto dos outros e ndo se altera no processo de
leitura ou de transmissao da informacao. Na teoria da informagao quantica, essas premissas
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eventualmente falham. Para o caso de sistemas quanticos, John von Neumann desenvolveu
uma teoria de medida em que a assim chamada entropia de von Neumann tem um papel
semelhante ao da entropia de Shannon para sistemas classicos (AUDRETSCH, 2007).

von Neumann utilizava a descricao dos estados quanticos por meio do operador densidade.
Dessa forma, se a cada caracter z; fosse associado um estado quantico |¢;), com probabili-
dade p; de acontecer em uma sequéncia de caracteres transmitidos, a mistura estatistica
desses estados teria como operador densidade

N
Pzzpi|¢i> (il (3)
i=1

A leitura das informagoes é feita por meio de um observavel detector de caracteres D, cujos
autoestados {|d,,) ,m = 1, ..., d} formam uma base ortonormal para .7#;. Em uma medi¢éo
de D, a probabilidade de obter-se o autovalor d,,, é representada por p (d,,) (AUDRETSCH,
2007).

Como a sequéncia de caracteres introduzida é classica, sua entropia de Shannon é denotada
por E(p). Da mesma forma, a sequéncia de resultados medidos, isto é, o recebimento da
mensagem, também é classica e sua entropia de Shannon é denotada por E (p (D)). Se
o sistema quantico é escolhido de modo que a dimensao d seja igual a N (o niumero total
de caracteres disponiveis), entdo é possivel que cada autoestado |d;) corresponda a um
caracter x;, isto é, |¢;), da equagao 3, é idenfificado como |¢;) = |d;) (AUDRETSCH, 2007).

Ora, a decomposicao espectral do operador densidade € dada por:

d
p=2_ Am|m)(ml, (m | m') = G,
m=1
sendo |m) seus autovetores e ), seus autovalores. Assim, pode-se reescrever p em termos
de |dz>
N N

P = sz' |d7,> <dz| = Z/\i |Z> <Z|a
ou seja, neste caso, p; = \; e |d;) = |i). Como, para as medidas, o valor d; esta associado
a cada x; univocamente, todas as probabilidades do problema tém distribuigbes iguais:
os autovalores de p (p(d;) = p; = \;) e entdo E(p) = E (p(D)). Com isso, pode-se

associar ao operador densidade da mistura estatistica — portanto, ao estado quantico —
uma entropia quantica S (5\) = FE (p), sendo

d
S(A) == Nlogh > 0. (4)
=1
Por meio da decomposi¢éo espectral de p pode-se reescrever a Equagao (4) como:

S(p) = —trplogp].
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S (p) é a entropia de von Neumann para o operador densidade p. De maneira geral, pode-se
calcular a entropia de von Neumann para qualquer operador densidade, inclusive para os
operadores reduzidos (AUDRETSCH, 2007).

Dado que a entropia de von Neumann, calculada para um operador densidade reduzido,
fornece uma medida da falta de informacéao sobre o subsistema, ela é tomada com uma
medida do emaranhamento do sistema global preparado em um estado puro. Quando o
estado global pode ser escrito como um produto tensorial de estados oriundos de cada
subsistema separadamente, a entropia vale zero, isto é, todas as informagdes sobre cada
subsistema individual sdo conhecidas. Por outro lado, se o estado global ndo pode ser
escrito como um produto tensorial de estados oriundos de cada subsistema separadamente,
existe uma falta de informacao sobre os vetores de estado dos subsistemas individuais e
a entropia é diferente de zero. Para os estados de Bell (Equacéao (1)) especificamente, a
entropia do estado reduzido tem seu valor maximo, a saber log NV, e por isso sdo chamados
estados maximamente emaranhados (AUDRETSCH, 2007).

Aqui cabe uma breve explicagédo a respeito do valor maximo da entropia. No contexto da
teoria da informacéo quéantica, os sistemas utilizados séo, a priori, de dois niveis (0s qubits).
Desta forma, normalmente utiliza-se o logaritmo na base 2 para o célculo da entropia e,
nesse caso, seu valor maximo é 1, isto é, log,(2) = 1. No caso de sistemas de mais niveis,
poder-se-ia utilizar para cada caso a base do logaritmo igual a dimensao do subsistema.
Entretanto, essa abordagem é desnecessaria, ja que as mudangas na base do logaritmo
apenas alteram seu valor por um fator de escala. Assim, como opg¢ao de linguagem, sempre
que o logaritmo for utilizado neste texto, considera-se por padrdo que log refere-se ao
logaritmo de base 2.

2.1.2 Estados maximamente emaranhados em dimenséao d

Alguns métodos para a geragao de bases generalizadas de estados de Bell (estados
maximamente emaranhados) foram propostos nas ultimas décadas (SYCH; LEUCHS, 2009;
BENNETT et al., 1993; ALBER et al., 2000). Sych e Leuchs (2009) apresentam duas
maneiras Obvias para a construcao das bases de Bell. A primeira parte do principio de que
um estado do tipo ") = id > 4~1 |k, k) j& é uma generalizagdo natural, para dimens&o d,
do estado de Bell simétrico usual, i.e. d = 2: |U*) = % (10,0) + |1, 1)). A partir deste estado,
toda a base maximamente emaranhada é formada aplicando-se transformagdes unitarias
locais a ele. A segunda maneira parte da necessidade, em alguns casos, de gerar-se estados
de Bell antissimétricos. Neste cenario, segue-se para uma generalizacdo do estado singleto
[U™) = 5 (|0,1) — [1,0)), dada pelo estado [¢)~) = -5 37— (=177 |m, —m), de um
sistema bipartido de spins individuais j = N/2 e spin total nulo, em que N = d — 1 para um

sistema d—dimensional. Vale citar que, na segunda abordagem, é possivel gerar-se tanto
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estados simétricos, com valor de N par, quanto antissimétricos, com valor de N impar.

Neste ponto, é importante salientar as propriedades dos estados de Bell (Equacéo (1)), a
saber (SYCH; LEUCHS, 2009):

1. Estados de Bell possuem entropia maxima log(d);

2. Estados de Bell formam uma base ortonormal para o espago de Hilbert do sistema
que descrevem;

3. Estados de Bell sdo, necessariamente, ou simétricos ou antissimétricos em relacao a
permutacao dos indices que descrevem os subsistemas;

4. Estados de Bell antissimétricos necessariamente fornecem correlagdes exclusivas
rotacionalmente invariantes perfeitas.

A quarta propriedade diz que a probabilidade de se obter um mesmo valor v em medicoes
idénticas de ambos os subsistemas é nula, qualquer que seja o estado |v) : Z(v) =

tr(Pyp) = tr(lv) (v|@ly™) (Y7[) = 0.2

Baseando-se nessa segunda proposta, Sych e Leuchs (2009) aventam uma simplificacao,
representando esses estados por meio de matrizes. Entretanto, eles limitam-se a espacos
cujas dimensodes sao poténcias de 2, de modo a nao perder a propriedade da (anti)simetria.
Bennett et al. (1993) por sua vez constroem uma base generalizada semelhante a de
Sych e Leuchs (2009), porém mais adequada aos trabalhos com teleporte quantico, a
saber, dada pelos estados |)"") = id Y=L ek |k k — n). A abordagem de Alber et al.
(2000) é um pouco mais complicada, construida por meio da transformada de Fourier e da
generalizacao da porta XOR quantica para espacgos de Hilbert de dimensdes maiores. Nao
cabe aqui esmiuca-la, posto que & muito especifica para os trabalhos com portas l6gicas
quanticas. A vista disso, ainda h& espago para a proposi¢do de métodos que gerem estados
maximamente emaranhados para qualquer dimenséo finita e, se possivel, que incorporem

0s casos de sistemas compostos por partes idénticas ou nao.

2.2 ldentidade de particulas

Duas ou mais particulas sdo chamadas idénticas quando todas as suas propriedades
intrinsecas sdo as mesmas. Particulas idénticas sao ditas indistinguiveis quando nenhuma
medida € capaz de distinguir uma particula da outra. Considerando, como exemplo, a

2Observe-se que a antissimetria ocorre apenas para subsistemas de dimenséo d par, quando a parte
espacial ndo é considerada.
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situagcao em que duas particulas idénticas inicialmente afastadas uma da outra aproximam-
se e voltam a se afastar, as fungcées de onda que definem o estado de cada particula
podem se sobrepor durante a aproximagao e, ao realizar-se uma medigcao sobre o sistema
apods o novo afastamento, é impossivel saber-se a qual das particulas referem-se os dados
medidos. Esta € uma instancia na qual se manifesta a chamada degenerescéncia de troca,
em que diferentes vetores do espago de Hilbert do sistema podem ser escolhidos para
descrever uma mesma situagao fisica e em que o calculo de probabilidades, feitos segundo
os postulados da teoria, depende do vetor escolhido, gerando ambiguidades nas predicoes.

Uma maneira de se resolver este problema consiste na ado¢ao de um novo postulado, de
simetrizagdo, para a teoria: os estados fisicos de um sistema de particulas idénticas estao
restritos a um dentre dois subespagos do espaco de Hilbert 7 = s @ s global; ou sdo
vetores simétricos ou sdo vetores antissimétricos sob a troca dos indices que descrevem
as particulas. Particulas descritas por vetores simétricos de .75 sdo denominadas bosons
e particulas descritas por vetores antissimétricos de 7,5 sao denominadas férmions.
Assim, nos sistemas de particulas idénticas, apenas determinados estados fisicos séo
possiveis, de acordo com o tipo de particulas envolvidas. No caso de bdsons, apenas
estados completamente simétricos sao permitidos, enquanto para férmions, os estados
precisam ser completamente antissimétricos. Além disso, todos os observaveis devem ser
invariantes sob a permutacao dos indices das particulas. (HEISENBERG, 1927; DIRAC,
1926; LEWIS, 1930; WIGNER, 1997; MESSIAH; GREENBERG, 1964; COHEN-TANNOUDJI;
DIU; LALOE, 1973b).

Deste modo, quando um sistema bipartido é constituido por partes indistinguiveis, um
estado do tipo [¢)) = |¢, x) € ambiguo, pois ndo é possivel dizer se o subsistema A
encontra-se no estado |p) e o subsistema B encontra-se no estado |x) ou o contrario,
uma vez que nenhuma medi¢do é capaz de distinguir o subsistema A do subsistema B.
Assim, a descricado correta, nesse caso, seria a superposicao de ambas as possibilidades:
V) = % (le, x) £ |x, ¥)), isto é, a possibilidade de o subsistema A estar no estado |¢)
ou |x) e vice-versa para o subsistema B (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1973b;
GRIFFITHS, 2011).

Com a adocéao do postulado da simetrizacdo, quando o sistema global € composto por
subsistemas idénticos, algumas dificuldades manifestam-se no que se refere a emaranha-
mento. Primeiramente em relagdo ao préprio postulado da simetrizagao: os estados do
sistema global devem ser (anti)simétricos com relagéo a troca dos estados individuais dos
subsistemas. Por conseguinte, eles tomam a forma de estados de Bell.

Como ilustragéo, o sistema de dois férmions idénticos, por antissimetrizacao, estaria sempre
emaranhado, 0 que ndo corresponde a alguns resultados observados, por exemplo no caso
em que a separagao espacial € muito grande. Por outro lado, sistemas de bdsons idénticos
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admitiriam estados simetrizados e fatorados, como o estado |, ). Isso quer dizer que qual-
quer sistema bipartido de férmions idénticos estara sempre emaranhado? Neste caso, por
que nao se constroem mecanismos de teleporte com base nesse emaranhamento “natural”
dos férmions? Este questionamento associa-se as diferentes medidas de emaranhamento
propostas e constitui um dos pontos de investigacdo deste projeto.

De outra perspectiva, como a dimenséo do espaco de Hilbert dos vetores de estado foi
reduzida e ndo é mais ® d x d, como medir emaranhamento, pela entropia de von Neumann,
por exemplo, uma vez que esta comprometida a nogao de um operador densidade reduzido
agindo sobre o espaco de Hilbert de uma particula de dimenséo d e obtido via operacao
tragco parcial realizada sobre os vetores do espaco da outra, também de dimensé&o d?

Estas e outras questdes relacionadas ao emaranhamento de particulas idénticas ainda
levantam controvérsias na comunidade académica e sdo assunto de trabalhos de pesquisa
recentemente publicados (BENATTI; FLOREANINI; MARZOLINO, 2010; BALACHANDRAN
et al., 2013; BENATTI; FLOREANINI; TITIMBO, 2014; LOFRANCO; COMPAGNO, 2016).
Os esforgcos do presente trabalho direcionam-se no mesmo sentido, propondo um método
para o calculo do emaranhamento em sistemas bipartidos de partes idénticas que seja
adequado as exigéncias da teoria quantica.

3No caso de dois spins idénticos S, a dimens&o do espago de Hilbert ndo & (2S5 + 1)(2S + 1); de fato,
tem-se dimensdes (25 + 1)(S + 1) no caso bosonico e (25 + 1).S no caso fermidnico.
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Capitulo 3

Metodologia

Neste trabalho, um sistema bipartido de dimenséo finita sera modelado como um sistema
de dois pseudospins S; e S,, referentes as primeira e segunda partes (subsistemas) do
sistema global, respectivamente. A partir dessa escolha, é possivel descrever qualquer
subsistema de d niveis tomando-se valores (semi)inteiros de spin adequados. Se Sy # S,,
0s subsistemas sao considerados distinguiveis. Se S; = S,, 0s subsistemas podem ser
tratados como idénticos ou distinguiveis, de acordo com a necessidade de simulagao (este
seria 0 caso, por exemplo, da simulacao de um sistema global com dois subsistemas de dois
niveis, i.e. S; = Sy = % composto por particulas que diferem em massa ou em qualquer
outra caracteristica intrinseca, como sistema préton-elétron, elétron-pésitron, entre outros).
Em primeiro lugar, apresenta-se 0 método da dessimetrizagdo da base do espago de Hilbert
para medir-se 0 emaranhamento de sistemas compostos por partes idénticas. Em seguida,
0 método para se gerar estados maximamente emaranhados é desenvolvido.

3.1 Dessimetrizacdo da base do espaco de Hilbert

Uma das principais criticas relacionadas a definicao correta de estados quéanticos globais
para duas particulas (ou subsistemas) idénticas é a falta de sentido em atribuir-se rétulos
para especificar qual particula (subsistema) esta em cada estado individual. Uma descricao
alternativa é definir um estado quéntico global “holistico” QZ/C> (LOFRANCO; COMPAGNO,
2016; SCIARA; LOFRANCO; COMPAGNO, 2017), no qual os rétulos ¢ e ( significam
apenas que existe uma particula no estado individual |¢) e outra no estado individual |(),

sem especificar qual particula esta em cada estado.

Neste trabalho, d4-se um passo atras e toma-se como estado global genérico de duas
particulas, satisfazendo-se o postulado da simetrizacao, o estado

o) = 12 (190) + <16 ®)

em que |¢¢) = |¢) ® |(), exatamente como aparece na maioria dos livros de mecéanica
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quantica (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1973b), com ¢ = +1 para bésons e ¢ = —1
para férmions, sendo N a constante de normalizacao apropriada. O principio da exclusao
de Pauli para férmions é levado em conta automaticamente. Cabe reforgar que a rotulagem
na Equagéao (5) € meramente operacional, ja que nenhuma medicao é capaz de distinguir
as particulas. Em especial, tomam-se vetores de estado de uma particula ortonormalizados
l¢) e |¢), de modo que, no caso bosénico, N =2se o = (e N = /2 se p # ( e, No caso
fermibnico, N = v/2, o que fornece ||¢)) na Equacéo (5) também normalizado.

Além disso, utiliza-se a base ortonormal para uma particula, dada por {\wk>}zzl, para
subsistemas d-dimensionais. Em um primeiro momento, considera-se que as duas particulas
(subsistemas) tém a mesma parte espacial e, com essa suposi¢ao, |¢x) = |k) é dado pelo
namero quantico k = 1,2...,d. Sobreposi¢coes da parte espacial nulas ou parciais serao
comentadas na discussao dos resultados (cap. 4).

Um estado quantico global |¢/) pode ser, entéo, escrito como
d d

= Z Z /ﬁ’ k2 ’k1k2>>
k1=1 ko=d

nesta base de estados (anti)simétricos {||kik2))}, onde d = k; no caso de bésons e
d = k1 + 1 no caso de férmions.

O principal objetivo é reescrever o estado global |¢/) em uma base de estados néo simétricos
{lk1ka); k1, ke = 1,2,...,d} como sendo

d d
= Z Z (K1, k2) (|k1k2))
ki1=1ko=1

em que os coeficientes g sdo todos definidos usando-se os coeficientes ¢ dados para
ki < kg, com g(ka, k1) = eg(ki, k2) = F5c(ki, k2) caso ky # ka, € g(k, k) = c(k, k) (com
c(k,k) sempre zero para férmions). Vale notar que |¢)) se mantém (anti)simétrico — a
(anti)simetrizacao aparece como uma restricdo nos coeficientes dos vetores nao simétricos
da base — e todas as consequéncias da indistinguibilidade sdo mantidas nesta proposta.
Este processo é chamado aqui dessimetrizacdo dos estados da base global. Como um
simples exemplo, o estado
) = al[12)) +b][2 2))

é reescrito como
b2 2) b2 1).

|w>:ﬁ|1 2> \/—

Em suma, o método consiste em quatro etapas:

i Ordenar uma base {|m;ms)} para o espago de Hilbert global. Para cada autovalor
crescente m; de Si., my passa analogamente por todos os seus valores permitidos,
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1

0

dependendo de S, e S; serem distinguiveis ou idénticos. Por exemplo, se S; = Sy =1
e 0s subsistemas sao tratados como distinguiveis, a base tem (25; + 1)(25; +1) =9
elementos ordenados:

{|_1_1>7|_1 0>’|_1 1>7|0_1>v|0 0>7|O 1>7|1_1>7|1 0>7|1 1>}

Mas se os subsistemas sao tratados como idénticos bosbnicos, a base passa a ter
(257 + 1)(S2 + 1) = 6 elementos ordenados:

{1 =151 040 — 1) (01 D+l -1y,

1

0 0} 250 B+ o). 1>};

Escrever o estado global (anti)simétrico como combinagao linear dos elementos da base
construida no passo anterior. Seguindo o exemplo anterior, para o caso de subsistemas
idénticos, um estado |¢) ) seria representado pela séxtupla (c1, ¢z, c3, ¢4, ¢s5, cg), €M
que ¢; é o coeficiente associado ao :—ésimo estado da base;

Escrever o estado |1 ) (anti)simétrico em uma nova forma \@ utilizando-se a base de
estados ndo simétricos, preservando os coeficientes e sinais associados a cada estado
(anti)simétrico da base original. Ainda em continuagao ao exemplo anterior, 1/_1> seria

representado pela nénupla

3 O s 3 G )
)

Construir a matriz do operador densidade global como p = ‘@ <zZ |, obtendo o operador
densidade reduzido, e calcular a entropia de von Neumann para todos os casos —
ndo idénticos, idénticos, bosbénicos ou fermidénicos — da mesma maneira como &
normalmente realizada para subsistemas distinguiveis.

O postulado da simetrizagao, que normalmente é utilizado como uma forma de se evitar que

estados globais néo fisicos e consequentes inconsisténcias, como a degenerescéncia de
troca, aparecam, implica a reducao da dimensao do espaco de Hilbert global de dim 7 =

d? para dim H{a)s = %d(d + ). O processo de dessimetrizagdo néo altera essa situagao,

uma vez que qualquer observavel € também simétrico em relagao aos roétulos utilizados aqui
e o operador paridade comuta com qualquer Hamiltoniano simétrico. O espaco de Hilbert
pode, entdo, ser decomposto em S = )¢ & s, uma soma direta dos subespacos
(anti)simetrizados. Ao lidar com sistemas bosonicos, apenas .75 é populado; por outro lado,
se o caso for fermibnico, todos os processos fisicos acontecem em Z,s. Neste sentido, o

espaco de Hilbert é tomado como se fosse d?-dimensional, mas tendo em mente que os

16



chamados estados nao fisicos nunca sao acessados e tudo acontece no subespacgo de
Hilbert d(d + ¢)-dimensional apropriado.

Este simples procedimento permite trabalhar as definicées usuais de operadores densidade
e densidade reduzido, bem como a da entropia de von Neumann e a da decomposi¢cao
de Schmidt, justamente da mesma forma em que essas nogdes sao estabelecidas para
particulas (subsistemas) distinguiveis, sendo que as matrizes densidade e densidade
reduzida resultantes aparecem como de ordem d? x d? e d x d, respectivamente. Observe-
se que, com isso, 0 operador densidade reduzido mostra-se como operador que atua
corretamente sobre o espaco d—dimensional de um dos subsistemas. Um ultimo, mas
também notavel, ponto a se mencionar é que esta proposta acaba sendo aplicavel a
qualquer sistema bipartido, com subsistemas de qualquer dimensao d finita (qudits), sejam
0s subsistemas idénticos ou néo.

3.2 Geracao de base de estados maximamente emaranha-
dos

Dado um sistema bipartido de dimenséo finita, modelado como um sistema de dois pseu-
dospins S; e S, a geragéo de base de estados maximamente emaranhados para esse
sistema sao postuladas as seguintes restricoes:

e Os estados devem formar uma base ortonormal para o espaco de Hilbert global do
sistema;

e Cada vetor da base original deve aparecer em uma unica combinacao linear, a menos
de troca de sinais, dentre aquelas que geram os vetores da nova base;

e Os estados da nova base devem apresentar todos os autovalores do menor operador
S, sem repeticao.

Estas restricdes ndo sao impostas pela natureza fisica do problema, mas sao Uteis na busca
pela base de estados maximamente emaranhados mais simples.

Antes de ir além, algumas observacdes devem ser destacadas. Primeiramente, devido a
decomposicdo de Schmidt, 0 menor spin deve determinar o maximo do emaranhamento,
isto &, a entropia maxima sera log da menor dimenséo entre os subsistemas (AUDRETSCH,
2007). Por causa disso, S; € axiomaticamente definido como o menor spin, de modo que
os algoritmos de simulacdo sempre gerem os estados corretos. Em segundo lugar, se os
subsistemas sao idénticos, os estados resultantes devem ser (anti)simétricos. E finalmente,
a normalizagéo é feita do mesmo modo em todos os casos, simplesmente multiplicando por
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ﬁ os vetores coletados, em que N é o numero de parcelas que compdem os vetores da

nova base.

Dois exemplos serao propostos para melhor esclarecer o0 método.

Exemplo1: S| = 5, =1
Base (com 3 valores, ou simbolos: -1, 0 1):

Forma matricial 3 x 3 e coleta dos grupos de vetores (cada cor indica um grupo):

|-1-1) [-1 0) |-1 1)f |-1-1) |-1 0)
0 —1) [0 0 [0 1] |0 =1) [0 0)
1 -1 1 0 |1 D1f |1 -1) [1 0)

Exemplo 1a: distinguiveis (dim 7 = 9)

Base ortonormal maximamente emaranhada:

jg{u—l—wiuo D41 0)) ],
(-1 1) — [0 1)+]1 0) ],
(10 0)+ (-1 1)+]1 —1))],
(10 0) — |-1 1)+]1 1) ],
(1 1)4(=1 0)+]0 —1))],
(1 1) — =1 0)+]0 —1) ]}

Exemplo 1b: bésons idénticos (dim.#s = 6)
Base ortonormal maximamente emaranhada:
1
—{[|-1 =D £(0 1Y+]1 0)],
ﬁ{[l ) £ (] )+ )]
[0 0)£ (-1 1)+[1 —=1))],
[[1 1)£(-1 0)+[0 —=1))]}.

Exemplo 1c: férmions idénticos (dim. 75 = 3)
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Base ortonormal maximamente emaranhada:

1

E{(lo 1)—110)),
(-1 1)=]1-1)),
(=1 0) =10 =1)}

Exemplo 2: S; = 1 e S, = 2 (distinguiveis, dimZ = 12)

Base (com 3 valores de S; e 4 valores de .5,):

{I-1 =3/2), -1 —1/2), |-1 1/2), |-1 3/2),
[0 =3/2), [0 =1/2), 10 1/2), [0 3/2),
[T =3/2), (1 —1/2),[1 1/2), |1 3/2)}.

Forma matricial 3 x 4 e coleta dos grupos de vetores:

|-1-3/2) |-1-1/2) |-1 1/2) |-1 3/2)] |-1-3/2) |-1-1/2)
0 —3/2) 10 —=1/2) [0 1/2) 10  3/2)[ [0 —=3/2) |0 —1/2)
1 =3/2) 11 -1/2) |1 1/2) |1 3/2)] |1 =3/2) |1 —1/2)

Base ortonormal maximamente emaranhada:

1
ﬁﬂ—l

1/2) +10 —1/2)+11 —=3/2), |-1 1/2)£[|0 —1/2)—|1 —3/2)],
-1 3/2)+]0 /2y 4+ 1 —1/2), |-1 3/2)%]|0 1/2) — |1 —1/2)],
-1 —3/2)+10 3/2)+1[1 1/2), |-1 —=3/2)£[|l0 3/2)—|1 1/2)],

-1 —1/2)+10 —3/2)+ 1|1 3/2), |-1 —1/2)+]0 —3/2)—1|1 3/2)]}.

Sumariamente, o0 método proposto consta de cinco etapas:

1

X

Ordenar a base inicial da mesma forma que a etapa « do método da dessimetrizag&o,
mas sempre em um formato ndo simétrico, mesmo quando os sistemas sdo idénticos
(neste caso, deve-se dessimetrizar e, em seguida, ordena-la). E importante que quando
S1 # Ss, deve-se sempre atribuir a S; 0 menor valor de spin;

Reescrever a base em forma matricial, replicando as primeiras n — 1 colunas, com n
sendo o numero de linhas da matriz;

Coletar grupos de vetores seguindo as diagonais secundarias da matriz;

Compor uma sobreposicdo com os vetores de cada grupo e permutar sinais de mais e
menos de modo a completar uma base ortogonal para o espaco de Hilbert;
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v Normalizar a base.

Seguindo o método para um sistema bipartido de qualquer dimenséo finita, seja idéntico ou

nao, a base gerada sempre sera ortonormal e maximamente emaranhada. De fato, pela

construcéo dos estados a partir das diagonais secundarias, cada estado |¢/) formado por

uma dessas diagonais da lugar a um operador densidade p = |¢) (¢)|. Na matriz de p,

cada ket |myms) que aparece no estado |v), por sua vez, da lugar ao (m + S; + 1)-ésimo

bloco, diagonal, de ordem (25, + 1) x (25, + 1), com todos os elementos nulos', exceto o
_ 1

elemento b;; = 55 -7 Na posi¢ao i = my + Sz + 1.

Assim, o operador densidade reduzido, soma desses blocos, mostra-se, por construcéo,
como

25, + 1

p(2) = 25+ 1

251+ o5 4 1) x (25, + 1)

evidenciando que |¢)) é maximamente emaranhado.

A matriz de p = [) (10| pode apresentar outros elementos n&o nulos, mas fora dos blocos que contribuem
para o operador densidade reduzido p(2).
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Capitulo 4

Resultados

Abaixo, seguem-se dois exemplos que ilustram os resultados do capitulo anterior, evidenci-
ando sua simplicidade e aplicabilidade. Primeiramente, apresentam-se os métodos para
sistemas distinguiveis, para verificagao de resultados ja conhecidos e como teste do bom
funcionamento dos modelos. Em seguida, exemplos para sistemas idénticos sdo detalhados,
de modo que os procedimentos executados figuem claros e reprodutiveis para o leitor inte-
ressado. Por fim, algumas aplicagbes séao discutidas em comparagdo com outros resultados
encontrados em trabalhos semelhantes.

4.1 Dessimetrizacdo em sistemas distinguiveis

Como primeiros exemplos de aplicacao do método de dessimetrizagdo da base do espago de
Hilbert global, modela-se um sistema bipartido de dimenséo finita como sendo constituido
por dois pseudospins S; e S;. Qualquer subsistema de d niveis pode ser reescrito na
forma spinorial com a escolha adequada do valor (semi-)inteiro para os spins e, entéo,
dois spins sao suficientes para tratar o caso em que dois qudits estao no mesmo sitio.
Subsequentemente seguem algumas situagdes. Em cada caso, tomam-se os seguintes
passos. Escolhe-se um estado quantico |¢)) que é reescrito em uma base dessimetrizada
como explicado anteriormente, obtendo-se (@ calcula-se o operador densidade global
p = ‘QZ> <@Z‘ e toma-se seu trago parcial p, = Y0 __¢ (my |p|mi) para uma base de
estados ndo simétricos {|m;) ® |m2)}; em seguida, a entropia de von Neumann é obtida
como S(p) = — X, A\ log A;, onde \; sdo os autovalores do operador densidade reduzido

P2

A titulo de simplificacao, considera-se aqui um caso de spin pequeno, valendo 1 por exemplo.
Pode-se considerar ambos os spins 57 € S, com 0 mesmo valor e ainda assim tratar o
problema como de particulas distinguiveis; para spin de valor 1, poder-se-ia dizer que
trata-se um bdson de 3 niveis interagindo com um férmion de 3 niveis, ou outras particulas
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de mesmo spin, mas com demais caracteristicas intrinsecas diferentes.

Para spin igual a 1, ordena-se a base de estados |m; m2) ndo simétricos (NS) da seguinte
maneira:

{I=1 =1, [=10), [=11), [0 =1),[00), [0 1), [1 =1), [10), [LD)}.  (6)

Tomando-se um estado |¢) qualquer, normalizado, escrito como combinacao linear dos

2 1)(2 1 /. .
vetores dessa base [¢)) = 2SS |mims), constréi-se o operador densidade

global p = ’@ <z/_z‘ Neste caso, [¢)) = ‘z/_;> ja que o estado global para sistema de partes
distinguiveis ja é nao simétrico. Assim, a matriz do operador densidade global toma a

seguinte forma:

1’ C1C2 €1C3 C1€C4 €1Cs €1Ce C1Cy C1Cg C1Cq
€2C1 cy” C2C3 C2Cy C2Cs C2Ce C2C7 C2Cg €2Co
€3C1 C3C2 c3? C3Cy C3Cs C3Ce C3C7 C3Cg C3Co
C4Cq C4C3 C4C3 cy” C4Cs C4Ce C4Cy C4Cg C4Co
Pglovaiys = €561 Cs5C2 Cs5C3 C5Cq cs® C5Ce C5C7 CsCg C5C9
CeC1 CoC2 C6C3 C6Cs C6Cs Ce” CoC7 C6Cs C6Co
c7Cq C7C C7C3 C7Cy C7Cs C7Cq c;® C7Cg C7Cq
CsCq CgCa CgC3 CgCy CaCs CsCq CgC7 cg? CgCq
CoCq CoCa CoC3 CoCy CoCy CoCq CoC7 CoCg Co®

A operacgao do traco parcial sobre o subsistema (1) resultara em um operador densidade
reduzido p, cujos elementos de matriz serdo, neste caso, somatoérios com trés elementos,
conforme a Equagao (2) do capitulo 2. Assim, o operador reduzido €&, na verdade, uma soma
de trés matrizes quadradas de ordem 3 (a dimensao do subsistema (2)) que aparecem
ordenadas dentro do préprio operador densidade global, se a ordenacao da base for mantida
a mesma desde o inicio. Essa operacgao fica mais simples observando-a diretamente na
matriz do operador densidade global:
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B Eh C1C3 €1C3 C1Cy C1Cs €1Cq C1Cy C1Cg C1Cq ]
€264 % 263 C2Cy €205 €2Cq C2C7 C2Cq €269
€364 C3C3 c3? C3Cy C3Cs €3Cq C3C7 C3Cg €369
CsCq C4Ca CyC3 C4” C4Cs €4Cq C4Cq CyCq C4Cq

Pglobalys = C5Cq Cs5Ca C5C3 C5Cy cs? Cs5Cq Cs5Cy CsCg C5Cq
CeCq CeCa CeC3 CeCy CeCs cs? CeC7 CeCg CeCo
C7¢1 C7C2 C7C3 C7Cy C7Cs C7Ce C72 C7Cg C7C9
Cglq CgCa CgC3 CgCy CgCs CgCq CgCq cg” Cglq
Colq CoCz CoC3 CoCy CoCy €q9Cq CoC7 CoCg Co”

Assim, o operador densidade reduzido p, é construido da seguinte forma:

1% + ¢y + c;? CiCy + C4Cs + C7Cg  C1C3 + €4C6 + C7Cq
_ 2 2 2
pns(2) = €01 + C5Cy + CgCy C,° + 5 + g CC3 + C5Cq + CgCq
C3C1 + CeCy + CoC7  C3C5 + CoCs + CoCy C3% + g% + co?

A partir de entéo, diagonaliza-se o operador densidade reduzido e calcula-se a entropia de
von Neumann como medida do emaranhamento entre as duas partes do sistema global.

Sao apresentados os resultados para dois estados do tipo produto |¢'poa, . ,) (N0 ema-
ranhado) e dois estados do tipo emaranhados |¢Ygmar, . ,)- Estes estados séo definidos, a
partir da base (6), como

|¢Pr0d.1> = |_1 - 1> )

1
[V pProd.,) = /2 (|=10) +[-11)),

1
|77/}EmaT-1> = % (|_1 - 1) + |0 0> + ‘]‘ 1>)7
1
|¢Ema7”.2> = ﬁ (’_1 O> + ‘O 1>)7

cujas matrizes de p,, , diagonalizadas ficam, respectivamente,

pQNSdiangd.l - pQNSdiagpmd.2

o O O
o O O
_ o O
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1/3 0 0

pQNSdngmam =10 1/3 0
0 0 1/3
0 0 0

pzNSdngmar'z = 0 1/2 0
0 0 1/2

No caso dos estados do tipo produto, o operador densidade reduzido mostrou um autovalor
igual a 1 e um autovalor duplamente degenerado igual a zero, de modo que a entropia
calculada foi nula. No caso do estado emaranhado 1, o operador densidade reduzido
mostrou apenas um autovalor triplamente degenerado igual a 1/3, de modo que a entropia
calculada foi maxima, isto €, log(3). No caso do estado emaranhado 2, o operador densidade
reduzido mostrou um autovalor nulo e um autovalor duplamente degenerado igual a 1/2, de
modo que a entropia calculada foi intermediaria, isto €, log(2). Os resultados sao condizentes
com os previstos para cada situagao.

Antes de apresentar o caso de partes idénticas, é relevante exemplificar também o caso de
partes distinguiveis com spins distintos, de modo que as dimensdes dos subsistemas nao
sdo as mesmas. Para tanto, tome-se, por exemplo, S; = 1 e S, = 3/2. Ordena-se a base
nao simetrizada (NS) da seguinte maneira:

(=1 =3/2), [=1 =1/2), [=1 1/2), [=1 3/2), 0 =3/2), 0 —=1/2),
0 1/2),]0 3/2), |1 —3/2), |1 —1/2), [1 1/2), |1 3/2)}.

Semelhantemente ao caso anterior, a matriz do operador densidade global toma a seguinte

(7)

forma:
C12 C1C2 C1C3 C1Cq C1Cs C1Ce C1C7 C1Cg C1Co €1C10  €1C11 C1C12
€261 % C2C3 C2€Cy CaCs C2C6 €267 CaCg €2€C9 C2€10  €2011 (2612
C3Cq C3C2 c3? C3Cy C3Cs C3Cq C3C7 C3Cg C3Cq C3C10  €3C11 C3C12
C4C1 C4Cy C4C3 C42 C4Cs C4Ce C4Cy CaCg C4C9 CaC10  C4C11 C4C12
C5C1 Cs5C2 C5C3 C5Cq cs” C5Cq Cs5€7 CsCg C5€g  Cs5C1p  C5C11 Cs5C1p
C6C1 C6C2 C6C3 CeCa CeCs cs” C6C7 C6Cs C6Co C6Ci0  C6C11 C6C12

Pglobalys = P
C7C1 C7C2 C7C3 C7Cy C7Cs C7Cq C7 C7Cg C769 C7C10  €7C11 C7C12
CgCq CgC2 CgC3 CgCyq CgCs CgCe CgC7 cg? Cglq CgCip  Cgl11  Cglq2
CoCy CoC2 CoC3 CoCyq CoCs C9Cq CoCy CoCg 692 C9C10  C9C11  Colqz
C10€1  C10€2  C10C3  C10€s  C10Cs  C10C6  C10€7  C10Cg  C10C9 Cio®  CioC11 CioCiz
C11€1  €11€2  C11C3  C11€4  C14Cs5  C11Cq  C11C7  Ci1Cg  C11Cq  C11C1g  C11°  Ci1Cip
C12€1  C12€;  C1pC3  C1p€s  CipCs  CipCe Cip€;  CipCg CiaCo  C1pCrg  CiaCrp Cio®

Da mesma forma, a operacao do trago parcial sobre o subsistema (1) resultara em um
operador densidade reduzido ps, cujos elementos de matriz serdo, neste caso, somatdrios
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com trés elementos, conforme a Equacgéo (2) do capitulo 2. Assim, o operador reduzido é,
na verdade, uma soma de trés matrizes quadradas de ordem 4 (a dimensao do subsistema
(2)) que aparecem ordenadas dentro do proprio operador densidade global, se a ordenagéao
da base for mantida a mesma desde o inicio. Essa operagao fica mais simples observando-a
diretamente na matriz do operador densidade global:

C12 C1C2 C1C3 C1C4 C1Cs C1Ce 1€y C1Cg €1C9 C1C10  €1C11 C1C12

€26 c” C2C3 C2Cy C2Cs C2Ce €267 CaCg €269 C2C10  C2011 CpCq2

C3C1 C3C2 c3? C3Cy C3Cs C3Cq C3C7 C3Cg C3Cq C3C1p  €3C11 C3C12

C4Cq C4C2 C4C3 ¢4’ CaCs C4Ce C4C7 CaCg €4C9 CaCr0  €C4C11 (412

C5C1 Cs5C2 C5C3 C5Cy cs? C5Cq C5C7 CsCg C5€g  C5C1p  C5C11 Cs5Cqp

_ C6C1 CeC2 CeC3 C6Cy C6Cs C62 CeC7 CeCg CeCo CeCi0  C6C11  C6C12
Patebatns C7¢€1 C7C2 C7C3 C7C4 C7Cs C7Ce C72 C7Cg C7C9 C7C10  €7C11 C7C12
CgCq CgC2 CgC3 CgCy CgCs CgCq CgC7 cg® CgClq CgCip  Cgl11 Cgli2

Colq Colz CoC3 Coly CoCs CoCs CoC7 Colg Co? CoCi0 CoC11  Colyp

2
C10€1 €102 C10C3  C10€s  C10Cs  C10C6  C10€7  C10C8  C10C9 C10 C10€11  C10C12
1161 €116z 1103 C11Cs €11Cs €116 C11C7 C11Cg C11C9  C11C10  C1n C11€12

2
C12€1 C12€p  C1C3 €204 C12C5 (1€ C12€7  C12Cg C12C€9 C1€C10  C12C11 Cao

Assim, o operador densidade reduzido p, € construido da seguinte forma:

clz + C52 + C92 C1€3 + C5Cq + CoCqp C1C3 + C5C7 + CoCqq C1C4 + C5Cg + CgC12
C5€1 + CCs + C10Cq 3% + ¢ + ¢10° C3C3 + CeC7 + €191 C2C4 + C4Cg + C19C12
pns(2) = 5 9 2
C4Cq + CgCs + C19Cq  C4Cy + CgCq + C12C1p  CaCz + CgCy + C12C1q Cs? + cg?® +cq5°

A partir de ent&o, diagonaliza-se o operador densidade reduzido e calcula-se a entropia de
von Neumann como medida do emaranhamento entre as duas partes do sistema global.

Sao apresentados os resultados para um estado do tipo produto [¢p,..4.) (N@0 emaranhado)
e um estado maximamente emaranhado |¢y..). Estes estados séo definidos, a partir da
base (7), como

1

V3

cujas matrizes de p,, , diagonalizadas ficam, respectivamente,

[VProd.) = |=1=3/2);  |¥raz) = (=1 3/2) +[0 1/2) +[1 —1/2)),

0000 0o 0 0 0
o000 |0 1/3 0 0
pstdmgpmd' 0000 ’ '02Ns(iiagMaz. N 0 0 1/3 0
0001 o 0 0 1/3
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No caso do estado do tipo produto, o operador densidade reduzido mostrou um autovalor
igual a 1 e um autovalor triplamente degenerado igual a zero, de modo que a entropia
calculada foi nula. No caso do estado maximamente emaranhado, o operador densidade
reduzido mostrou um autovalor igual a zero e um autovalor triplamente degenerado igual a
1/3, de modo que a entropia calculada foi maxima, isto é, log(3). Neste caso, o autovalor
nulo ndo implica em perda para o emaranhamento maximo, devido a difereng¢a na dimen-
sao dos subsistemas. De acordo com a decomposi¢cao de Schmidt, a entropia maxima é
dada conforme a menor entre as dimensdes dos subsistemas. Ambos os resultados sao
condizentes com os previstos para cada situagao.

Nesse ultimo exemplo, ndo é possivel gerar o estado de Bell mais trivial do tipo [) =
ﬁ Zi;é |k, k), devido a prépria estrutura dimensional do problema. O estado maximamente
emaranhado foi gerado, entao, por meio do método proposto no capitulo anterior que, além
de realmente fornecer estados nédo separaveis em forma de produto vetorial, ainda séo,
conforme resultado, de fato estados cujos estados reduzidos possuem entropia maxima.
Para o mesmo exemplo, os demais estados maximamente emaranhados sdo gerados
conforme Exemplo 2, da se¢éo 3.2, formando uma base maximamente emaranhada para o
sistema em questao:

;3“_1 U2 410 —1/2+ 1 —3/2), =1 1/2)—[0 —1/2)+[1 —3/2),
=1 1/2) 4]0 —1/2)—|1 —3/2), |-1 3/2)+]0  1/2)+[1 —1/2),
=1 3/2)— |0 1/2) 41 —1/2), |-1 3/2)+[0  1/2)—|1 —1/2),
=1 —3/2) 4]0 3/2) |1 1/2), |1 —3/2)—[0 3/2)+[1 1/2),
Z1 =3/ [0 3/ |1 1/2), -1 —1/2)4[0 —3/20+ 1 3/2).
ST 12— 0 —3/20 41 3/2). =1 —1/2) 4]0 —3/2)— |1 3/2)}.

4.2 Dessimetrizacdo em sistemas idénticos

Para o caso de sistemas idénticos, os valores de S; e S, sdo sempre iguais. A seguir, 0
método da dessimetrizagcdo é aplicado primeiramente para um sistema bosénico e, em
seguida, para um sistema fermidnico. Assim, para a aplicagcao bosénica, toma-se o caso de
dois bdsons idénticos de 3 niveis, isto &, S; = Sy = 1.

A base de estados simétricos (S) é ordenada da seguinte maneira:

1
ﬁ“_l n+ 1 -1),

1
ﬁ(‘o 5+ [10),[11)}.

Tomando-se um estado |¢)) qualquer, normalizado, escrito como combinagao linear dos

1
V2 ®)

00),

vetores dessa base, antes de construir-se o operador densidade global, reescreve-se
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este estado como combinacao linear dos vetores da base de estados dessimetrizada
correspondente, isto €, se

W) = e |-1— 1) + e, l\}?(!—l 0+ ro—1>>]+
+C3 [;5(‘—1 1>+ |1—1>)‘| +C4 |O O>+
tes Ui(’o )+ |1 0>)]+cﬁ 1),

reescreve-se este estado como sendo:

- 1 1
[0) = e1[-1 = 1)+ ea—= [-1 0) +e—z |1 1)+
V2 V2
e 0= 1) 4 eal0 ) Fes—=0 1)+
Co—Fr—= — Cy Cy—F—=
V2 V2
e L 1) e |1 0) el 1)
C3—F—= — Cy—F0—= Cg .
V2 V2
A matriz do operador densidade global toma a seguinte forma:
5 1 1 1 1 1 1
Cq -\/_ECICZ EC]Cg EC1CZ C1Ca ﬁClCS ECICB Echs C1Ce
1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1
N Le 260G 56 2 gGts p0ct 50k TH0%
1CC 1(:c 1’ 1cc 1CC lcc ! i Ecc iCC
\/—31 232 563 232 ﬁ34 235 EC3 235 \/—36
! —=c,cC L 1 L ! —cyc 1 ! L ! —=C3C
NG 201 ECZ 26203 ECZ 2 2C4 ZCzcs 2 263 252C5 NG 2%
Patobale = 1 1 1 1 1 1
globals CaCy ﬁqcz ﬁc4c3 ﬁc4c2 C4? ﬁ%cs ﬁc‘tc3 ﬁc,,cs CaCe
1 1 1 1 1 1, 1 1, 1
Tcscl ECSCZ §C5C3 ECSCZ 55564 ECS EC5C3 2C5 ﬁcscs
1CC 1cc 1 ° lcc 1CC lcc 1.’ 1cc 166
\[—31 232 EC3 232 \/234 235 EC3 235 \[236
1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1
\/—CSCl 56562 56563 5652 \/Ecscaf 5¢s 56568 s \Ecscs
1 1 1 1 1 1 5
CeC —CeCy —=CgC3 —=CeC c6C —CeCs —=CeC3 —=CgC C
6C1 N RN RN 6Ca 2 e Ces > G665 6

A operacgao do traco parcial sobre o subsistema (1) resultard em um operador densidade
reduzido p., cujos elementos de matriz serdo, neste caso, somatoérios com trés elementos,
conforme a Equagéo (2) do capitulo 2. Assim, o operador reduzido €, na verdade, uma soma
de trés matrizes quadradas de ordem 3 (a dimensao do subsistema (2)) que aparecem
ordenadas dentro do préprio operador densidade global, se a ordenagao da base for mantida
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a mesma desde o inicio. Essa operacéo fica mais simples observando-a diretamente na
matriz do operador densidade global:

1 1 1 1 1 1 ]
@ 7 — 0y 7 €1C3 NG C1Cy;  C1C NG €1Cs NG €1C3 7 €165 C1Cq
ic c 1 2 1 1 2 1 1 1 1 i
Nt 76263 5¢2 \/—CZC‘L 5C20s  5C2C0 5 CaCs ﬁczcs
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1
\[EC:,"Cl 5C302 263 5 €362 \/§C3C4 2 €3Cs ¢ = Cats \/56366
1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1
VR g% 3R ga Pttt ges pea phe pat
Pgtovals = €4Cq %qcz %c4c3 %c,,c2 42 %qcs %6463 %qcs C4Cq
1 1 1 1 1 1, 1 1, 1
\/—6561 5CsC2 50503 5056 \/—5504 565 5CsC3 56 \/5‘3566
- =030 1C c 1C ’ 1C c - 5 C3Cq 1C c 1(: : EC c - —=C3C6
JZ 5 6362 5C3 2 C3C2 NG 5 €3Cs 2 €3 2 365 vz
1 1 1 1 1 1 2 1 T 1
\/—CSCl 56562 56563 56562 Tcscdf 56 6563 565 ﬁcscs
1 1 1 1 1 1
CeC1 7 —CgC2 7 —CgC3 7 —CgCo CsCa ﬁ CeCs ﬁ C6C3 = CeCs Co
Assim, o operador densidade reduzido p, é construido da seguinte forma:
0 Aeeateeiten Lecitoos e |
C1 +EC2 + 56 ﬁclcz + \/56264 + 5 C3Cs \/Eclc3 +=cycs + ﬁczce
1 1 1 1 1 1 1 1
ps(2) = \/—CZCI \/56462 +5 5 €563 EC?_Z +c,% + = cs? 5 €263 + \[EC4C5 + ECSCS
1 1 1 1 1 1 12 1 2
\/EC3C1 totset ﬁcs% SCsc Tt 5‘35‘34 + ﬁcecs 23 + s + ¢g?

A partir de entdo, diagonaliza-se o operador densidade reduzido e calcula-se a entropia de
von Neumann como medida do emaranhamento entre as duas partes do sistema global.

Para este caso bos6nico, foram simulados um estado do tipo produto |¢p,.q4.) (Nd0 emara-
nhado) e um estado maximamente emaranhado |y, ). Estes estados séo definidos, a
partir da base (8), como

1
V3

cujas matrizes de p,, , diagonalizadas ficam, respectivamente,

med.> = ‘_1 - 1>7 W}Max.> = (’_1 - 1> + ’O O> + ‘1 1>)7

p2NSdiagProd.

o o O
o O O
_ o O
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1/3 0 0
=10 1/3 0
0 0 1/3

pQNSdiaglvfu,w.

No caso do estado do tipo produto, o operador densidade reduzido mostrou um autovalor
igual a 1 e um autovalor duplamente degenerado igual a zero, de modo que a entropia
calculada foi nula. No caso do estado maximamente emaranhado, o operador densidade
reduzido mostrou um autovalor triplamente degenerado igual a 1/3, de modo que a entropia
calculada foi maxima, isto é, log(3). Nota-se que, a principio, os resultados condizem com o
que se espera no caso tradicional de particulas distinguiveis, mas levando-se em conta a
exigéncia da simetrizagdo do estado global. Estes resultados apontam para a eficacia do
método proposto para o caso bosénico.

Os demais estados maximamente emaranhados sdo gerados conforme o Exemplo 1b, da
secédo 3.2, formando uma base de estdos maximamente emaranhados para o sistema em
questao:

1
ﬁ{[|_1 —1D+(0 1)+]1 0)],

[0 0)£(-1 1)+[1 =1)],
[ 1)£(=1 0)+[0 —1)) ]}

Agora, na situacao fermidnica, aparecem algumas sutilezas que devem ser observadas
cuidadosamente. Tome-se, por exemplo, um sistema fermidnico idéntico de 4 niveis, i. e.,
S1 = Sy = 3/2. A base de estados antissimétricos (AS) é ordenada da seguinte maneira:

é{(\—:s/z S 12— |-1/2 —3/2)).(1-3/2 1/2) - [1/2 —3/2)),
(1=3/2 3/2)— 13/2 =3/2), (~1/2 1/2)— 12 —1/2),  ©)
(-1/2  3/2)— [3/2 —1/2)), (11/2 3/2)— [3/2  1/2)}.

Tomando-se um estado |¢)) qualquer, normalizado, escrito como combinagao linear dos
vetores dessa base, antes de construir-se o operador densidade global, reescreve-se
este estado como combinacédo linear dos vetores da base de estados dessimetrizada
correspondente, isto €, se

¥y =5 (-3/2 = 1/2) = |=1/2 =3/2) + —5(=3/2 1/2) = /2 =3/2) +
5 (=32 3/2) = 32 —3/2)+ B (=12 1/2) = [1/2 —1/2)+
512 32— B2 —12)+ iz 32 - 32 1/2),
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reescreve-se este estado como sendo
W) =0]-3/2 —3/2) +~;%|— +g?§| +~;§|—
JJ—U2—3M>%4H—U2—1ﬂ>+;5%40 U%-+7:P
f|1/2 —3/2) — fu/z —1/2) +0[1/2  1/2) f|1/2 3/2)
13/2

3/2 —1/2) —-3/2 1/2) 3/2 3/2)

1/2 3/2)

13/2 3/2 1/2) +0[3/2  3/2).

_ﬁ —3/2) _ﬁ —1/2) _%

A matriz do operador densidade global toma a seguinte forma:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 c,? ccy cic3 —c;? 0 cicy e —Ci16;  —CiCy 0 ciCq —Ci63  —CiC5  —CiCq 0

0 ey c,? 3¢5 —Cy0y 0 €3¢y 3¢5 —c,? —cyy 0 €3C6 —CyC3 —CpC5  —CyC 0

0 c3¢1 €3C, c3? —c30; 0 €3C4 €3Cs —C36;,  —C3C4 0 C3C6 —c3? —c3c5 —C3€q 0

0 —C1€q —C1C; —CyC3 ¢, ? 0 —C1Cy —CiC5 €16, C1Cy 0 —C1C6 c163 C1Cs €1Cq 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 (AN €4C5 €4C3 —c40q 0 cy? €4Cs —c4Cy c4? 0 €4C6 —C4C3  —C4C5  —C4Ce 0

1 0 cs¢y [ C5C3 —cscy 0 C5C4 cs? —CsC;  —C5Cy 0 €5C6 —csC3 —cs? —C5C 0

Pglobaiss = 5

globatas = 3 0 —Cy0y —,2 =y €01 0 —CpCy  —CyCs c,? C2Cy 0 —CyCq CyC5 CyCs5 C5C6 0
0 —C401 =€y —C4Cy C4Cy 0 —c,? —C4Cs C4Cy cy? 0 —C4Cq C4C3 C4Cs €4Cq 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 CeCy C6C2 C6C3 —CeCy 0 CoCy C6Cs —CeC;  —CeCq 0 ce? —CeC3  —CeCs —ce? 0

0 —c30;  —c3c, 32 €361 0 —C3€q  —C3Cs [ C5C4 0 —C3C6 c3? €3Cs €3C6 0

0 —csc;  —CsC, —CsC3 €561 0 —C5Cy —cs? c5Cy cs5Cy 0 —c5Ce c5C3 cs? €5C6 0

0 —CgC1  —CgC,  —CeCa C6C1 0 —C6Cq  —CgCs C6C2 C6Cs 0 —cg? C6C3 C6Cs cg? 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A operagao do traco parcial sobre o subsistema (1) resultara em um operador densidade

reduzido p», cujos elementos de matriz serdo, neste caso, somatérios com quatro elementos,
conforme a Equacao 2. Assim, o operador reduzido é, na verdade, uma soma de quatro
matrizes quadradas de ordem 4 (a dimensao do subsistema (2)) que aparecem ordenadas
dentro do préprio operador densidade global, se a ordenacgéo da base for mantida a mesma
desde o inicio. Essa operacéao fica mais simples observando-a diretamente na matriz do

operador densidade global:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 G2 GG Gl —c,? 0 [N €iC5 —Ci16; —CiCy 0 €1C6 —Ci165 —CiC5 —CiCe 0

0 GG GF G —cycq 0 €3€4 €5Cs —c,? —cycq 0 €2C6 —CyC3  —CC5  —CyCe 0

0 @ G @ —c36q 0 €3¢4 €3Cs —C36; —C3Cy 0 €3C6 —c3? —c305  —C3Cq 0

0 —C1Cq —C1Cy —C4C3 @2 0 —C1Cy —C1C5 C1Cy C1Cy 0 —C1C¢ C1C3 CiCx C1Cq 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 C4Cqp C4Cy C4C3 —C4Cq 0 @2 C4Cs —C4Cy 42 0 C4Cq —C4C3 —C4C5 —C4Ce 0

1 0 C5Cp C5Cy C5C3 —C5Cy 0 C5Cy @2 —C5C, —C5Cy 0 C5Cq —C5C3 —cg? —Cs5Cq 0

Pglobaiss = 5 2

globatas = 3 0 —0 =2 —ces €61 0 —CyCqy  —CyCs &2 e 0 —CyCe 3¢5 CyCs €2C6 0
0 —C40; —C4Cy  —C4C3 €4€1 0 —c,? —C4Cs G @ 0 =E\E; €4C3 €4Cs €4C6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ceCr C6Cr CoC3 —ceC1 0 CoCs CoCs —CeC;  —CeCa 0 @& —CgC3  —CeCs —cg? 0

0 —C30; =36, €52 €36, 0 —C3¢4  —C3Cs 36, C3C4 0 —C5Cq @ €3Cs @ 0

0 —C5¢;  —C5C;  —C5C3 561 0 —cscq  —Cs? C5C, C5C4 0 —C5Cq (e (i C=C 0

0 —CeC1  —CeCy —CeC3 CeCy 0 —CeCsy  —CoCs CeCa CeCq 0 —ce? CeC3 CeCs C62 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Assim, o operador densidade reduzido p, € construido da seguinte forma:

12+ % + o5t C2C4 + C5C5 —C1C4 + C3C —C1C5 — C3Cq
1 C4Cy + C5C3 €12 + c4? + c5? €10y + C5Cq C1C3 — C4Ce
pas(2) =5
2 —C4Cq + CoCq €201 + CoCs 2 + % + ¢t CoC3 + C4Cs
_ _ _ 2 2 2
C5Cq — CxCop C3C1 — C4Cy C3C; + CsCy c3? + cs? + cq

A partir de entdo diagonaliza-se o operador densidade reduzido e calcula-se a entropia de
von Neumann como medida do emaranhamento entre as duas partes do sistema global.

Para este caso fermidnico, foram simulados um estado minimamente emaranhado |1i,,.)
e um estado maximamente emaranhado |/, ). Estes estados sdo definidos, a partir da
base (9), como
1
i) =—=(]-3/2 —1/2) — |-1/2 —3/2)),
[¥asin.) ﬂ(!/ /2) = |=1/2 =3/2))
1
¥rar.) = 7i (I=3/2 3/2) = [3/2 =3/2)+|-1/2  1/2) = |1/2 —1/2)),

cujas matrizes de p,, , diagonalizadas ficam, respectivamente,

00 O 0

oo 0 o
P2NSaioarrin, 00 1/2 0]

00 0 1/2

No caso fermidnico, considerando que ambas as partes do sistema global encontram-se
no mesmo sitio, portanto com parte espacial simétrica, ndo é possivel acessar estados
com parte spinorial do tipo |7, i), devido ao principio da exclusdo de Pauli. Assim, todos
os estados possiveis possuem parte spinorial do tipo \% (7,7) — |7,4)) ou combinagdes
lineares destes. Desta forma, n&o € possivel obter-se estados globais do tipo produto para
sistemas fermiénicos no mesmo sitio. Por outro lado, ao tomar-se apenas um estado da
base em sua forma antissimétrica, obtém-se estados de entropia minima, mas positiva,
decorrente apenas da identidade das particulas.

No caso do estado minimamente emaranhado, o operador densidade reduzido mostrou
um autovalor duplamente degenerado igual a 0 e um autovalor duplamente degenerado
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igual a 1/2, de modo que a entropia calculada foi log(2). No caso do estado maximamente
emaranhado, o operador densidade reduzido mostrou um autovalor quadruplamente dege-
nerado igual a 1/4, de modo que a entropia calculada foi maxima, isto &, log(4). Nota-se que,
embora o caso fermidnico apresente algumas sutilezas que serdo discutidas posteriormente,
€ possivel entender que os resultados condizem com o0 que se espera no caso tradicional
de particulas distinguiveis, mas levando-se em conta a exigéncia da simetrizagdo do estado
global. Estes resultados também apontam para a eficacia do método proposto para o caso
fermiénico.

Os demais estados maximamente emaranhados sdo gerados conforme o Exemplo 1c, da
secao 3.2, formando uma base de estados maximamente emaranhados para o sistema em
questao:

&{[(!—3/2 3/2) = 13/2 =3/2))+(-1/2 1/2)-|1/2 —1/2))],
[(=1/2 3/2) = [3/2 —1/2))£([-3/2 1/2)—-[1/2 =3/2))],
[(1=3/2 =1/2) =] -1/2 =3/2))£(]1/2 3/2)—-[3/2 1/2)) ]}.

4.3 Discussao dos resultados

E importante destacar a sutileza envolvida no trabalho com sistemas fermiénicos, conforme
discutido pela comunidade académica (LOFRANCO; COMPAGNO, 2016; GHIRARDI; MA-
RINATTO, 2005; SCIARA; LOFRANCO; COMPAGNO, 2017), a saber, o fato de que, em
principio, sistemas fermiénicos estariam sempre emaranhados. Ora, € preciso atentar-se
ao fato de que, desde o inicio, este trabalho adotou a premissa de que ambas as partes
encontram-se no mesmo sitio, ou em outras palavras, a sobreposi¢ao espacial das fungdes
de onda de cada parte € completa. Neste caso, a parte espacial do problema é simétrica.
Combinando-a com a uma parte spinorial antissimétrica, de fato, resulta em estado global
antissimétrico emaranhado.

Por outro lado, no caso de as partes serem preparadas desde o inicio sem sobreposicao
espacial, é natural considerar que o estado minimamente emaranhado é, na verdade, um
estado ndo emaranhado, embora ndo possa ser separado na forma de produto levando-se
em conta apenas a representacao spinorial, conforme indicado por Ghirardi e Marinatto
(2005).

Para o caso bosénico, que admite particulas no mesmo estado, a parte espacial simétrica
(sobreposicao espacial total das fungdes de onda) combinada a parte spinorial simétrica
dos estados gerados por combinagdes lineares dos estados da base do tipo |k, k) resultam
em estados globais n&do emaranhados.

Recentemente, Sciara, LoFranco e Compagno (2017) propuseram um método para medir-
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se o emaranhamento em sistemas compostos por partes idénticas e, em uma de suas
aplicagbes, chegaram a decomposicdo de Schmidt para um estado |¥,) de dois qutrits
bosénicos idénticos no mesmo sitio dado por

|Wy4) = cospler, ea) +sindles, es),
em que {le1),le2),|es)} € a base para cada qutrit e a parte espacial foi omitida para
simplificacao. Eles obtiveram a seguinte matriz para o operador densidade reduzido:

) 1 0 0
P=3 0 cos’¢p singcoso |,
0 singcos¢  sin?¢

com um autovalor igual a zero e um autovalor duplamente degenerado igual a 1/2. Utilizando
a definicdo e a notagdo adotadas aqui, |V ) pode ser reescrito como |¢)) = cos ¢||—1 0)) +
sin¢||—1 1)), que seria reescrito em uma base dessimetrizada como

’@Z)>—0|—1 —1)+cosgb\/_| 10>+smgb\/_| 11>+cos¢\/_|0 - 1)+

1
0(00) +0—= |01>+smgb 1 —1)+0—=|10)+0[1 1),
00)+07 vz vz
cuja matriz densidade reduzida é
0+ 1cos? ¢ + 5 sin? ¢ 0+0+0 0+0+0
ps(2) = 0+0+0 1cos?¢p+04+0 1cosgsing+0+40|;
04+0+0 ssingcosg+0+0  $sin?¢p+0+0

a mesma encontrada pelos autores. Da mesma forma, a diagonalizagdo do operador
densidade reduzido resulta em um autovalor nulo e um autovalor duplamente degenerado
igual a 1/2, correspondente a um estado emaranhado. Assim, o método aqui proposto
mostra concordancia com outras propostas, com a vantagem de ser aplicavel a qualquer
dimensao finita e para qualquer caso de identidade ou nao das partes.

Outra vantagem desse método é que, assim como no caso de sistemas distinguiveis, o
estado global do sistema de partes idénticas mostra-se emaranhado ou nao, indepen-
dentemente da base utilizada para gerar-se o espacgo de Hilbert. Este ndo é o caso dos
trabalhos de Balachandran et al. (2013) e Benatti, Floreanini e Titimbo (2014), em que o
emaranhamento pode ou ndo manifestar-se, a depender da configuragdo do espaco de
Hilbert escolhida para restringir os estados as subalgebras.

Um ponto interessante do trabalho de LoFranco e Compagno (2016) é a possibilidade
de trabalhar-se com sobreposi¢cao espacial parcial ou nula, em que a localidade torna-
se importante para a realizagdo de medi¢gdes em cada subsistema. Embora o método
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da dessimetrizagdo aqui proposto tenha sido aplicado apenas ao caso de sobreposig¢ao
espacial total (toma-se como premissa que 0s subsistemas encontram-se sempre no mesmo
sitio), espera-se que seja também possivel simular casos de sobreposicao parcial (ou nula),
sendo necessaria apenas uma representagdo dos estados globais que inclua o parametro
espacial. Essa expansao é uma das recomendacgdes para trabalhos futuros, além de outras
possibilidades a serem apresentadas no capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Conclusao

O principal resultado deste trabalho talvez tenha sido a revelagdo de um método ndo apenas
eficaz, mas também matematicamente simples, de facil implementagcao computacional, para
o calculo do emaranhamento em sistemas bipartidos constituidos por partes idénticas de
dimensao finita.

A prépria maneira como a base € ordenada acaba levando a uma estrutura matricial diagonal
por blocos para o operador densidade global que, quando somados, resultam no operador
densidade reduzido utilizado para o calculo do emaranhamento. Essa estrutura mantém-se,
mesmo para o0 caso de particulas distinguiveis e de subsistemas de dimensdes diferentes
entre si. Também nestes casos, a disposi¢cao dos blocos diagonais se manifesta, tornando o
procedimento do trago parcial simples e rapido, e permitindo a simulagdo de dimensoées da
ordem de algumas dezenas em apenas alguns segundos.

Da mesma forma, a proposta para a geragao de estados maximamente emaranhados
resultou em um método matricial simples e de ampla aplicabilidade no que diz respeito as
dimensdes e a natureza das partes do sistema.

Os métodos foram confrontados com outras solugdes encontradas na literatura e em
publicacdes cientificas recentes, tendo mostrado resultados coerentes e em acordo com
aquelas solugbes. Em especial, 0 método da dessimetrizagdo da base do espaco de
Hilbert global para a construgdo de operadores densidade reduzidos, mesmo no caso de
partes idénticas, mostrou-se, de certa forma, intuitivo, ndo sendo necessario recorrer a
abordagens mais complicadas como segunda quantizagao ou subélgebra de operadores,
opcOes tomadas em trabalhos citados anteriormente.

A simplicidade dos métodos é seu ponto de maior interesse, uma vez que se utilizam apenas
das ideias basicas da mecénica quantica, além de viabilizar aplicacdes diversificadas
conforme o interesse de cada situacao e de exigir menos recursos computacionais.
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Ademais, este trabalho desvela perspectivas para pesquisas futuras, dado que muitos dos
desafios na utilizagdo do fendmeno do emaranhamento como ferramenta tecnolégica ainda
dependem da correta interpretagao do significado fisico dos estados emaranhados, bem
como da sua producdo experimental.

Uma recomendacao importante para futuros trabalhos € a inclusdo da parte espacial na
descricao dos estados, conforme discutido no capitulo anterior, em vistas de se englobar
casos em que a sobreposicao espacial dos subsistemas € parcial ou nula. Nesses casos, a
localidade passa a ter um papel importante nas medi¢des realizadas sobre cada subsis-
tema. Além disso, a ampliacdo do método para tratar estados globais ndo puros (misturas
estatisticas) € desejavel para simular sistemas mais elaborados.

Especificamente em relacao as particulas idénticas, muitos apostam na capacidade real de
se aproveitar o emaranhamento gerado simplesmente pela (anti)simetrizagdo, embora ainda
se encontrem trabalhos mais céticos a esse respeito, entendendo tal emaranhamento como
tdo somente um artificio matematico, sem implicagdes fisicas. De uma forma ou de outra,
pesquisas ousadas, inclusive experimentais, vém sendo propostas a cada dia e trabalhos
em linhas mais operacionais, como este aqui proposto, sdo importantes para fornecer bases
conceituais e metodoldgicas para essas pesquisas.
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